Linezr Response Teori.

I responseteorien interesserer man sig for, hvad der kan siges generelt om
sammenhaengen mellem input ¢(¢) og output v(¢) for et system.

Valg af variable.

Det betragtede systems forskellige vekselvirkninger med omgivelserne kaldes
for energiband. Til hvert energiband vil der veere knyttet to sakaldte konju-
gerede variable, den generaliserede speending, effort, e og den generaliserede
strom, flow, f. Produktet e - f skal angive en art overfgrt energimeengde pr.
tid. Strgm-variablen genkendes pa, at den vil skifte fortegn ved tidsvending,
mens speendings-variablen ikke vil ggre det. Herudover defineres to ekstra va-
riable: forskydningen q, der er tidsintegralet af strgmmen, og impulsen p, der
er tidsintegralet af spsendingen.

Ved at fastleegge vor beskrivelse af systemer i disse termer bliver det let at
angive analogier mellem forskellige fysiske systemer. Som eksempler kan naev-
nes, at de konjugerede variable i et termisk energiband kunne vaere Carnotfak-
toren 1 — Ty/T ! og varmestrgmmen Jg. I et mekanisk energiband kunne det
veere normalspaendingen ¢ og volumenstrgmmen Jy. I elektriske energiband
svarer e til spaendingsforskel U, f til strgm I, ¢ til ladning @) og p til magnetisk
fluks & 5.

Linezere systemer med hukommelse.

I den linesere responseteori antager vi, at for tilstraekkeligt sma pavirkninger
vil der veere en lineser sammenhaeng mellem input, ¢ og output, v; men der
kan godt veere en “after effect”. Andringen do(t') i ¢ til tiden ¢’ giver saledes
et bidrag til eendringen dvy(t) i« til tiden t:

dy(t) = R(t,t')do(t") = R(t — t')de(t'), (1)

hvor vi yderligere har antaget, at denne &ndring kun atheenger af tidsforskellen
(tidshomogenitet). Da response ma komme efter stimuli ma R veere 0 for ¢ < ¢/,
altsa

R(t) =0, for t<0 (kausalitet) (2)

1 Hvilket blot er den relative temperaturvariation (T'—Tp)/Tp for sma temperatursendrin-
ger



Opsummering af alle bidragene fra t' = —oo til ¢/ =t giver
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= /0 h Rt o(t —t")dt". (3)

Her er ¢ den afledede af ¢. Hvis vi indferer kompositionen o som kort skrive-
made for den lineaere operation “foldning med den tidsafledede” sa kan ligning
(3) skrives

v = Rog. (4)

Bemaerk, at dimensionen af R bliver dim(output)/dim(input).

Responsefunktionernes navne.

Atheengigt af typen af input og output giver vi responsefunktionen R forskellige
navne. v og ¢ kan hver iseer veere f, g, e, p; men de ma tilhgre hver sin kausale
klasse. Hvis saledes ¢ er e eller p skal v veere f eller ¢ og vice versa. Dette
giver otte mulige responsefunktioner, hvoraf dog to er identiske med to andre
saledes, at der kun er 6:
Med input fra spendingsklassen:

Krybefunktionen (compliance) J, ¢ = J o e,

Admittansen Y, f =Y oe,

Letheden F', f = F op.
Med input fra stromklassen:

Stivheden (modulus) G, e = G o q,

Impedansen Z, e = Z o f,

Inertansen M, p= M o f.
Een af responsefunktionerne er nok til at karakterisere et system, idet de seks
funktioner hsenger matematisk sammen. Nar man alligevel ikke blot ngjes
med en af dem, er det fordi, det eksperimentelt kan veere praktisk at kunne
bestemme, hvilke variable (input), der styres, og hvilke (output), der males. I
en teori vil det ogsa veere forskelligt hvilken r.f.,det er mest naturlig at betragte.
Skemaet giver et overblik over definitionen af de forskellige responsefunktioner
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Tabel 1 Skema over response-funktionerne, R og de mulige relationer, v = Ro ¢
mellem input, ¢ og output, v. Operatoren o er "foldning med den tidsafledede" i
tidsbilledet, men simpel multiplikation i frekvensbilledet.



Tidsbilledet.

Lad stimuli (input) veere en en pludselig sendring i ¢ fra 0 til ¢ til tiden ¢t = 0
(en stepfunktion). Det kan vi udtrykke ved hjelp af Heaviside funktionen

=" 0 )

1 ,t>0
idet vi da har ¢(t) = ¢oFE(t). Differentierer vi Heaviside funktionen far vi
deltafunktionen §(t), der er 0 overalt undtagen for ¢ = 0, hvor den til gengeeld
er s& uendelig, at integralet af den er 1 2. Da er

wwzlmmw%&wwwfz%mw (6)

Responsefunktionen R(t) er altsa simpelthen svaret ~(t) pa et enhedsstep i
stimuli til tiden ¢ = 0, og kan derfor males ved et sakaldt stepresponse forsgg.

Frekvensbilledet.

Formel (3) udtrykker, at output er givet ved at folde den tidsafledede af input
med responsefunktionen. Ved en Fouriertransformation overgar foldning til
produkt, differentiation til multiplikation med iw og integration til division
med iw. Derfor vil diskussionen ofte veere lettere i frekvensbilledet.

Betragt derfor et periodisk input ¢(t) = ¢,e™! Da ligningerne er linesre,
kan vi gerne regne med det komplekse input og tage realdel til sidst. Vi far

AWt = Awaxww&w@”m'
= (3 " w [ Rt e~ q¢' 7
(i) e A (e di (7)

2 Det lyder selvfplgelig matematisk forkert; men de matematiske indvendinger kan
man komme til livs ved blot at bruge en differentiabel funktion, der ligner Heaviside-
funktionen undtagen i et tidsinterval, 7 efter 0, der er meget kort i forhold til nogen
relevant fysisk tid. Deltafunktionen er opfundet af Dirac og meget benyttet i fysikken.
Den er normalt defineret symmetrisk omkring 0; men i responseteorien skal approksima-
tionerne til Heaviside og deltafunktionen kun leve for ¢ > 0 af hensyn til kausalitet. Mere
preecist burde vi derfor skrive E(t —07) og 6(t — 07), da Heaviside-funktionen skal veere
forskudt et infinitesimalt stykke veek fra 0, sa dens afledede, deltafunktionen kun lever
inden for integrationsomradet i (6). Man integrerer altsd fgrst med 6(¢ — €) og foretager
graenseovergangen € — 0 bagefter. En realisering af Heaviside funktionen, der er kausal,
kunne vaere graensen for 7 — 0 af funktionerne H, (t) = {0 for t <0, =7/t for t > 0}.



Udregningen viser, at et harmonisk input resulterer i et harmonisk output.
Skriver vi y(t) = 7,e™", ser vi

Yo = R(W)d. (8)
hvor A
R(w) = iwF{R,w}, 9)
og F{R,w} er den Fouriertransformerede af R(t),
F{R,w} = / R(t)e ™“"dt. (10)
Her kunne nedre graense fgres til ¢ = —oo, som normalt i en Fouriertransfor-

mation pga. kausalitetsbetingelsen (2). Laeg meerke til, at der udover Fouri-
ertransformation skal ganges med iw. Frekvensresponsefunktionen R(w) bliver
derved den funktion, som man naturligt ville male og definere ved (8) i et
forspg med harmonisk varierende input. R(w) har siledes samme dimension
som R(t), og greenseopforslerne R(w) for w — 0 eller oo vil svare til henholds-
vis R(t) for t — oo eller 0. Skrives frekvensresponsefunktionen pa modulus-
argument form: R(w) = |R(w)|e® bliver v(t) = |R(w)]e!@+0) s 6, angiver,
hvor mange radianer 7(t) er fasedrejet forud i forhold til ¢(t), mens =|R(w)
angiver amplitudeforholdet |v,|/|dw|-
Tilbagevenden til R(t) sker ved invers Fouriertransformation

R(t) - /OO Memdw (11)
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Laplace-Stieltjes transformation.

Fouriertransformationen kan analytisk udvides til at geelde for komplekse fre-
kvenser w = w’'+iw”. I den nedre halvplan, hvor w” < 0 kan dette stadig findes
ved (10) idet faktoren e*"* far integralet til at konvergere for ¢ > 0, mens denne
faktor ikke skaber problemer for ¢ < 0, fordi R(f) = 0 her. Man indfgrer ofte
Laplace-frekvensen s = iw og definerer s-frekvensresponsefunktionen R(s) ved

R(s)=s /000 R(t)e *'dt = sC{R, s} (12)

altsa s gange den Laplacetransformerede af R(t). Frekvensresponsefunktionen
kan nu fas ved

Rw)= lim R(s) (13)

s—iw,s'>0



Relationer mellem responsefunktionerne.

I frekvensbilledet bliver sammenhaengene mellem responsefunktionerne meget
simple:

Inden for de to klasser:

~ 1~ 1 - ~ 1~ 1 -
M=-7=—-G J=-Y=—-F 14
s 52 ’ s 52 (14)
Mellem de to klasser:
~ 1 - 1 ~ 1
J — = 5 Y —_ = 5 F _ —= (]_5)
G A M

I tidsbilledet er det derimod kun inden for samme kausalitetsklasse, at det
er enkelt at omregne (ved integration eller differentiation). Skift fra den ene
klasse til den anden kraever lgsning af en integralligning, som i praksis lettest
lgses ved netop at ga til frekvensbilledet.

Sammensatte systemer.

Det er let at indse at, hvis to systemer sammensaettes med en Kirchhoff strgm-
samler (maske), dvs. sa de har faelles strom, mens den resulterende spaending
er summen af delspeendingerne, sa er sammensatningen additivt i stromklas-
se responsefunktionerne (G, Z, M). Omvendt, hvis to systemer sammensaettes
med en Kirchhoff spsendingssamler (knude), dvs sé de har felles speending,
mens den resulterende strgm er summen af delstrommene, sa er sammensaet-
ningen additiv i spaendingsklasse responsefunktionerne (J,Y, F'). Ved brug af
dette samt skift mellem klasserne kan man opstille responsefunktioner for me-
get komplicerede fysiske netveerk.



