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Forord

SANDSYNLIGHEDSREGNING OG STATISTIK er to emneomrader der dels studeres
pa deres egne betingelser, dels optreeder som stottefag eller hjelpefag i en
reekke sammenhznge, og den made man ber formidle fagenes indhold pa,
afheenger i hoj grad af hvem der er malgruppen. Denne bog er ikke skrevet
til personer der specialiserer sig i sandsynlighedsregning og/eller statistik, og
heller ikke til personer der har brug for statistik som stettefag, men derimod
til personer der som led i en generel matematikuddannelse skal vide noget
om sandsynlighedsregning og statistik. — Forskellige udkast til bogen har i en
arraekke veeret anvendt pa RUCs matematikuddannelse.

Ved tilrettelaeggelsen af undervisningsforleb der introducerer til sandsynlig-
hedsregning, er det et stadigt tilbagevendende sporgsmal hvor meget (eller
maske snarere hvor lidt) veegt man skal leegge pa en generel aksiomatisk frem-
stilling. Hvis der er tale om en almen introduktion der henvender sig til en ikke
nedvendigvis matematisk interesseret eller kvalificeret malgruppe, er der ikke
sa meget at veere i tvivl om — den malteoretiske aksiomatisering a la Kolmogorov
skal ikke med, eller den kan maske blive naevnt i en diskret fodnote. Men nar
der er tale om en del af en matematikuddannelse, stiller sagen sig anderle-
des; her kan der veere en god pointe i at studere hvordan den almindeligvis
»genstandslese« matematikformalisme fungerer nar man ensker at etablere et
st byggesten til en helt bestemt slags modelleringsopgaver (modellering af
tilfeeldighedsfeenomener), og det kan derfor vaere pa sin plads at beskaftige sig
med fundamentet for den matematiske teoribygning.

Sandsynlighedsregning er afgjort en matematikdisciplin, og statistik ma si-
ges at vaere overordentlig matematik-involveret. Men begge emneomrader er,
hvad angar deres matematikindhold, organiseret veesentlig anderledes end »al-
mindelige« matematiske emneomrader (i hvert fald dem som normalt indgér
i undervisningsprogrammer), fordi de i overvejende grad er styret/reguleret
af at de skal kunne bestemte ting, f.eks. bevise Store tals Lov og Den centrale
Greaensevardisetning, og kun i mindre grad af de geeldende internt matematiske
normer for hvordan teoriomrader skal opbygges og preesenteres, og man vil
eksempelvis ga fejl af mange pointer hvis man tror at sandsynlighedsregningen
(den malteoribasererede sandsynlighedsregning) »bare« er et specialtilfeelde af



8 Forord

emneomradet mél- og integralteori. Endvidere vil den der skal satte sig ind i
emneomraderne sandsynlighedsregning og statistik, hurtigt opleve at man skal
benytte begreber, metoder og resultater fra vidt forskellige »traditionelle« mate-
matikomrader, og dette er formentlig én grund til at sandsynlighedsregning og
statistik opfattes som sveert.

Fremstillingen er pa traditionel vis delt op i en sandsynlighedsregningsdel og
en statistikdel. De to dele er temmelig forskellige i stil og opbygning.

Del I praesenterer sandsynlighedsregningens grundlaggende begrebsdannel-
ser og tankegange og de sedvanlige eksempler, men sadan at stofmeengden
holdes i meget stramme tojler. Forst vises hvordan sandsynlighedsregning i
Kolmogorovs aksiomatisering ser ud nar man holder sig til endelige udfaldsrum
- derved holdes mangden af matematiske besverligheder pa et minimum, uden
at man behever give afkald pa at kunne bevise de formulerede sztninger ved
hjelp af det givne teoriapparat. Derefter udvides teorien til teellelige udfalds-
rum, eller i hvert fald til udfaldsrummet IN, forsynet med o-algebraen af alle
delmaengder; her er det stadig muligt at bevise »alle« seetninger, selv med et be-
skedent matematisk apparatur (det forventes at leeseren har kendskab til teorien
for uendelige reekker), men man far dog indblik i nogle af vanskelighederne
ved uendelige udfaldsrum. Den formalistiske aksiomatiske tilgang fortsaettes
imidlertid ikke i kapitlet om kontinuerte fordelinger pa R og R”, dvs. forde-
linger som har en tethedsfunktion, og nu er der ikke leengere tale om at alle
pastande bevises (blandt andet ikke saetningen om transformation af teetheder,
der snarere bor bevises i et analysekursus). Del I afsluttes med to lidt anderledes
kapitler, dels et kapitel der behandler et mere afgreenset omrade, nemlig frem-
bringende funktioner (inklusive lidt om forgreningsprocesser), dels et kapitel
der kort giver nogle antydninger af hvordan og hvorfor man beskeftiger sig
med sandsynlighedsmal pa generelle udfaldsrum.

Del II praesenterer den klassiske matematiske statistik baseret pa likelihood-
funktionen: de statistiske modeller er bygget op af almindelige standardfor-
delinger og et beskedent antal parametre, estimatorerne er som hovedregel
maksimaliseringsestimatorer, og hypoteserne testes med likelihoodkvotient-
tests. Fremstillingen er bygget op med et kapitel om begrebet statistisk model,
et kapitel om estimation og et kapitel om hypoteseprevning; disse kapitler er
forsynet med en raekke eksempler der viser hvordan teorien tager sig ud nar den
anvendes pa bestemte modeltyper eller modeller, og eksemplerne fortseetter ofte
fra det ene kapitel til det andet. Efter denne teoriorganiserede fremstilling fol-
ger et eksempelorienteret kapitel med tre storre gennemregnede eksempler der
illustrerer den generelle teori. Del II afsluttes med en introduktion til teorien for
lineaere normale modeller formuleret i linezer algebra-sprog, i god overensstem-

melse med en henved 40-arig tradition inden for dansk matematisk statistik.

Roskilde i august 2006
Jorgen Larsen
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Sandsynlighedsregning



Indledning

SANDSYNLIGHEDSREGNING er en disciplin der beskaftiger sig med en matematisk
formalisering af dagligdagsbegreberne sandsynlighed og tilfeeldighed og dertil
knyttede delbegreber. I forste omgang kan man maske studse over at der over-
hovedet skulle kunne gives en matematisk formalisering af tilfeeldighed: hvis
noget er tilfeeldigt, er det sa netop ikke unddraget muligheden for en eksakt
beskrivelse? Ikke ganske. Erfaringen viser at i hvert fald nogle typer af tilfel-
dighedsfaenomener og tilfaeeldighedseksperimenter udviser betydelige grader af
regelmessighed nir man gentager dem et stort antal gange, det geelder f.eks.
kast med terninger og menter, roulettespil og andre former for »lykkespil«. For
at kunne tale neermere om tingene er vi nedt til at indfere forskellige begreber og
betegnelser; i forste omgang er de lidt upracise, men senere vil de fa en preecis
matematisk betydning (som forhabentlig ikke er alt for fjern fra dagligsprogets).

Tilfeeldighedseksperimentet giver nar det udferes, et resultat af en slags, f.eks.
resulterer terningkastet i at terningen viser et bestemt antal gjne; et sadant
resultat kaldes et udfald. Meengden af mulige udfald kaldes udfaldsrummet.

Sandsynligheder er reelle tal der giver en kvantitativ beskrivelse af visse treek
ved tilfeeldighedseksperimentet. Et simpelt eksempel pa et sandsynlighedsud-
sagn kunne veere »sandsynligheden for at terningkastet giver udfaldet fem ojne,
er I/g«; et andet eksempel kunne vare »sandsynligheden for at det bliver snevejr
juleaften, er 1/20«. Hvad betyder sddanne udsagn? Nogle mennesker haevder at
sandsynlighedsudsagn skal fortolkes som udsagn der beskriver forudsigelser
om udfaldet af et bestemt fremtidigt feenomen (f.eks. snevejr juleaften). Andre
mener at sandsynlighedsudsagn beskriver den relative hyppighed hvormed
det pageldende udfald indtraeffer nar tilfeeldighedseksperimentet (f.eks. ter-
ningkastet) gentages igen og igen. Den made som sandsynlighedsregningen
formalisereres/aksiomatiseres pd, er i hoj grad inspireret af at sandsynlighed
skal kunne fortolkes som relativ hyppighed i det lange lob, men den er ikke bundet
til denne bestemte fortolkning.

Sandsynlighedsregningen benytter sig af den simple mangdelares notationer
og begreber — dog med visse eendrede betegnelser, jf. oversigten pa naste side.
En sandsynlighed eller mere praecist et sandsynlighedsmadl vil blive defineret som
en afbildning fra en vis definitionsmangde ind i de reelle tal. Hvad definitions-

13
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14 Indledning

Typisk Sandsynlighedsregning Mzngdelzere
notation
Q udfaldsrum; grundmaeengde, univers
den sikre haendelse
@ den umulige haendelse den tomme mengde
@ udfald elementi Q)
A haendelse delmengde af O
ANB bade A og B feellesmeengden af A og B
AUB enten A eller B foreningsmeaengden af A og B
A\B A men ikke B differensmengde
AC den modsatte hendelse til A komplementermangden til A,

dvs. Q\ A

mangden skal vere, er maske ikke ganske klart; eller rettere, i forste omgang
ville man jo nok tro at den ganske enkelt skulle veere udfaldsrummet, men det
giver problemer i situationer hvor udfaldsrummet er overtalleligt (f.eks. de
reelle tal). Det har vist sig at den rigtige made at gore tingene p4, er at tale
om sandsynligheder for hendelser, dvs. visse naermere fastlagte delmangder af
udfaldsrummet. Et sandsynlighedsmal bliver derfor en afbildning der til visse
delmengder af udfaldsrummet knytter et reelt tal.

1 Endelige udfaldsrum

I peTTE KAPITEL Vil Vi studere sandsynligheder pa endelige udfaldsrum. Det vil
forega pa den made at vi praesenterer de generelle definitioner, men forsimplet
til det endelige tilfeelde. I forbindelse med mere generelle udfaldsrum dukker
der forskellige matematiske besverligheder op som man i det endelige tilfaelde
helt slipper for.

1.1 Grundleggende definitioner

DEFINITION 1.1: SANDSYNLIGHEDSRUM OVER EN ENDELIG MAENGDE
Et sandsynlighedsrum over en endelig mengde er et tripel (QQ, S ,P) bestdende af
1. et udfaldsrum (), som er en ikke-tom, endelig mengde,
2. mengden F af alle delmengder af Q,
3. et sandsynlighedsmadl pa (Q, F ), dvs. en afbildning P : F — R som er
* positiv: P(A)> 0 foralle Ac &,
* normeret: P(QQ) =1, og
e additiv: hvis A1, A,,..., A, €F er parvis disjunkte hendelser, sd er

P(OA,—) - iP(A,-).
i=1 i=1

Her er to simple eksempler, der i ovrigt ogsa kan bruges til at demonstrere at
der faktisk findes matematiske objekter der opfylder definitionen:

Eksempel 1.1:  Ligefordeling

Lad Q vere en endelig meengde med n elementer, Q = {wy, wy,...,w,}, lad F vare
mengden af delmaengder af Q), og lad P veere givet ved P(A) = 1#A, hvor #A star for
»antal elementer i A«. Sa opfylder (Q, &, P) betingelserne for at vere et sandsynligheds-
rum (additiviteten folger af additiviteten af antalsfunktionen). Sandsynlighedsmalet P
hedder ligefordelingen pa Q) (fordi det fordeler »sandsynlighedsmassen« ligeligt ud over
udfaldsrummet).

Eksempel 1.2:  Etpunktsfordeling

Lad Q) vare en endelig mengde, og lad wy € Q vaere et udvalgt punkt. Lad F vere
mengden af delmangder af (), og set P(A) = 1 hvis wy € A og P(A) = 0 ellers. Sa opfyl-
der (QO, & ,P) betingelserne for at vare et sandsynlighedsrum. Sandsynlighedsmélet P

15



16 Endelige udfaldsrum

hedder etpunktsfordelingen i w, (fordi det placerer al sandsynlighedsmassen i dette ene
punkt).

Vi gar straks i gang med at vise nogle resultater:

LEMMA 1.1
For vilkdrlige hendelser A og B i sandsynlighedsrummet (QQ, F ,P) gelder:
1. P(A)+P(A°) =1.
2. P(@)=0.
3. Hvis AC B, sd er P(B\ A) = P(B) —P(A) og dermed P(A) < P(B).
(Dette udtrykkes undertiden pd den mdde at man siger at P er voksende.)
4. P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Bevis

Ad 1: De to heendelser A og A€ er disjunkte, og deres forening er (); derfor er
ifolge additivitetsaksiomet P(A) + P(A€) = P(Q)), og P(Q) er lig 1.

Ad 2: Da @ = QF, er ifolge det netop viste P(@) =1-P(Q)=1-1=0.

Ad 3: Hendelserne A og B\ A er disjunkte og deres forening er B; derfor er
P(A)+P(B\A)=P(B); daP(B\ A) >0, fas at P(A) < P(B).

Ad 4: De tre heendelser A\ B, B\ A og AN B er parvis disjunkte og deres forening
er AU B. Derfor er

P(AUB)=P(A\B)+P(B\A)+P(ANB)
=(P(A\B)+P(ANB))+(P(B\ A)+P(ANB))-P(ANB)
=P(A)+P(B)-P(ANB).

O

I fremstillinger af sandsynlighedsregningen inddrager man altid mentkast og
terningkast som eksempler pa tilfeeldighedsfeenomener, sé det gor vi ogsa her.

Eksempel 1.3:  Montkast

Antag at vi kaster én gang med en ment og ser efter om den viser Plat eller Krone.
Udfaldsrummet er topunktsmeengden Q = {Plat,Krone}. Maengden af handelser

er = {Q,{Krone}, {Plat},2}. Det sandsynlighedsmal P der svarer til at meonten er

symmetrisk, altsa har lige stor sandsynlighed for at falde pa enhver af de to sider, er

ligefordelingen pa Q:

P(Q)=1, P({Krone}) =1, P({Plat}))=12, P(2)=0.

Eksempel 1.4: Terningkast
Antag at vi kaster én gang med en almindelig terning og ser efter hvor mange ojne den
viser.

1.1 Grundlzeggende definitioner 17

Udfaldsrummet er maengden Q) = {1, 2,3,4,5,6}. Mengden & af hendelser er mang-
den af delmaengder af Q) (sa der er 2° = 64 forskellige handelser). Det sandsynligheds-
mal P der svarer til at terningen er symmetrisk, er ligefordelingen pa Q.

Dermed er eksempelvis sandsynligheden for handelsen {3,6} (antallet af ojne er
deleligt med 3) givet som P({3, 6}) = %, fordi heendelsen bestar af to udfald, og der er
seks mulige udfald i alt.

Eksempel 1.5:  Simpel stikproveudtagning

Man har en kasse (eller urne) med s sorte og h hvide kugler, og herfra udtager man

en k-stikprove, dvs. en delmangde med k elementer (det forudseettes at k < s+ h).
h

Kuglerne tenkes udtaget ved simpel stikproveudtagning, dvs. alle (S-;; ) forskellige

delmaengder med k elementer (jf. definitionen af binomialkoefficienter side 32) har
samme sandsynlighed for at blive udtaget. — Her er altsa tale om en ligefordeling pa
meengden Q) bestaende af alle disse delmaengder.

Sandsynligheden for hendelsen »netop x sorte kugler« er derfor lig antal k-stikprover
med x sorte kugler og k — x hvide kugler divideret med det samlede antal stikprover,

s h s+h . . .
altsa (x)(k 7)()/( B ) Se ogsa side 34, herunder setning 1.13.

Punktsandsynligheder

Leeseren kan med nogen ret undre sig over den noget kringlede made at ma-
tematificere sandsynligheder pa, hvorfor kan man ikke bare have en funktion
der til hvert udfald knytter sandsynligheden for at det indtreffer? Sa laenge
man opererer med endelige (og tellelige) udfaldsrum kunne man faktisk godt
gribe sagen an pa den made, men med overtellelige udfaldsrum gar det helt
galt (fordi overteelleligt mange positive tal ikke kan summere til noget endeligt).
Men da vi nu er i det endelige tilfeelde, er folgende definition og setning af
interesse.

DEFINITION 1.2: PUNKTSANDSYNLIGHEDER
Lad (QQ, F ,P) vere et sandsynlighedsrum over en endelig mengde (). Funktionen

p:Q—[0;1]

w — P({w})
kaldes punktsandsynlighederne for P.

Punktsandsynligheder anskueliggores ofte som sandsynlighedspinde.

SETNING 1.2
Hvis p er punktsandsynlighederne for sandsynlighedsmdlet P, sd geelder for en vilkdr-
lig hendelse A at P(A) = Zp(w).

weA



En etpunktsfordeling

b

En ligefordeling

18 Endelige udfaldsrum

Bevis
Vi skriver A som disjunkt forening af sine etpunkts-delmengder og bruger
additiviteten: P(4) = P( U {w}) = il”({w}) = ip(w). o

weA w€eA w€eA
Bemarkninger: En konsekvens af saetningen er at to forskellige sandsynligheds-
mal ikke kan have samme punktsandsynlighedsfunktion. En anden konsekvens
er at p summerer til 1, dvs. Zp(a)) =1; det ser man ved at seette A = Q.

weQ)

SETNING 1.3
Hvis p: Q — [0; 1] summerer til 1, dvs. Zp(w) =1, sd findes netop et sandsynlig-

weQ)
hedsmdl P pd Q) der har p som sine punktsandsynligheder.

Bevis
Vi kan definere en funktion P: % — [0; +oo[ ved P(A) = Zp(a)). Denne funk-

WEA
tion er positiv fordi p > 0, og normeret fordi p summerer til 1. Den er desuden

additiv: hvis Ay, A,,..., A, er parvis disjunkte heendelser, sa er

P(AUA,U...UA,) = Z plw)
weA;UAU..UA,

=) p@)+ ) pl@+..+ ) p@)

weA, w€eA, weA,

=P(A1)+P(Ay)+...+P(A,),

hvor det andet lighedstegn folger af den associative lov for regneoperatio-
nen +. Altsd opfylder P betingelserne for at vere et sandsynlighedsmal. Pr.
konstruktion er P’s punktsandsynligheder p, og som neaevnt i bemerkningen til
setning 1.2 er der kun ét sandsynlighedsmal der kan have p som punktsand-
synligheder. O

Eksempel 1.6

Punktsandsynlighederne for etpunktsfordelingen i wy (jf. eksempel 1.2) er givet ved
plwg) =1, 0g p(w) = 0 nar w # wy.

Eksempel 1.7

Punktsandsynlighederne for ligefordelingen pa {w,w,,...,w,} (jf. eksempel 1.1) er
givet ved p(w;) =1/n,1=1,2,...,n.

Betingede sandsynligheder og fordelinger

Man er ofte interesseret i sandsynligheden for at en heendelse A indtraffer, givet
at en anden handelse B vides at indtreeffe (eller at veere indtruffet) — man taler
om den betingede sandsynlighed for A givet B.
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DEFINITION 1.3: BETINGET SANDSYNLIGHED
Lad (Q, % ,P) veere et sandsynlighedsrum, lad A og B vere hendelser, og antag at
P(B) > 0. Tallet
P(ANB)
P(B)

kaldes den betingede sandsynlighed for A givet B.

P(A|B)=

Eksempel 1.8
Man slar Plat eller Krone med to menter, en 10-krone og en 20-krone, pa én gang. Hvad
er sandsynligheden for at 10-kronen viser Krone, givet at mindst en af de to menter
viser Krone?

Der er (iflg. standardmodellen) fire mulige udfald, og udfaldsrummet er

Q = {(Plat, Plat), (Plat, Krone), (Krone, Plat), (Krone, Krone)},

hvor vi skriver 10-kronens resultat forst; hvert af disse fire udfald antages at have
sandsynlighed V4. Den betingende haendelse B (mindst en Krone) og den omspurgte
hendelse A (at 10-kronen viser Krone) er hhv.

B = {(Plat,Krone), (Krone, Plat), (Krone, Krone)} og

A ={(Krone, Plat), (Krone,Krone)},
sa den betingede sandsynlighed for A givet B er

P(ANB 2
Pl By = TS o = T

Af definition 1.3 felger umiddelbart

SATNING 1.4
Hvis A og B er hendelser, og hvis P(B) > 0, sd er P(ANB) = P(A | B) P(B). P

DEFINITION 1.4: BETINGET FORDELING @
Lad (Q, % ,P) vere et sandsynlighedsrum, og lad B vere en hendelse med den B
egenskab at P(B) > 0. Funktionen

P( |B):F —[0;1] P( |B)
A+ P(A|B)

kaldes den betingede fordeling givet B.

Bayes’ formel

Antag at () kan skrives som en disjunkt forening af de k haendelser By, By, ..., By
(eller som man ogsa siger: By, By,..., By er en klassedeling af ()). Desuden er
der en heendelse A. Det antages endvidere at vi forlods (eller a priori) kender
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sandsynlighederne P(B;),P(B;),...,P(By) for de enkelte klasser i klassedelingen,
og desuden kendes ogsé alle de betingede sandsynligheder P(A | B;) for A givet
B;. Opgaven er nu at bestemme sandsynlighederne P(B; | A) for de enkelte Bj-er,
givet at heendelsen A vides at vere indtruffet; disse sandsynligheder kaldes
a posteriori sandsynligheder.

(Som illustration kan man eksempelvis teenke pa en medicinsk diagnosti-
ceringssituation: A er det saet af symptomer man observerer pa patienten, og
B-erne er forskellige (hinanden udelukkende) sygdomme der kunne forklare
symptomerne. Lagerne har bud pa de hyppigheder hvormed sygdommene
forekommer, og péd sandsynlighederne for at en patient udviser netop symp-
tombilledet A, givet at patienten har sygdommen B;, i =1,2,..., k. Leegerne er
interesserede i de betingede sandsynligheder for at den patient som har sympto-
merne A, fejler sygdommen B;.)

k

Da A=| |ANB; hvor der er tale om en disjunkt forening, er

i=1

|Ay= —— L (11)

01~
]
ES
=
=
=

i=1

Formel (1.1) kaldes Bayes’ formel; den fortaeller hvordan man udregner a poste-
riori sandsynlighederne P(B; | A) ud fra a priori sandsynlighederne P(B;) og de
betingede sandsynligheder P(A | B;).

Uafhengighed

Heendelser kaldes uafhaengige hvis det er sadan at sandsynlighedsudsagn om
nogle af dem ikke @endres af kendskabet til hvorvidt andre af dem er indtruffet
eller ej.

Man kunne overveje at definere uafheengighed af heendelserne A og B til at
betyde at P(A | B) = P(A), hvilket ved anvendelse af definitionen pa betinget
sandsynlighed bliver til P(A N B) = P(A)P(B); den sidste formel har den fordel
at den er meningsfuld ogsa nar P(B) = 0, samt at A og B indgar symmetrisk.
Man definerer derfor uafhengighed af to handelser A og B til at betyde at
P(ANB)=P(A)P(B). - Hvis man vil gere tingene ordentligt, skal man imidlertid
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kunne tale om uafhengighed af k haendelser. Den generelle definition ser sddan
ud:

DeriNtTION 1.5: UAFHAENGIGHED AF HENDELSER

Hendelserne Ay, Ay, ..., Ay siges at vere uafhengige hvis der for enhver delmengde
m

m
{Ai, Ai,,..., Ay} af disse hendelser gelder at P( A,—]) = ]_[P(A,-j).
j=1 j=1

Bemaerk: Nar man skal undersoge uafhengighed af hendelser, er det ikke
tilstreekkeligt at tjekke at de er parvis uafhengige, jf. eksempel 1.9. Det er heller
ikke tilstreekkeligt at kontrollere at sandsynligheden for faellesmangden af alle
handelserne er lig produktet af sandsynlighederne for de enkelte haendelser, jf.
eksempel 1.10.

Eksempel 1.9
Lad Q = {a,b,c,d} og lad P veare ligefordelingen pa Q). De tre hendelser A = {a,b},
B ={a,c} og C = {a,d} har hver iser sandsynlighed 1/>. Heendelserne A, B og C er parvis
uafheengige, f.eks. er P(BN C) = P(B)P(C), idet P(BN C) = P({a}) = /4 og P(B)P(C) =
I/2-1/» = 1/4, og tilsvarende er P(AN B) = P(A)P(B) og P(ANC) =P(A)P(C).

Derimod er de tre haendelser ikke uafhengige, eksempelvis gelder at P(ANBNC) =
P(A)P(B)P(C), idet (AN BN C) = P({a}) = /4 og P(A)P(B)P(C) = I/s.
Eksempel 1.10
Lad Q ={a,b,c,d,e, f,g h} og lad P veere ligefordelingen pa Q. De tre heendelser A =
{a,b,c,d}, B={a,e, f,g} og C = {a,b,c,e} har hver iser sandsynlighed /2. Da ANBN
C ={a}, er (AN BNC) =P({a}) = /s = P(A)P(B)P(C), men handelserne A, B og C er
ikke uafhangige; eksempelvis er P(A N B) = P(A)P(B) (fordi P(A N B) = P({a}) = 3 og
P(A)P(B) = Y212 =1/4).

Uafhangige delforseg; produktrum

De tilfaeeldighedsfaenomener der skal modelleres, bestar meget ofte af et an-
tal separate delfeenomener (f.eks. kan ét kast med fem terninger opfattes som
sammensat af fem udgaver af »et kast med én terning«). Hvis delfeenomenerne
antages uafhengige af hverandre, kan man let sammenszette modeller for delfee-
nomenerne til en stor model for det samlede faenomen.

I de indledende overvejelser vil vi for nemheds skyld antage at det sammensat-
te feenomen bestar af to delfeenomener I og II. Lad os sige at de to delfeenomener
kan modelleres med sandsynlighedsrummene (QQ1, %#,P;) hhv. (Q, %, P,).

Vi seger et sandsynlighedsrum (Q, & ,P) der kan modellere det sammensatte
feenomen bestaende af I og II. Det er nerliggende at sige at udfaldene i det
sammensatte forseg skal skrives pa formen (w;, w;) hvor w; € Q) og w, € Qy,
altsa at () skal veere produktmengden Q; x Q,, og F kan sa vare mangden af
alle delmaengder af (). Men hvad skal P veere?

UAFHANGIGHED
Termen uafhengig bru-
ges i forskellige be-
tydninger i forskellige
delomrader af matema-
tikken, sa undertiden
kan det vere noedven-
digt med en pracisere
sprogbrug. Den her
praesenterede form for
uafhangighed er stoka-
stisk uafheengighed.



Az

) o
0, | % o
2 < 9
’d
/ O7xA,
Q
Ay

22 Endelige udfaldsrum

Tag en I-hendelse A; € # og dan heendelsen A; xQ, € ¥ svarende til at i
det sammensatte feenomen giver I-delen et udfald i A; og II-delen hvad som
helst, det vil sige at i det sammensatte feenomen interesserer man sig kun for
hvad forste delfeenomen giver. De to hendelser A; x (), og Ay svarer til det
samme feenomen, blot i to forskellige sandsynlighedsrum, og derfor skulle det
sandsynlighedsmal P som vi er pé jagt efter, gerne vare indrettet sadan at
P(A; xQ;) = P(A}). Pa samme mdade méd man forlange at hvis A, € %, sd er
P(Q x Ap) =P5(Ay).

Hvis det sammensatte feenomen skal have den egenskab at delfeenomenerne
er uafheengige af hinanden, sd ma det betyde at de to handelser A; x 2, og
Q1 x A, (der jo vedrerer hver sit delfenomen) skal vere uafhengige hendelser,
og da deres feellesmangde er A X A,, skal der derfor geelde at

P(A; x Ap) =P((A; x Q) N(Q) x A7)
=P(A; xQ2)P(Q x Ay) =P (A1) P1(Ay),

dvs. vi har et krav til P som vedrerer alle produktmengder i & . Da etpunkts-
maengder er produktmengder (fordi {(wy, w;)} = {w1} x {w,}), har vi specielt et
krav til punktsandsynlighederne for P; med nzrliggende betegnelser er kravet
at p(wy, ;) = p1(w1)pa(w,) for alle (wy, w,) € Q.

Inspireret af denne analyse af problemstillingen kan man nu ga frem som folger:
1. Lad p; og p, vere punktsandsynlighederne for hhv. Py og P5.
2. Definér sa en funktion p : Q — [0;1] ved p(wy,w;) = p1(w1)p2(w,) for
(w1, w,) € Q.
3. Der geelder at p summerer til 1:

ZP(CU) = Z p1(wi)p2(wz)

weQ) (w1,w;7)eQ)xQ,
= Z pi(wy) Z pa(ws)
w €Q w,€Q),
=1-1=1.

4. Ifelge saetning 1.3 findes derfor et entydigt bestemt sandsynlighedsmal P
pa Q der har p som sine punktsandsynligheder.

5. Dette sandsynlighedsmal opfylder det stillede krav om at P(A; x Ay) =
P1(A1)Py(A,) for alle A} € A og Ay € P, idet

P(A; xAp) = Z p1(w1)pa(w,)

(w1,w,y)EA XA,

= Z pi(wy) Z p2(wy) =P (A1) Py(Ay).

w1 €A, wW,€A,
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Hermed har vi lest det stillede problem. — Det fundne sandsynlighedsmal P
kaldes i ovrigt produktet af P, og P,.

Man kan udvide ovenstdende betragtninger til situationer med n delfeenome-
ner og derved na frem til at hvis et tilfeeldighedsfeenomen er sammensat af n
uafhengige delfeenomener med punktsandsynligheder py,py,...,p,, sé er den
samlede punktsandsynlighedsfunktion givet ved

p(wlerr'”' wn) = pl(wl )P2(0’2)~ . 'pn(wn)!
og om de tilsvarende sandsynlighedsmal geelder
P(Ay X A X...x Ay) = Py (A1) Py(Ay) ... Py(A,).

Man kalder i slige forbindelser p og P for den simultane punktsandsynligheds-
funktion hhv. fordeling, og p;-ene og P;-erne for de marginale punktsandsynlig-
hedsfunktioner hhv. fordelinger.

Eksempel 1.11

Hvis man kaster én gang med en ment og én gang med en terning, sa har udfaldet
(Krone, 5 gjne) sandsynlighed 1/2- /s = 1/12, og haendelsen »Krone og mindst fem gjne«
sandsynlighed 1/2 - %¢ = /6. — Hvis man kaster 100 gange med en ment, sd er sandsynlig-
heden for at de 10 sidste kast alle giver Krone, lig (1/2)'° ~ 0.001.

1.2 Stokastiske variable

En af grundene til matematikkens store succes er utvivlsomt at den i meget vid
udstraeekning betjener sig af symboler. Nar man vil sette talen om sandsynlig-
hed og tilfeeldighed pa matematiksprog, handler det blandt meget andet om at
velge en hensigtsmaessig notation. Det er uhyre praktisk at kunne operere med
symboler der star for »det tilfeeldige numeriske udfald som tilfaeldighedseks-
perimentet nu leverer nar vi udferer det«. Sadanne symboler kaldes stokastiske
variable; stokastiske variable betegnes oftest med store bogstaver (iseer X, Y, Z).
Vi vil benytte stokastiske variable som om de var almindelige reelle tal og altsa
lade dem indgé i udtryk som X +Y =5eller Z € B.

Eksempel: I forbindelse med kast med to terninger kan man indfere stokasti-
ske variable X; og X, som skal sta for antal gjne som terning nr. 1 hhv. 2 viser.
At terningerne viser samme antal gjne, kan da kort skrives som X; = X,, og at
summen af gjnene er mindst 10, kan skrives som X; + X, > 10, osv.

Selv om ovenstaende maske antyder hvad meningen med en stokastisk variabel
skal vare, sa er det jo afgjort ikke nogen klar definition af hvad det er for et
matematisk objekt. Omvendt fortzeller nedenstdende definition ikke meget om
hvad meningen er:



24 Endelige udfaldsrum

DEFINITION 1.6: STOKASTISK VARIABEL
Lad (Q, % ,P) vere et sandsynlighedsrum over en endelig mengde. En stokastisk
variabel pd (Q, F ,P) er en afbildning X af Q) ind i de reelle tal R.

Mere generelt er en n-dimensional stokastisk variabel pd (Q, % ,P) en afbildning
X af Qind i R".

Vi skal i det folgende studere det matematiske begreb en stokastisk variabel.
Allerforst ma vi preecisere hvordan det kan indga i sproget: Lad X veere en
stokastisk variabel pa det aktuelle udfaldsrum. Hvis u er et udsagn om reelle
tal sadan at for hvert x € R er u(x) enten sandt eller falsk, sa skal u(X) forstas
som et meningsfuldt udsagn om X, og dette er udsagn er sandt hvis og kun
hvis haendelsen {w € Q : u(X(w))} indtraeffer. Derved bliver vi i stand til at tale
om sandsynligheden P(u(X)) for at u(X) er sandt; denne sandsynlighed er pr.
definition P(u(X)) =P({w € Q : u(X(w))})-

Skrivemaden {w € Q : u(X(w))} er preecis, men temmelig omsteendelig og ofte
unedigt detaljeret. Derfor skriver man nzesten altid den pageldende handelse
pa den kortere form {u(X)}.

Eksempelvis svarer udsagnet X > 3 til haendelsen {X > 3} der mere udferligt
er lig med {w € O : X(w) > 3}, og man skriver P(X > 3) hvilket pr. definition er
P({X > 3}) eller mere udferligt P({w € Q : X(w) > 3}). — Dette udvides pa oplagt
made til situationer med flere stokastiske variable.

Hvis B er en delmengde af IR, svarer udsagnet X € B til heendelsen {X € B} =
{w € Q : X(w) € B}. Sandsynligheden for dette udsagn (eller denne heendelse)
er P(X € B). Hvis vi ser pa P(X € B) som funktion af B, si opfylder den betin-
gelserne for at veere et sandsynlighedsmal pa RR; dette sandsynlighedsmal vil
matematikere kalde det transformerede mdl og sandsynlighedsteoretikere og
statistikere vil kalde det fordelingen af X. — Det foregadende skal lige korrigeres
en smule: Faktisk kan vi pa dette sted ikke tale om et sandsynlighedsmal pa IR,
al den stund vi endnu kun er naet til sandsynligheder pa endelige mangder.
Derfor mé vi »nojes med« at opfatte sandsynlighedsmaélet med de to navne som
et sandsynlighedsmal pa den endelige mangde X(Q2) C R.

Lad os for en kort bemzrkning betegne det transformerede sandsynligheds-
mal X(P); sa er X(P)(B) = P(X € B) nar B er en delmangde af R. Denne til-
syneladende ganske uskyldige formel forteeller at alle sandsynlighedsudsagn
vedrorende X kan omskrives til sandsynlighedsudsagn der alene involverer
(delmeengder af) R og sandsynlighedsmalet X(P) pa (den endelige delmzngde
X(Q) af) R. Vi kan altsa helt se bort fra det oprindelige sandsynlighedsrum Q.
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Eksempel 1.12
Lad Q = {w}, w), w3, wy, ws} og lad P vere det sandsynlighedsmal pa QQ som har punkt-
sandsynlighederne p(w;) = 0.3, p(w;) = 0.1, p(w3) = 0.4, p(wy4) = 0, og p(ws) = 0.2. Vi
definerer en stokastisk variabel X : Q — R ved X(w1) = 3, X(w;,) = -0.8, X(w3) = 4.1,
X(wg) =-0.8, og X(ws) =—0.8.

Verdimeengden for X er X(Q) = {-0.8,3,4.1}, og fordelingen af X er det sandsynlig-
hedsmal pa X(Q) der har punktsandsynlighederne 0.3, 0.3 og 0.4, fordi

P(X =-0.8) = P({wz, wyg, ws}) = p(wy) + p(ws) + p(ws) = 0.3,
P(X=3) =P({w}) =p(wr) =0.3,
P(X=41) =P({ws)) = plws) —0.4

Eksempel 1.13: Fortswettelse af eksempel 1.12
Vi indferer nu to yderligere stokastiske variable Y og Z, sddan at situationen alt i alt er
som folger

w plw) Xw) Yw Zw)

w, 03 3 -08 3
w, 01 -08 3 -08
wy 04 41 41 41
ws, 0 —08 41 41
ws 02 -08 3 08

Det ses at X, Y og Z er forskellige, eksempelvis er X(w) # Y(w), X(w4) # Z(w4) og
Y(w;) # Z(w;), men de har samme den verdimangde, nemlig {-0.8,3,4.1}. Almindelig
udregning viser at

P(X=-0.8)=P(Y = -0.8)=P(Z =-0.8)= 0.3,

P(X=3) =P(Y=3) =P(Z=3) =03,

P(X=41) =P(Y=41) =P(Z=41) =04,

dvs. X, Y og Z har samme fordeling. Vi ser at P(X = Z) = P({wy}) = 0, dvs. X = Z med
sandsynlighed 1, og at P(X = Y) = P({w3}) = 0.4.

Fordelingen af en stokastisk variabel X kan —da der er tale om en fordeling pé en
endelig mangde — beskrives (og anskueliggores) ved sine punktsandsynligheder.
Da fordelingen »lever« pa en delmangde af de reelle tal, kan vi imidlertid ogsa
beskrive og anskueliggore den pa en anden made, nemlig ved hjelp af dens
fordelingsfunktion.

DEFINITION 1.7: FORDELINGSFUNKTION
Fordelingsfunktionen for en stokastisk variabel X er funktionen

F:R—[0;1]
x+— P(X <x).

Fordelingsfunktioner har altid bestemte egenskaber:



en »vilkarlig« fordelingsfunktion

svilkarlige fordelingsfunktion,
endeligt udfaldsrum

OM VOKSENDE
FUNKTIONER
Lad F: R — R vere
en funktion som er
voksende, dvs. for alle
x ogy gelderat x <y
medforer F(x) < F(y).
Da geelder at F i ethvert
punkt x har en grense-
verdi fra venstre

F(x-) = %%F(x h)
og en grenseverdi fra
hajre

F(x+) = %i\r‘%F(x+h),

og der gelder at
F(x—) < F(x) < F(x+).

Hvis F(x—) # F(x+),
er x et springpunkt
for F (og ellers er x
et kontinuitetspunkt
for F).
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LemMA 1.5
Hvis den stokastiske variabel X har fordelingsfunktion F, sd er

P(X < x) =F(x),
P(X>x)=1-F(x),
P(a<X <b)=F(b)-F(a),

for vilkarlige reelle tal x og a < b.

Bevis
Den forste ligning er en gentagelse af definitionen af fordelingsfunktion. De to
andre ligninger folger af punkterne 1 og 3 ilemma 1.1 (side 16). O

SETNING 1.6
Fordelingsfunktionen F for en stokastisk variabel X har folgende egenskaber:
1. Den er ikke-aftagende, dvs. hvis x <y, sd er F(x) < F(p).
2. xliIPmF(x) =0o0g xliTooF(x) =1.
3. Den er hojrekontinuert, dvs. F(x+) = F(x) for alle x.
4. Iethvert punkt x gelder P(X = x) = F(x) — F(x—).
5. Et punkt x er et diskontinuitetspunkt for F hvis og kun hvis P(X = x) > 0.

Bevis

Ad 1: Hvis x <y, sa er F(y) - F(x) = P(x < X < y) ifolge lemma 1.5, og da
sandsynligheder er ikke-negative, er dermed F(x) < F(p).

Ad 2: Da X kun antager endeligt mange forskellige veerdier, findes to tal x,;,
08 Xmax Sdledes at X, < X(w) < Xppax for alle w. Da er F(x) = 0 for alle x < xpjn,
og F(x) =1 for alle x > xpa.

Ad 3: Da X kun antager endeligt mange forskellige veerdier, gaelder for et givet x
at for alle tilstraekkeligt sma tal h > 0 kan X ikke kan antage nogen veerdi i
intervallet |x; x + h], dvs. heendelserne {X < x} og {X < x + h} er identiske, altsd
er F(x) = F(x+ h). Heraf folger det onskede.

Ad 4: For et givet x ser vi pa den del af X’s vaerdimengde som ligger til venstre
for x, altsa maengden X(Q) N ]—oco;x[. Hvis denne meengde er tom, setter vi
a = —oo, og ellers setter vi a lig det storste element i X(Q) N ]—oco; x[.

Da X(w) ikke ligger i ]a; x[ for noget w, er det sadan at for ethvert tal x* € Ja; x|
er hendelserne {X = x} og {x* < X < x} identiske, dvs. P(X =x) =P(x* < X <x) =
P(X <x)-P(X <x*)=F(x)— F(x*). For x* / x fas det enskede.

Ad 5: Det folger af 4 og 3. O

Stokastiske variable vil komme til at optraede igen og igen, og laeseren vil hurtigt
na til at jonglere aldeles ubesveret med selv avancerede eksemplarer af slagsen.
Men pa dette sted ma vi hellere praesentere nogle simple (men ikke ligegyldige)
eksempler pa stokastiske variable.
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Eksempel 1.14: Konstant stokastisk variabel

Den simpleste type stokastiske variable er dem som altid har den samme verdi, altsa
stokastiske variable af formen X(w) = a for alle w € QO; her er a et reelt tal. Dens
fordelingsfunktion er

Flx) = 1 n?raﬁxl
0 narx<a

Faktisk kunne vi her erstatte betingelsen »X(w) = a for alle w € Q« med betingelsen
»X = a med sandsynlighed 1«, altsd P(X = a) = 1; fordelingsfunktionen ville vare
uaendret.

Eksempel 1.15: 01-variabel
Den naestsimpleste type stokastiske variable ma vere dem der kun antager to forskellige
veaerdier, som man ofte kalder for 0 og 1. Sadanne variable benyttes blandt andet
i forbindelse med (modeller for) binare forseg, dvs. forseg med to mulige udfald
(Plat/Krone, Succes/Fiasko, Gunstig/Ikke-gunstig, ... ), og de kaldes 01-variable eller
Bernoulli-variable.

Fordelingen af en 01-variabel kan specificeres ved hjelp af en parameter p der
angiver sandsynligheden for verdien 1, dvs.

forx=1
P(X:x):{p or x
1-p forx=0

hvilket ogsa kan skrives som
P(X=x)=p*(1-p)'™*, x=0,1. (1.2)
Fordelingsfunktionen for en 01-variabel med parameter p er

1 nar1 <x
F(x)={1-p nar0<x<l1

0 nar x < 0.

Eksempel 1.16: Indikatorfunktion
Hvis A er en heendelse (dvs. en delmangde af 1), sa er dens indikatorfunktion funktionen

14(e) 1 nirweA
w)=
A 0 narweA".

En sadan indikatorfunktion er en 01-variabel med parameter p = P(A).
Hvis omvendt X er en 01-variabel, sa er X indikatorfunktionen for heendelsen A =
XT({1)) = {w: X(w) = 1),

Eksempel 1.17:  Ligefordelt stokastisk variabel
Hvis x1,x2,...,x, er n forskellige reelle tal og X en stokastisk variabel som antager
enhver af disse veerdier med samme sandsynlighed, dvs.

1

P(X:x,-):a, i=1,2,...,n,

1
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sa siger man at X er ligefordelt pa mengden {x1,x,,...,x,}.

Som maske allerede ovenstaende eksempler antyder, er (grafen for) fordelings-
funktionen ikke overvaldende velegnet til at give et informativt visuelt indtryk
af fordelingen af en stokastisk variabel X. Det er langt bedre at beskaftige sig
med sandsynlighedsfunktionen for X, dvs. funktionen f : x > P(X = x), betrag-
tet som funktion defineret pa X’s veerdimaengde eller en ikke alt for voldsom
udvidelse heraf. — I situationer der modelleres med endelige sandsynlighedsrum,
er de interessante stokastiske variable meget ofte sadanne der tager veerdier i
de hele ikke-negative tal; i sa fald kan man betragte sandsynlighedsfunktionen
som defineret enten pa X’s faktiske veerdimaengde eller pd mangden INj af hele
ikke-negative tal.

DEFINITION 1.8:  SANDSYNLIGHEDSFUNKTION
Sandsynlighedsfunktionen for en stokastisk variabel X er funktionen

fixr—P(X=x).

SETNING 1.7
Sammenhengen mellem fordelingsfunktion F og sandsynlighedsfunktion f er

Fx)=") f(2)
z:z5x
Bevis
Udtrykket for f er en omformulering af Punkt 4 i seetning 1.6. Udtrykket for F
folger af setning 1.2 side 17. O

Uafhengige stokastiske variable

Man er ofte interesseret i at studere mere end én stokastisk variabel ad gangen.
Hvis X1, X5,..., X, er stokastiske variable pa det samme sandsynlighedsrum,
sa kalder man funktionen

f(xllxb"'!xn) =P(X;=x;, X5 =x5,..., X;, = x,,)

for den simultane sandsynlighedsfunktion for X-erne, hvorimod eksempelvis
funktionen

filxj) =P(X;j = x))
kaldes den marginale sandsynlighedsfunktion for X;. Hvis {i,i,...,ix} er en
ikke-triviel delmengde af {1,2,...,n}, sa kaldes funktionen

Fivsigpic iy Xy X3) = P(XG = x5, X, = x5, Xy, = %;,)
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den marginale sandsynlighedsfunktion for X,ﬂl,X,»z,‘.‘,X

i
Vi har tidligere (side 20f) defineret uafheengighed af heendelser. Det kan man
bygge videre pa i form af

DEFINITION 1.9:  UAFH/AENGIGE STOKASTISKE VARIABLE

Lad (Q, ¥ ,P) veere et sandsynlighedsrum over en endelig mengde. De stokastiske
variable X1,X,,..., X, pa (Q,F ,P) siges at vere uafhengige hvis det er sidan at
hendelserne {X, € B1},{X; € By},...,{X,, € B,,} er uafhengige, ligegyldigt hvordan
man velger delmengderne By, B,,..., B, af R.

Et nemt og mere overskueligt kriterium for uafhaengighed er
SETNING 1.8
De stokastiske variable Xy, X,,..., X, er uafhengige hvis og kun hvis

n
P(Xy :xl’XZ:le-“an:xn):I_IP(Xi:xi) (1.3)
i=1

for alle valg af tal x1,x,,...,x, sdledes at x; tilhorer X;’s verdimengde, i = 1,2,...,n.

KoROLLAR 1.9
De stokastiske variable X1,Xj,...,X,, er uafhengige hvis og kun hvis deres simultane
sandsynlighedsfunktion er lig produktet af de marginale sandsynlighedsfunktioner:

fro.a(xnx2,0x0) = fi(xn) fax2) - fulxn).

BEVIS FOR SETNING 1.8

Lad os ferst vise »kun hvis«. Vi antager altsa at Xy, X5,..., X,, er uafheengige ifolge
definition 1.9 og skal vise at (1.3) gaelder. Seet B; = {x;}; sd er {X; € B;} = {X; = x;}
(i=1,2,...,n), og vi har

n n
PIX) =31, X = 21000, X = 3 = P 1X; = 300 ) = [ [POX; =),
i=1 i=1

dvs. (1.3) geelder.

Derefter skal vi vise »hvis«, sa vi antager at (1.3) geelder, og skal vise at for
vilkarlige By, B,,..., B, er {X; € B1},{X; € By},...,{X,, € B,} uafhaengige. For en
vilkarlig delmengde B af R" er

P((Xy, X,...,X,) € B) = Z P(X; =x1, X5 = X0, .0, X,y = X,).

(%x1,%,...,%,,)EB

UAFHANGIGHED
Termen uafhengig bru-
ges i forskellige be-
tydninger i forskellige
delomréader af matema-
tikken, sa undertiden
kan det vere nedven-
digt med en pracisere
sprogbrug. Den her
praesenterede form for
uafhangighed er stoka-
stisk uafhaengighed.
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Anvendt pa B =B; x By x--- x B, giver dette ved brug af (1.3) at

n

P(ﬂ{xi c Bi}) =P((X1,X,.... X,) € B)
i=1

. Z P(X] :XerZZXZr“"Xn :Xn)

x,€B; x,€B,  x,€B,

Z Z Z ﬁp(x,-:x,-):ll[ ZP(X,- =x)

x1€B; x,€B,  x,€B, i=1 i=1 x;€B;
n
=[ [pxi e,
i=1

dvs. {X; € B1},{X; € By},...,{X,, € B} er uathengige. m]

Hvis de enkelte X-er har samme sandsynlighedsfunktion og dermed samme
fordeling, taler man om at de er identisk fordelte, og i det folgende vil vi ofte
mede vendingen uafhengige identisk fordelte stokastiske variable.

Funktioner af stokastiske variable

Hvis (QQ, %, P) er et endeligt sandsynlighedsrum, X en stokastisk variabel pa
(Q, F,P) og t en funktion der afbilder X’s veerdimengde ind i de reelle tal, sa
er den sammensatte funktion t o X igen en stokastisk variabel. Normalt skriver
man ikke t o X, men #(X). Fordelingen af #(X) kan i princippet let findes, idet

P(t(X)=y)=P(X € [x:tx)=p})= )  f(x) (1.4)

x:t(x)=y

hvor f er sandsynlighedsfunktionen herende til X.

Pa tilsvarende made taler man om #(Xj, X»,...,X,,) hvor t en funktion af n
variable og X;,X,,..., X, er n stokastiske variable. Funktionen ¢ behover ikke
veere voldsomt avanceret; vi skal om lidt se pa hvordan det ser ud nar X-erne er
uafhaengige, og t er funktionen +, men forst en ikke overraskende sztning.

SETNING 1.10

Lad X1,X5,..., Xo» Xona 1> Xins2r - - » X veere uafhengige stokastiske variable, og
lad t| og t, vere funktioner af henholdsvis m og n variable. Sd er de stokastiske
variable Y1 = t1(Xq, Xp,..., Xyn) 08 Yo = to(Xpps1, Xops2s - o » Xopn) uafheengige.

Vedr. bevis for setningen: opgave 1.22.
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Fordelingen af en sum

Lad X; og X, vere to stokastiske variable pa (Q, % ,P), og lad fi,(xy,x,) veere
deres simultane sandsynlighedsfunktion. Da er #(X;, X;) = X; + X, ligeledes en
stokastisk variabel pé (Q, #,P), og den generelle formel (1.4) giver at

P(X;+X;=y)= )  P(X;+X;=y0gXs=x)

$EX(Q)

= Z P(X; =y —x3 08 Xo =x3)
£eX(Q)

= Z fia(y —x2,%2),
£eX(Q)

dvs. sandsynlighedsfunktionen for X; + X, fas ved at summere f;,(x;,x;) over
de talpar (xy,x;) for hvilke x| + x, = y. — Dette generaliseres uden videre til
summer af mere end to stokastiske variable.

Hvis X; og X, er uafhangige, er deres simultane sandsynlighedsfunktion pro-
duktet af de marginale sandsynlighedsfunktioner, sa vi far

SETNING 1.11

Hvis X, og X, er uafhengige stokastiske variable med sandsynlighedsfunktioner f
0g fo, sd har Y = X1 + X, sandsynlighedsfunktion

fo)= ) fAly-x)fix)
1€X,(Q)

Eksempel 1.18
Lad X, og X, vaere uafhangige identisk fordelte 01-variable med parameter p. Hvad er
fordelingen af X; + X,?

Den simultane sandsynlighedsfunktion f;, for (X;, X;) er (jf. bl.a. (1.2) side 27)

fra(x1,x2) = fix1) fa(x2)
=p"(1-p)' T pR(1-p)
- px1+xz(1 _p)Z*(Xl‘FXz)

nar (x;,x,) € {0,1}?, og 0 ellers. Sandsynlighedsfunktionen for X; + X, er derfor

£(0)=£12(0,0) =(1-p)?
f(1)=f12(1,0) + f12(0,1)=2p(1 - p),
f(2)=fa(1,1) =p*

Som kontrol kan vi se efter om de fundne sandsynligheder summerer til 1:

FO)+ £+ £(2) = (1=p) +2p(1-p)+p* = ((1-p) +p) = 1.

Eksemplet rummer oplagte generalisationsmuligheder.



BINOMIALKOEFFICIENT
Antallet af forskellige
k-delmzengder, >: del-
mengder med netop
k elementer, som kan
udtages fra en meeng-
de G med n elementer,

betegnes (Z . Denne

storrelse kaldes en bino-
mialkoefficient.

* Der gaelder at (g) =1

e|")= " )¢
ogat| |=|, _]for

0<k<n.

* Man kan udlede en
rekursionsformel for bi-
nomialkoefficienterne:
Lad gg vaere et element
i G; der er nu to slags
k-delmangder af G:

1) de k-delmaengder der
ikke indeholder gy og
som derfor kan opfat-
tes som k-delmangder
af G\ {go}, og 2) de
k-delmzengder der in-
deholder gg og som
derfor er af formen en
(k —1)-delmaengde af
G\ {go} forenet med
{g0}. Det samlede antal
k-delmeengder er lig
summen af antallene af
de to slags, altsa:

()= )+ ()

(gaelder nar 0 <k <n).
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1.3 Eksempler

Sandsynlighedsfunktionen for en 01-variabel med parameter p er (fra formel
(1.2) side 27)

fx)=p*1-p)'~*, x=0,1.

Hvis X1, X5,..., X, er uaftheengige 01-variable med parameter p, er deres simul-
tane sandsynlighedsfunktion derfor (nar (xq,xy,...,x,) € {0,1}")

n
ol xox) = [ [P -p)' o =p*1=p)" (15)

i=1
hvor s = x; +x, +... + x, (jf. korollar 1.9).

DEFINITION 1.10: BINOMIALFORDELING

Fordelingen af summen af n uafhengige identisk fordelte 01-variable med parameter p
kaldes binomialfordelingen med antalsparameter n € IN og sandsynlighedsparameter
pelo;1].

Vi vil finde sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med parametre
n og p. Lad derfor X;,X,,..., X, vere uafheengige 01-variable med parameter p,
dvs. deres simultane sandsynlighedsfunktion er givet ved (1.5). Pr. definition er
Y = X; + X, +...+ X,, binomialfordelt med parametre 1 og p. Hvis y er et heltal
mellem 0 og n, er

P(Y:V): Z le...n(xl'le-'-rxn)

X +Xp+o X, =V

pYA-p"?

X +Xp+. X, =Y

y

[x, Xt X, =

(™ py(1 = pyv
(y)p( p)

fordi der er n) forskellige talseet x;,x,,...,X, bestdende af y 1-er og n—y 0O-er.

Sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med parametre 1 og p er
altsa

f(V)=(:)py(1—p)”’}', vy=0,1,2,...,1 (1.6)
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SETNING 1.12

Hvis Y1 og Y, er uafhengige binomialfordelte stokastiske variable med antalsparame-
tre ny og n, og med samme sandsynlighedsparameter p, sd er Yy + Y, binomialfordelt
med parametre ny + 1y og p.

Bevis
Setningen kan vises pd to mader (mindst), en besvaerlig made som gér ud pa at
benytte setning 1.11, og som vi ikke vil gennemregne her, og en smart made:

Lad X1, Xo,.., Xy, Xy 415+ Xy 4n, VE®TE 1y + 115 uathaengige identisk fordelte
0O1-variable. Pr. definition har X; + X, +...+X,, samme fordeling som Y}, nemlig
en binomialfordeling med parametre n; og p, og tilsvarende har X, 1 + X, 12+
...+ Xy, 4+n, samme fordeling som Y;. Ifolge stning 1.10 er Y} og Y, uathengige.
Forudsaetningen i seetning 1.12 er altsa opfyldt for disse Y7 og Y;, 0og da Y; + Y,
er en sum af 7y + n, uafhangige identisk fordelte 01-variable med parameter p,
er Y; + Y, binomialfordelt med parametre n; + 11, og p. Hermed er satningen
vist!

Eller er den? Leaseren vil maske synes at beviset er lidt underligt, for ikke at
sige forkert. Er det der sker, ikke bare at der bliver tilvejebragt en situation med
nogle helt specielle Y;-er der er konstrueret sddan at konklusionen naermest
automatisk er sand? Skulle man ikke i stedet have begyndt med »vilkarlige« Y;
og Y, med de navnte fordelinger og sa have reesonneret ud fra dem?

Nej, det er ikke nodvendigt. Pointen er at seetningen ikke handler om stokasti-
ske variable qua reelle funktioner pa et sandsynlighedsrum, men om hvad der
sker nar man transformerer bestemte sandsynlighedsfordelinger med afbild-
ningen (y;,¥,) = ¥; +¥2. Hvordan man tilvejebringer disse fordelinger, er i den
forbindelse uden betydning, og de stokastiske variables rolle er alene at vaere
symboler der gor at man kan skrive tingene op pa en gennemskuelig made. (Se
evt. ogsa side 24.) m]

Binomialfordelingen kan benyttes til at modellere antal gunstige udfald i n
uafhaengige gentagelser af et forseg der kan give enten gunstigt eller ikke-
gunstigt udfald. Hvis gentagelserne straekker sig over to dage, f.eks. tirsdag og
onsdag, kan man enten modellere totalantallet af gunstige udfald, eller man
kan modellere antal gunstige om tirsdagen og antal gunstige om onsdagen og
sa leegge de to sammen; saetning 1.12 forteeller at det giver samme resultat. —
Man kunne derefter overveje et problem af typen: Hvis man har foretaget 1,
gentagelser om tirsdagen og 1, om onsdagen, og det samlede antal gunstige
udfald er s, hvad kan man sa sige om antal gunstige udfald om tirsdagen? Det
handler den neaste setning om.

* Der gelder ogsé at

n\ _ n!
(k)_ k' (n—k)!

hvilket man kan ind-
se pé folgende made:
funktionen pé hejre
side opfylder samme
rekursionsformel som
funktionen pa venstre
side (nemlig f(n,k) =
f(n=1,k)+f(n-1,k-1));
desuden stemmer de
overens nar k = n og

k = 0; altsa stemmer de
overens for alle k < n.

Ya

01234567
Sandsynlighedsfunktionen for
binomialfordelingen med
n=7ogp=0618



-

01234567
Sandsynlighedsfunktionen for
den hypergeometriske fordeling
med N=8,s=50gn=7

01234567
Sandsynlighedsfunktionen for
den hypergeometriske fordeling
med N =13,s=8ogn=7

=

01234567
Sandsynlighedsfunktionen for
den hypergeometriske fordeling
med N =21,s=130gn=7

5

01234567
Sandsynlighedsfunktionen for
den hypergeometriske fordeling
med N =34,5=2l ogn=7
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SETNING 1.13

Hvis Y1 og Y, er uafhengige binomialfordelte stokastiske variable med antalsparame-

tre ny og n, og samme sandsynlighedsparameter p, s har den betingede fordeling af

Y, givet at Y1 + Y, =5, sandsynlighedsfunktionen

(1)

LA

—_, 1.
- (1.7)
s

P(Y =y| Y+ Y, =5)=

som er forskellig fra 0 ndr max({s — n,,0} <y < min{ny,s}.

Bemeerk at den betingede fordeling ikke afheenger af p. — Vedr. bevis for setnin-
gen: se opgave 1.17.

Sandsynlighedsfordelingen med sandsynlighedsfunktion (1.7) er en hypergeo-
metrisk fordeling. Vi har medt den allerede i eksempel 1.5 pa side 17 i forbin-
delse med sdkaldt stikproveudtagning uden tilbagelaegning. I forbindelse med
stikpreveudtagning med tilbagelaegning bliver der derimod tale om binomial-
fordelingen, saledes som det fremgar af indeveerende afsnit.

Nu kan man jo sige, at hvis man tager en lille stikprove fra en meget stor
population, sd ma det vaere stort set lige meget om det sker med eller uden tilba-
geleegning. Dette udsagn preciseres i seetning 1.14; for at forsta begrundelsen
for setning 1.14 kan man tenke pa folgende situation (jf. eksempel 1.5): Man
har en kasse med N kugler, hvoraf s er sorte og resten hvide. Herfra udtages
(uden tilbagelaegning) en stikpreve pa #n; man ser pa sandsynligheden for at
denne stikprove indeholder netop y sorte kugler, og interesserer sig for hvordan
denne sandsynlighed opferer sig hvis N og s er meget store.

SETNING 1.14
o o o S
Ved grenseovergangen hvor N — co 0g s — oo pd en sidan mdde at N PE [0;1],

(2

vil
n

— Y1 -p)"?
(s

for ethvert y € {0,1,2,...,n}.

Bevis
Ved almindelige omskrivninger fas
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bl
y\n-y _(n) (N —n)! sI(N —s)!
(N) W/ - N-n-(s-p)t NI
n
s! ) (N —s)!
7(”) (s—9)! (N-s—(n-p))
“y N!
(N—=n)!
y faktorer n—y faktorer

1\ s(s=1)(s=2)...(s—y+1) « (N=5)(N=5—1)(N=5-2)...(N=s—(n-yp)+1)
N(N=1)(N=2)...(N-n+1) ’
_

n faktorer

Da der er n faktorer i bade teller og naevner, kan vi parre hver faktor i telleren

med en i nevneren og derved skrive den lange brek som et produkt af n korte

broker. Under graeenseovergangen vil hver af disse korte breker have en graen-
seveerdi: Hver af de y breker af formen % vil konvergere mod p, og
Nosetellerandet i) 1 onyergere mod 1 - p. Altsd

N-—eteller andet
vil det samlede udtryk have den pastaede greensevaerdi. O

hver af de n—y broker af formen

1.4 Middelveerdi

Middelverdien af en reel funktion — for eksempel en stokastisk variabel — er det
vagtede gennemsnit af de mulige funktionsverdier.

DEFINITION 1.11: MIDDELVERDI
Lad X vere en reel stokastisk variabel pd det endelige sandsynlighedsrum (Q, F ,P).
Middelverdien af X er tallet E(X) = Z X(w)P({w}).
weQ)
Undertiden skriver man EX i stedet for E(X).
Hvis t er en funktion defineret pa X’s veerdimengde, sa er #(X) igen en
stokastisk variabel, og dens middelveerdi er ifolge definition 1.11
E(t(X)) = Zt(x((u))l’({w}). (1.8)
we)
SETNING 1.15
Middelverdien af t(X) kan ogsd udregnes som

E(1X)) = )_Hx)P(X=x)= ) t(x)f(x)

X
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hvor der summeres over alle x i verdimengden X(Q) for X, og hvor f er sandsynlig-
hedsfunktionen for X.

Hvis specielt t er den identiske afbildning, far vi felgende alternative formel for
middelvardien af X:

E(X) = pr(x =x).
X
Bevis
Der galder folgende omskrivninger der uddybes nedenfor:

Y ) P(X =x) L Y ) P({w: X(w) = x))

X X

2 H0) ) Plw)

X we(X=x}

DI

X wefX=x}

Y ) HX(@) Plw)

X wefX=x}

) HX(@)P(fw))

we [ J{X=x}

) HX(@)) P({w])
weQ)

ZE(1(X)).

e

Uddybning:

Lighedstegn 1: en praecisering af hvad P(X = x) betyder.
Lighedstegn 2: folger af seetning 1.2 (side 17).
Lighedstegn 3: man ganger #(x) ind i den inderste sum.
Lighedstegn 4: nar w € {X = x}, er {(X(w)) = t(x).
Lighedstegn 5: meaengderne {X = x}, w € Q, er disjunkte.
Lighedstegn 6: [ J{X = x} er lig Q).

X
Lighedstegn 7: formel (1.8). O

Bemaerkninger:
1. Seetning 1.15 er interessant og vigtig fordi den fortaeller at middelvaerdien
af Y = #(X) kan udregnes pa tre mader:

E(t(X)) = ) X (@) P({w)), (1.9)
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E(H(X)) = Zt(x) P(X = x), (1.10)
E(H(X))= ) yP(Y =y). (1.11)

v

Pointen er at udregningen efter behag kan forega pa 2 og med brug
af P, formel (1.9), eller pa (den udgave af de reelle tal som indeholder)
vaerdimangden for X og med brug af X’s fordeling, formel (1.10), eller pa
(den udgave af de reelle tal som indeholder) veerdimeengden for Y = #(X)
og med brug af Y’s fordeling, formel (1.11).

2. I formuleringen af og beviset for setningen var det underforstaet at sym-
bolet X stod for en almindelig endimensional stokastisk variabel, og at
t var en funktion fra R til R. Men der er intet som helst i vejen for at
opfatte X som en n-dimensional stokastisk variabel, X = (X1, X,...,X,,),
og t som en afbildning fra R” til R. Seetningen forbliver rigtig, og beviset
er uzendret.

3. Matematikere vil kalde E(X) for integralet af funktionen X med hensyn
til P og skrive E(X) = IQ X(w)P(dw) eller kortere E(X) = IQ XdP, og de vil
omtale saetning 1.15 som integraltransformationssetningen.

Man kan opfatte middelveaerdioperationen som en afbildning X +— E(X) fra
maengden af stokastiske variable (defineret pa det givne endelige sandsynlig-
hedsrum) ind i de reelle tal. Om denne afbildning gaelder

SETNING 1.16
Afbildningen X — E(X) er en lineer afbildning fra vektorrummet af stokastiske
variable pd (Q, % ,P) ind i de reelle tal.

Vedr. bevis: se opgave 1.18.

Der geelder séledes generelt at middelverdien af en sum er lig summen af mid-
delveerdierne. Derimod geelder kun i visse tilfzelde en regel om middelverdien
af et produkt.

SETNING 1.17
Hvis X og Y er uafhengige stokastiske variable pa rummet (Q0, F ,P), sd geelder at
E(XY) = E(X)E(Y).

Bevis
Uafhaengigheden giver at P(X = x,Y =y) = P(X = x)P(Y = p) for alle x og v, og
vi kan sa foretage disse omskrivninger:

E(XY) = nyP(X =x,Y = y)
Xy
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Xy
= ZnyP(X =x)P(Y =)
x 7
=) *P(X=%)) yP(Y=y) =E()E(Y)
x y
]
SAETNING 1.18
Hvis X(w) = a for alle w, sd er E(X) = a, kort E(a) = a. Specielt er E(1) = 1.
Bevis
Indseet i definitionen for middelveerdi og regn ud. O
SETNING 1.19
Huvis A er en hendelse 0og 14 dens indikatorfunktion, sd gelder at E(1,4) = P(A).
Bevis
Indsat i definitionen for middelvaerdi og regn ud. (Indikatorfunktioner blev
preesenteret i eksempel 1.16 pa side 27.) O

Vi skal nu udlede forskellige egenskaber ved middelverdiafbildningen. Der
er tale om egenskaber af formen: hvis der gelder ditten om X, sa gaelder der
datten om E(X). Det der geelder om X, er typisk af formen »u(X) med sandsyn-
lighed 1«, dvs. det kraeves ikke at u(X(w)) skal vaere opfyldt for alle w, men kun
at heendelsen {w : u(X(w))} har sandsynlighed 1.

LEMMA 1.20
Hvis A er en hendelse med P(A) = 0, og X er en stokastisk variabel, sa gelder at
E(X14)=0.

Bevis

Lad w € A. Sa er {w} C A og dermed P({w}) < P(A) = 0 da P er voksende (lem-
ma 1.1). Da ogsa P({w}) > 0, kan vi slutte at P({w}) = 0. Derfor bliver den forste
af nedenstaende to summer 0:

E(X14)= ) X(@)14(@)P({w)+ ) X(@)14(@) P(lw)).
weA we\A

Den anden sum er 0 fordi nar w € Q\ A, er 14(w) = 0. m]

SETNING 1.21
Middelverdiafbildningen er positiv, dvs. hvis X > 0 med sandsynlighed 1, sd er
E(X)>0.
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Bevis

Set B={w: X(w) >0} 0og A={w:X(w)<0}.Saerl=1p(w)+14(w) for alle w,
og derfor er X = X15+ X14 og dermed E(X) = E(X1p) + E(X1,4). Middelveerdien
E(X1p) er ikke-negativ da den er en sum af ikke-negative led, og E(X1,4) er 0
ifolge lemma 1.20. m]

KoroLLAR 1.22
Middelverdiafbildningen er voksende i den forstand at hvis X <Y med sandsynlig-
hed 1, sd er E(X) < E(Y). Specielt geelder at |E(X)| < E(|X]).

Bevis
Hvis X <Y med sandsynlighed 1, er E(Y) - E(X) = E(Y — X) > 0 ifolge seet-
ning 1.21.

Ved som Y at veelge |X| far vi dernzest at E(X) < E(|X]) og —E(X) < E(|X]), dvs.
[E(X)] < E(IX]). o

Kororrar 1.23
Hvis X = a med sandsynlighed 1, sd er E(X) = a.

Bevis
Med sandsynlighed 1 er a < X < g, sa ifelge korollar 1.22 og setning 1.18 er
a<E(X)<a,dvs. E(X)=a. o

LEMMA 1.24: MARKOVS ULIGHED
Hvis X er en ikke-negativ stokastisk variabel og c et positivt tal, sd gelder at

P(X>¢) < % E(X).
Bevis

Da c1jx>q(w) < X(w) for alle w, er ¢ E(1(xsq) < B(X), dvs. B(1{xsq) < LE(X).
Ifolge seetning 1.19 er E(1xx) = P(X > ¢), sd hermed er det enskede vist. m]

KoroLLAR 1.25: TJEBYSJOVS ULIGHED
Huis a er et positivt tal 0g X en stokastisk variabel, sd gelder at

P(X|2a) < iz E(X?).
a

Bevis
P(X|>a)=P(X?>a%) < a% E(X?) ifelge Markovs ulighed. u}

KoroLrLAr 1.26
Hvis E|X| =0, sd er X = 0 med sandsynlighed 1.

Bevis
Lad os vise at P(|X| > 0) = 0. Ifolge Markovs ulighed galder P(|X| > ¢) <
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L E(1X]) = 0 for ethvert ¢ > 0. Hvis vi vealger ¢ mindre end det mindste positive
tal i veerdimeengden for |X| (et sadant findes da mangden er endelig), er haen-
delsen {|X| > ¢} den samme som handelsen {|X|> 0}. Altsd er P(|X|>0)=0. O

S£TNING 1.27: CAUCHY-SCHWARZ' ULIGHED
Hvis X 0g Y er stokastiske variable pa et sandsynlighedsrum over en endelig mengde,
sd er

(B(XY))’ <E(X?)E(Y?) (1.12)

Lighedstegnet geelder hvis og kun hvis der findes et talpar (a,b) = (0,0) sdledes at
aX +bY =0 med sandsynlighed 1.

Bevis
Hvis X og Y begge to er lig 0 med sandsynlighed 1, sa er uligheden opfyldt
(med lighed).

Antag at Y # 0 med positiv sandsynlighed. For alle t € R er

0 <E((X+1tY)?) = E(X?) + 2tE(XY) + 2 B(Y?). (1.13)

Hojresiden er et andengradspolynomium i t (da Y ikke er konstant lig 0, er
E(Y?) > 0). Da det altid er ikke-negativt, har det ikke to forskellige reelle rodder,
og dets diskriminant er ikke-positiv, dvs. (2E(XY))? = 4E(X?)E(Y?) < 0, hvilket
er ensbetydende med (1.12). Endvidere gaelder der lighedstegn hvis og kun hvis
andengradspolynomiet har preecis én reel rod, dvs. hvis og kun hvis der findes
et t sa E(X +1tY)? =0, og det er ifolge korollar 1.26 ensbetydende med at X +tY
er 0 med sandsynlighed 1.

Tilfeeldet X # 0 med positiv sandsynlighed behandles pd samme made. O

Varians og kovarians

Hvis man skal beskrive fordelingen af X med ét tal, kan man bruge E(X). Hvis
man far lov til at bruge to tal, vil det veere oplagt at lade det andet tal veere et der
forteeller noget om hvor store de tilfaeldige variationer omkring middelvaerdien
er. Til det brug kan man bruge den sdkaldte varians.

DEFINITION 1.12: VARIANS OG STANDARDAFVIGELSE
Variansen af den stokastiske variabel X er tallet

Var(X) = E((X -EX)?) = E(X?) - (EX)”.
Standardafvigelsen pa X er tallet VVar(X).

Det folger umiddelbart af det forste udtryk at Var(X) altid er et ikke-negativt
tal. (Opgave 1.20 handler om at vise at de to udtryk for Var(X) er ens.)
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SATNING 1.28
Der geelder at Var(X) = 0 hvis og kun hvis X er konstant med sandsynlighed 1. I givet
fald er konstanten lig EX.

Bevis
Hvis X = ¢ med sandsynlighed 1, er EX =¢;sa er (X — EX)2 = 0 med sandsynlig-
hed 1, og dermed altsa Var(X) = E((X -EX)?) = 0.

Hvis omvendt Var(X) = 0, sa fortaller korollar 1.26 at (X —EX)? = 0 med
sandsynlighed 1, dvs. X er med sandsynlighed 1 lig med EX. O

Middelverdioperatoren er en linezer operator, dvs. der gelder altid E(aX) =aEX
og E(X+Y)=EX+EY. Noget tilsvarende er ikke tilfeeldet for variansoperatoren.

SETNING 1.29
Huvis X er en stokastisk variabel og a et reelt tal, sd er Var(aX) = a® Var(X).

Bevis
Indsat i definitionen og benyt regnereglerne for middelvaerdi. O

DEeFINITION 1.13:  KOVARIANS
Kovariansen mellem to stokastiske variable X og Y pd samme sandsynlighedsrum er
tallet Cov(X,Y)=E((X-EX)(Y -EY))

Man efterviser let folgende regneregler for kovarianser:

SATNING 1.30
For vilkdrlige stokastiske variable X,Y, U,V og reelle konstanter a,b,c,d gelder

Cov(X,X) = Var(X),
Cov(X,Y)=Cov(Y,X),

Cov(X,a)=0,

Cov(aX +bY,cU+dV)=acCov(X,U)+adCov(X,V)
+bcCov(Y,U)+bdCov(Y,V).

Endvidere gaelder

SATNING 1.31
Huis to stokastiske variable er uafhengige, sd er deres kovarians 0.

Bevis

Hvis X og Y er uafhengige, er ogsa X —EX og Y —EY uafhangige (setning 1.10
side 30), og ifelge saetning 1.17 side 37 far vi dermed E((X -EX)(Y-E Y)) =
E(X-EX)E(Y-EY)=0-0=0. o
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SETNING 1.32

For vilkdrlige stokastiske variable X og Y er |Cov(X,Y)| < VVar(X) VVar(Y), og
lighedstegnet gelder hvis og kun hvis der findes et talpar (a,b) = (0,0) sdledes at
aX +bY er konstant med sandsynlighed 1.

Bevis
Anvend satning 1.27 pa de to stokastiske variable X ~-EX og Y —EY. O

DerINITION 1.14: KORRELATION

Korrelationen mellem to ikke-konstante stokastiske variable X og Y er tallet
Cov(X,Y)

corr(X,Y) = —————.
VVar(X) VVar(Y)

KoroLLAR 1.33
Hvis X 0g Y er ikke-konstante stokastiske variable, sa gelder
1. =1 <corr(X,Y) <+1,
2. corr(X,Y) = +1 hvis og kun hvis der findes et talpar (a,b) med ab < 0 sdledes
at aX +bY er konstant med sandsynlighed 1,
3. corr(X,Y) = -1 hvis og kun hvis der findes et talpar (a,b) med ab > 0 sdledes
at aX +bY er konstant med sandsynlighed 1.

Bevis

Setning 1.32 giver alle resultaterne pa nar sammenhaengen mellem korrela-
tionens fortegn og ab’s fortegn, men den folger af at Var(aX + bY) = a® Var(X) +
b2 Var(Y) + 2abCov(X, Y) kun kan blive 0 hvis sidste led er negativt. o

SETNING 1.34
Hvis X 0g Y er stokastiske variable pd samme sandsynlighedsrum, sd er

Var(X +Y) = Var(X) +2Cov(X,Y) + Var(Y).
Hvis X og Y er uafhengige, sd er Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

Bevis
Den generelle formel vises ved almindelig udregning: Vi har

(X+Y-E(X+ Y))2 =(X-EX)>+(Y-EY)>+2(X-EX)(Y -EY).
Vi tager middelvardi p4 begge sider og far
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2B((X ~EX)(Y —EY))
= Var(X)+ Var(Y)+2Cov(X,Y).

Ifolge seetning 1.31 er Cov(X,Y) = 0 hvis X og Y er uafhaengige, og vi har hermed
vist det enskede. O
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KoROLLAR 1.35

Lad X1,X,,..., X, vere indbyrdes uafhengige identisk fordelte stokastiske variable
med middelverdi y og varians o2, og lad X,, = %(Xl + X5 +...+ X,,) betegne deres
gennemsnit. Der gelder at EX,, = y og Var X,, = 0%/n.

Korollaret forteller hvordan den tilfeeldige variation af et gennemsnit af n
observationer aftager med n — hvis man altsa bruger variansen som et mal for
tilfeeldig variation.

Eksempler

Eksempel 1.19: 01-variable

Lad X vere en 01-variabel med P(X =1) = p og P(X = 0) = 1 — p. Sa har X middelverdi
EX=0-P(X =0)+1-P(X =1) = p. Variansen af X er i henhold til definition 1.12
Var(X) =E(X?)-p?=02-P(X=0)+1%>-P(X=1)-p?> =p(1-p).

Eksempel 1.20: Binomialfordelingen

Binomialfordelingen med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p er fordelin-
gen af en sum af n uafheengige 01-variable med parameter p (definition 1.10 side 32).
Ifolge eksempel 1.19 og regnereglerne for middelveerdi og varians er middelveerdien i
denne binomialfordeling derfor lig np og variansen er lig np(1 —p).

Man kan naturligvis ogsa finde den sogte middelveerdi som }_ xf(x) hvor f er sand-
synlighedsfunktionen for binomialfordelingen (formel (1.6) side 32), og tilsvarende kan
man finde variansen som ¥ x*f (x) — (fo(x))z.

I eksempel 4.3 pé side 8o bestemmes binomialfordelingens middelvardi og varians
pa en helt anden made.

Store Tals Lov

Et af hovedomréaderne inden for sandsynlighedsregningen er at udlede resultater
om den asymptotiske opforsel af folger af stokastiske variable. Her er et enkelt —
det enkleste — eksempel.

SATNING 1.36: StORE TALS SVAGE Lov
Lad X1,X,,...,X,,... vere en folge af indbyrdes uafhengige identisk fordelte sto-
kastiske variable med middelverdi y og varians o2. Da gelder at gennemsnittet

Xy =(Xy + Xz +...+X,,)/n konvergerer mod p i den forstand at

lim P(|§n —;4| < e) =1

n—o00

for ethvert & > 0.

STORE TALS STARKE
Lov

Der findes ogsa en
setning der hedder
Store Tals Sterke Lov.
Den siger at under
samme betingelser som
i Store Tals Svage Lov
geelder

P(nlirr;cf,, = ;4) =1,
dvs. X,, konvergerer

mod y med sandsynlig-
hed 1.
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Bevis
Beviset er enkelt, takket vaere de mange forberedende ovelser: Ifelge korol-
lar 1.35 er Var(X,, — u) = 02/n. Ifolge Tjebysjovs ulighed (korollar 1.25 side 39)
er da
- - 1 o2
P([X,—p| <) =1-P(]X,— 4| 28)21_?27’

hvilket gar mod 1 for n gdende mod oo. O

Kommentar til beviset: Der er maske dem der synes at beviset (og setningen)
opererer med uendelig mange uafhangige identisk fordelte stokastiske variable,
og kan man det (pa dette sted i fremstillingen), og eksisterer der i det hele
taget uendelige folger af stokastiske variable? Men der er ingen problemer. De
eneste graenseovergange der sker, foregar i de reelle tal; vi opererer kun med n
stokastiske variable ad gangen, og det er ganske uproblematisk — man kan f.eks.
benytte et udfaldsrum som er et produktrum, jf. side 21f.

Store Tals Lov forteeller at gennemsnittet af et stort antal uafheengige identisk
fordelte variable med stor sandsynlighed ligger taet pa middelvaerdien i forde-
lingen.

Lad os prove at anvende Store Tals Lov pa en folge af uafhengige identisk
fordelte O1-variable X;,X),... der er 1 med sandsynlighed p; middelvaerdien i
deres fordeling er p (jf. eksempel 1.19). Gennemsnittet X,, bliver den relative
hyppighed af 1-er blandt X;, X,..., X,,. Store Tals Lov fortzller da at den relati-
ve hyppighed af 1-er med stor sandsynlighed er teet pa p, altsa at den relative
hyppighed af 1-er er taet pa sandsynligheden for at fa et 1. Det vil sige at vi nu
inden for det matematiske univers har deduceret os frem til en overensstemmel-
se mellem sandsynlighed (i matematisk forstand) og relativ hyppighed. Dette
ma betragtes som et godt tegn pa den matematiske sandsynlighedsregnings
velegnethed.

Store Tals Lov dbner som vi har set, mulighed for at fortolke sandsynlighed
som relativ hyppighed i det lange lob, og tilsvarende abner den mulighed for at
fortolke middelveerdi som gennemsnit af et stort antal observationer.

1.5 Opgaver

Opgave 1.1

Angiv et sandsynlighedsrum der kan bruges som model for eksperimentet »man slar
Plat eller Krone tre gange med en ment«. Praecisér haendelserne »mindst en Krone,
»hejst en Krone« og »ikke det samme resultat i to pa hinanden folgende kast«. Hvor
store er sandsynlighederne for disse haendelser?
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Opgave 1.2
Giv et eksempel (et matematikeksempel, ikke (nedvendigvis) et »virkeligt« eksempel)
pa et sandsynlighedsrum hvor udfaldsrummet har tre elementer.

Opgave 1.3
Ilemma 1.1 side 16 er en formel for sandsynligheden for at mindst en af to heendelser A
og B indtreffer. Udled en formel for sandsynligheden for at netop en af de to heendelser
indtreeffer.

Opgave 1.4

Lad os sige at sandsynlighed kan fortolkes som relativ hyppighed i det lange lob.
Argumentér for at definition 1.3 side 19 er en fornuftig made at definere betinget
sandsynlighed pa.

Opgave 1.5

Vis at funktionen P( | B) i definition 1.4 side 19 opfylder betingelserne for at vere et
sandsynlighedsmal i henhold til definition 1.1 side 15. Hvordan finder man punktsand-
synlighederne for P( | B) ndr man kender dem for P?

Opgave 1.6

Man kaster to almindelige terninger og ser hvor mange ejne de viser. Hvad er sand-
synligheden for at antal gjne som terning nr. 1 viser, er et primtal, givet at summen af
ojnene som de to terninger viser, er 82

Opgave 1.7
En kasse indeholder fem rede og tre bla kugler. Hen under aften hvor det er halvmerkt
og man ikke kan se forskel pa rod og bld, tager Pedro fire tilfeeldige kugler op af kassen.
Derefter tager Antonia én tilfeeldigt valgt kugle op.
1. Hvad er sandsynligheden for at Antonia tager en bla kugle?
2. Givet at Antonia tager en bla kugle, hvad er sa sandsynligheden for at Pedro har
taget fire rode?

Opgave 1.8
Lad os sige at i en bestemt familie er der sandsynligheden 1/4 for at bernene far bla ejne,
og at de forskellige born far bla ojne eller ej uathaengigt af hinanden. Familien far fem
born.
1. Hvis det vides at det yngste barn har bla gjne, hvad er da sandsynligheden for at
mindst tre af bernene har bla gjne?
2. Hvis det vides at mindst et af de fem bern har blé ejne, hvad er da sandsynlighe-
den for at mindst tre af bernene har bla gjne?

Opgave 1.9

Man bliver ofte praesenteret for sporgsmal af formen: »I en klinisk undersogelse fandt
man at ud af en stor gruppe lungekreftpatienter var 80% rygere, og ud af en tilsvarende
kontrolgruppe var 40% rygere. Hvad kan man pa den baggrund sige om rygnings
betydning for lungekraeft?«

[En kontrolgruppe er (i dette tilfeelde) en gruppe personer der er sogt udvalgt sadan at
den ligner patientgruppen pé »alle« punkter, bortset fra at kontrolgruppens personer
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ikke har faet diagnosticeret lungekreeft. Man vil formodentlig tilstraebe at patientgruppe
og kontrolgruppe blandt andet har nogenlunde samme aldersfordeling, samme keonsfor-
deling, samme socialgruppefordeling, osv.]

Idet vi helt ser bort fra de spoergsmal der kan stilles til hvad det vil sige at kontrol-
gruppen er »tilsvarende, og fra de problemer der haenger sammen med den statistiske
usikkerhed og biologiske variation, hvad kan man sa fremsatte af interessante kvantita-
tive udsagn der belyser rygnings betydning for lungekraeft?

Vink: Ved odds for heendelsen A forstés tallet P(A)/P(A€). Udregn/opstil et udtryk
for odds for lungekreft givet man er ryger, og det samme givet man er ikke-ryger.

Opgave 1.10
Undertiden taler man (sundhedsmyndigheder og politikere) om at der skal foretages
screeninger af befolkningen for at opdage bestemte sygdomme meget tidligt i forlebet.

Antag at man vil teste hver enkelt person i en given befolkningsgruppe for en bestemt,
temmelig sjeelden sygdom. Testmetoden er ikke 100% palidelig (det er testmetoder
sjeeldent), sa der er en vis lille sandsynlighed for en »falsk positive, o: for at testen
fejlagtigt siger at personen har sygdommen, og der er ligeledes en vis lille sandsynlighed
for en »falsk negative, o: for at testen fejlagtigt siger at personen ikke har sygdommen.

Opstil en egentlig matematisk model for det ovenfor skitserede. Hvilke parametre er
det fornuftigt at lade indga i modellen?

For den enkelte person er der to spergsmal af umadelig interesse, nemlig: hvis testen
er positiv, hvad er sd sandsynligheden for at have sygdommen, og: hvis testen er negativ,
hvad er sa sandsynligheden for at have sygdommen?

Benyt den opstillede model til at besvare disse sporgsmal. Prov ogsa at indsaette
talveerdier.

Opgave 1.11
Vis at hvis heendelserne A og B er uafthangige, sé er A og B¢ ogséa uafheengige.

Opgave 1.12
Giv et seet nodvendige og tilstrackkelige betingelser for at en funktion f er en sandsyn-
lighedsfunktion.

Opgave 1.13
Skitsér binomialfordelingens sandsynlighedsfunktion for forskellige vaerdier af 1 og p.
Hvad sker der nar p — 0 eller p — 1? Hvad sker der nar man erstatter p med 1 - p?

Opgave 1.14
Antag at X er ligefordelt pé {1,2,3,...,10} (jf. definition 1.17 side 27). Opskriv og skitsér
sandsynlighedsfunktionen og fordelingsfunktionen for X. Find EX og Var X.

Opgave 1.15

Lad X og Y vere stokastiske variable pd samme sandsynlighedsrum (Q, %, P). Hvilken
sammenhzeng er der mellem udsagnene »X = Y med sandsynlighed 1« og »X og Y har
samme fordeling«? — Vink: benyt evt. eksempel 1.13 til inspiration.
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Opgave 1.16
Lad X og Y veere stokastiske variable pa samme sandsynlighedsrum (Q, %, P). Vis at
hvis X er konstant (o: der findes et tal c saledes at X(w) = ¢ for alle w € Q0), sa er X og Y
uafhangige.

Vis ogsa at hvis X er konstant med sandsynlighed 1 (o: der findes et tal c siledes at
P(X =c)=1),sad er X og Y uathangige.

Opgave 1.17
Bevis saetning 1.13 side 34.

Benyt forst definitionen pa betinget sandsynlighed og udnytat Y; =y og Y1 + Y, =5
er ensbetydende med Y =y og Y, = s —; benyt derefter uafhengigheden af Y; og Y;,
og benyt endelig at vi kender sandsynlighedsfunktionen for hver af de variable Yy, Y,
og Y + Y.

Opgave 1.18
Vis at maengden af stokastiske variable defineret pa et givet endeligt sandsynlighedsrum
er et vektorrum over de reelle tal.

Vis at afbildningen X + E(X) er en lineer afbildning fra dette vektorrum ind i
vektorrummet R.

Opgave 1.19
Lad X veere en stokastisk variabel hvis fordeling er givet ved P(X =1) =P(X =-1) = 1.
Find EX og Var X.

Lad desuden Y vaere en stokastisk variabel hvis fordeling er givet ved P(Y = 100) =
P(Y =-100) =1, og find EY og VarY.

Opgave 1.20

I definitionen af varians (definition 1.12 side 40) optraeder helt ukommenteret to
forskellige udtryk for variansen pa en stokastisk variabel. — Vis at det faktisk er rigtigt
at B((X ~EX)?) = E(X?) - (EX)2.

Opgave 1.21

Lad X vere en stokastisk variabel sdledes at
P(X=2)=0.1 P(X=-2)=0.1
P(X=1)=0.4 P(X =-1)=0.4,

og set Y = t(X) hvor funktionen ¢ (fra R til R) er givet ved

H(x) = —x hvis|x|<1
B x ellers.

Vis at X og Y har samme fordeling. Find middelvardien af X og middelvaerdien af Y.
Find variansen af X og variansen af Y. Find kovariansen mellem X og Y. Er X og Y
uafhengige?

Opgave 1.22
Lav et bevis for setning 1.10 (side 30): Med notationen fra seetningen skal det vises at

P(Yy =y1 0g Y2 =35) =P(Y; =31) P(Y2 =5)



Jouan Lubwic WiLLi-
AM VALDEMAR JENSEN
(1859-1925),

dansk matematiker og
ingenior ved Kjoben-
havns Telefon Aktie-
selskab. Blandt andet
kendt for Jensens ulig-
hed (se opgave 1.23).

KONVEKSE FUNKTIO-
NER

En reel funktion ¢ pa et
interval I C R er konveks
hvis der for vilkarlige
to punkter (x1,{(x7))
og (x2,9(x2)) pé grafen
for ¢ geelder at hele
det linjestykke der
forbinder punkterne,
ligger over eller pa
grafen, altsé hvis der
for vilkarlige x1,xp € I
gealder at

AP(x) + (1= )p(xz) 2
P(Axg + (1= A)xz)
foralle A €[0;1].

X1 X2

Hvis ¢ er to gange kon-
tinuert differentiabel, s&
geelder at ¢ er konveks
hvis og kun hvis 3" > 0.
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for alle y; og p,. Skriv den forste sandsynlighed op som en sum hvor der summeres
over (x1,Xp,...,X,4,) tilhorende en vis maengde; denne meangde er en produktmeengde
af en maengde af (xy,x5,...,X,,)-er og en mangde af (X4 1, Xp42,---» Xyyn)-€I.

Opgave 1.23:  Jensens ulighed
Lad X vere en stokastisk variabel og i en konveks funktion.Vis Jensens ulighed

E(X) > p(EX).

Opgave 1.24
Lad xy,X»,...,X, vare n positive tal. Tallet G = (x; x, ... x,,)"/" kaldes det geometriske

gennemsnit af x-erne, 0og A = (x| +X,+---+x,)/n er det aritmetiske gennemsnit af x-erne.

Visat G < A.
Vink: Lad X veere en stokastisk variabel med P(X = x;) =

Jensens ulighed pé X og den konvekse funktion i = —1In.

,i=1,2,...,n, og anvend

S| =

2 Tellelige udfaldsrum

DETTE KAPITEL PRESENTERER dele af teorien for sandsynligheder pa teellelige
udfaldsrum; pa en raekke punkter er der tale om en uproblematisk generalise-
ring af teorien for det endelige tilfeelde, men der kommer ogsa enkelte storre
modifikationer.

Som man vil erindre, opererer vi i det endelige tilfeelde med mangden &
af alle delmangder af det endelige udfaldsrum Q, og ethvert element i &,
altsd enhver delmangde af () (enhver hendelse), tilleegges en sandsynlighed.
Pa tilsvarende made vil vi i det teellelige tilfeelde tillegge enhver delmangde
af udfaldsrummet en sandsynlighed. Dette er i fuld overensstemmelse med
hvad man har brug for i konkrete modelbygningssituationer, men set fra det
strengt formelle synspunkt er det lidt en forsimpling. — Den interesserede
leeser kan konsultere definition 5.2 side 91 for at se den generelle definition af
sandsynlighedsrum.

2.1 Grundlaeggende definitioner

DEFINITION 2.1: SANDSYNLIGHEDSRUM OVER TALLELIG MANGDE
Et sandsynlighedsrum over en tellelig mengde er et tripel (Q), F ,P) bestdende af
1. et udfaldsrum Q), som er en ikke-tom, tellelig mengde,
2. mengden F af alle delmengder af (),
3. et sandsynlighedsmdl pd (Q, F ), dvs. en afbildning P : F — R som er
* positiv: P(A) >0 foralle Ac &,
e normeret: P(QQ) =1, og
* o-additiv: hvis Ay, A,,... er en folge i F af parvis disjunkte hendelser,

sd er - .
P(UAi) =) Py, (2.1)
i=1 i=1

En telleligt uendelig maengde har overtzlleligt mange delmzangder, men som
man ser, involverer betingelsen for at vere et sandsynlighedsmal kun teelleligt
mange handelser ad gangen.

LemMmA 2.1

Lad (Q, % ,P) vere et sandsynlighedsrum over det tellelige udfaldsrum Q). Der

49
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gelder
i. P(@)=0.
ii. Hvis A1, A,,..., A, er parvis disjunkte hendelser fra F, sd er

o)=Y pian,
i=1 i=1

dvs. P er ogsd endeligt additiv.
iii. P(A)+P(A€) =1 for enhver hendelse A.
iv. Hvis AC B, sd er P(B\ A) = P(B) —P(A), og P(A) < P(B), dvs. P er voksende.
v. P(AUB) =P(A)+P(B)-P(ANB).

Bevis
Hvis vii (2.1) setter A} = Q og alle ovrige A-er til @, far man at P() ma vere
lig 0. Derefter er det klart at o-additivitet medferer endelig additivitet.

Den ovrige del af lemmaet vises pd samme made som i det endelige tilfaelde
(jf. beviset for lemma 1.1 side 16). o

Det naeste lemma forteeller, at selv om vi har at gore med et taelleligt uendeligt
udfaldsrum, sa kan stort set al sandsynlighedsmassen lokaliseres til en endelig
meengde.

LEmMA 2.2
Lad (Q, & ,P) vere et sandsynlighedsrum over det tellelige udfaldsrum Q. Da gelder
at til ethvert € > 0 findes en endelig delmengde Q¢ af Q) saledes at P(Q) > 1 —e.

Bevis
)

Skriv elementerne i Q) op i reekkefolge: w, wy, ws,... Saer U{wi} =Q,ogdaPer

i=1

o-additiv, er ZP({wi}) =P(Q) = 1. Da raekkens sum er 1, bliver afsnitssummen

i=1
n

for eller senere storre end 1 — ¢, dvs. der findes et n sdledes at ZP({w,-}) >1-e.

i=1
Maengden Qg = {wy, wy,..., w,} har da den enskede egenskab. ]
Punktsandsynligheder

Punktsandsynligheder defineres pa ganske tilsvarende méade som i det endelige
tilfeelde, jf. definition 1.2 side 17:
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DEFINITION 2.2: PUNKTSANDSYNLIGHEDER
Lad (Q, F ,P) veere et sandsynlighedsrum over det tellelige udfaldsrum Q). Funktio-
nen

p:Q—[0;1]

w — P({w})
kaldes punktsandsynlighederne for P.

Nedenstdende satning kan vises pd ganske samme made som i det endelig
tilfeelde (side 17), dog kan summen nu have uendeligt mange led.

SAETNING 2.3
Huis p er punktsandsynlighederne for sandsynlighedsmalet P, sd gelder for en vilkdr-
lig heendelse A € & at P(A) = Zp(w).

w€eA
Bemerkninger: En konsekvens af satningen er at to forskellige sandsynligheds-
mal ikke kan have samme punktsandsynlighedsfunktion. En anden konsekvens
er at p summerer til 1, dvs. Z p(w) =1; det ser man ved at seette A = Q.

weQ)
Den neeste seetning kan vises efter samme opskrift som i det endelige tilfeelde

(seetning 1.3 side 18), idet man udnytter at nar man summerer uendelige raekker
med ikke-negative led, er det tilladt at bytte vilkarligt meget om pa summa-
tionsreekkefolgen.

SETNING 2.4
Hvis p: Q — [0; 1] summerer til 1, dvs. Zp(w) =1, sd findes precis et sandsynlig-

weQ)

hedsmdl pda Q) der har p som sine punktsandsynligheder.

Betingning, uafhaengighed

Begreber som betinget sandsynlighed, betinget fordeling og uafhangighed
defineres fuldsteendig som i det endelige tilfzelde, se side 18 og 20.

Det skal maske specielt bemzrkes at Bayes’ formel (jf. side 19) kan generali-
seres pa folgende made: Hvis By, B,,... er en klassedeling af (3, dvs. B-erne er

parvis disjunkte med UBi =, og hvis A er en eller anden hendelse, sa er
i=1

b, 1) _TAIBIPE)

00

) _P(A|B)P(B))

i=1
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Stokastiske variable

Stokastiske variable defineres pa samme made som i det endelige tilfeelde. Der
er dog den forskel at de nu kan antage uendeligt mange veerdier.

Her er nogle eksempler pa fordelinger pa en tellelig delmengde af de reelle
tal. Forst nogle fordelinger som anvendes i konkrete modelleringssituationer
hvor man modellerer antalsobservationer, og som vi vil se mere til i afsnit 2.3:

* Poissonfordelingen med parameter y > 0 har sandsynlighedsfunktion
’MX
f(x)= exp(-p), x=0,1,2,3,...

x!

Den geometriske fordeling med sandsynlighedsparameter p € ]0;1[ har
sandsynlighedsfunktion

f(x)=p(1-p)*, x=0,1,2,3,...

Den negative binomialfordeling med sandsynlighedsparameter p € ]0;1[ og
formparameter k > 0 har sandsynlighedsfunktion

x+k-1

. )p"(l—p)", x=0,1,2,3,...

0=

Den logaritmiske fordeling med parameter p € |0; 1[ har sandsynligheds-
funktion
1 (1-p)

:7lnp X

f(x) , x=1,2,3,...

Her er en anden type eksempel, der skal vise lidt om hvad den matematiske
formalisme ogsa handler om.
* En stokastisk variabels veerdier kan godt vaere placeret lidt besynderligt
pa talaksen, man kan for eksempel definere X til at antage verdierne
+1,+3,+1,+1,..,0 med sandsynlighederne

P(x=1) =54, =123
P(x=0) =1,
P(x:ﬁ):ﬁ, n=1,2,3,...

Eksemplet viser blandt andet at selv om X antager uendeligt mange veer-
dier, behover disse ikke ligge uendeligt langt vaek.

Begreberne fordelingsfunktion og sandsynlighedsfunktion defineres pa samme
maéde som i det endelige tilfeelde (definition 1.7 side 25 og definition 1.8 side 28),
og lemma 1.5 og seetning 1.6 side 26 gaelder uandret; beviset for setning 1.6
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skal @ndres: enten kan man udnytte at en tellelig meengde »stort set« er ende-
lig (lemma 2.2), eller ogsa skal man benytte beviset for det generelle tilfaelde
(setning 5.3).

Kriteriet for uafheengighed af stokastiske variable (seetning 1.8/korollar 1.9
side 29) gaelder uforandret. Formlen for sandsynlighedsfunktionen for en sum
af stokastiske variable (seetning 1.11 side 31) geelder ligeledes uzendret.

2.2 Middelverdi

Lad (Q, % ,P) vere et sandsynlighedsrum over en tellelig maengde, og lad X
veare en reel stokastisk variabel pé dette rum. Man kunne overveje at define-
re middelvaerdien af X pa samme made som i det endelige tilfeelde (side 35),
dvs. som tallet EX = iX(w)P({w}) eller EX = fo(x), hvor f er X’s sand-

we) x
synlighedsfunktion. Dette er for sa vidt ogsa en udmerket idé, bortset fra at

de indgdende summer nu er uendelige summer med hvad dertil kan here af
konvergensproblemer.

Eksempel 2.1

©
Hvis a > 1, er ¢(a) = Zx’a som bekendt et endeligt tal; derfor kan man have en
x=1

stokastisk variabel X med sandsynlighedsfunktion fx(x) = ﬁx’“, x=1,2,3,... Imid-

) R R TR e ) ) .
lertid er summen EX = ;xfx(x) = @ Zx kun et veldefineret endeligt tal nar

a >2.Nar a € ]1;2], gar sandsynlighedsfunktionen for langsomt mod 0 til at X kan
have en middelvaerdi. Det er altsa ikke alle stokastiske variable der kan tilleegges en
middelveerdi.

Nogen ville méske foresla at vi indferte +co og —co som tilladte verdier for EX,
men det loser ikke alle problemer. Se for eksempel pa en stokastisk variabel Y med
verdimengde IN U -IN og sandsynlighedsfunktion fy(y) = ﬁ VI, vy =+1,+£2,%3,..;
her er det ikke nemt at give et fornuftigt bud pa hvad EY skal betyde.

DEFINITION 2.3:  MIDDELVARDI
Lad X vere en stokastisk variabel pd (QO, F ,P).
Huvis summen ZlX(w)|P({w}) er endelig, sd siges X at have middelverdi, og mid-
weQ)
delverdien af X er i s fald tallet EX = ZX(w)P({w}).
weQ)
SETNING 2.5
Lad X vere en reel stokastisk variabel pd (Q, F,P), og lad f vere sandsynlighedsfunk-
tionen for X. Da gelder at X har middelverdi hvis og kun hvis summen lelf(x)
X
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er endelig, og i givet fald er EX = fo(x).
X

Vedr. bevis: Saetningen bevises efter samme principper som saetning 1.15 (si-
de 35), dog skal man nu jonglere med uendelige summer.

Eksempel 2.1 viser at det ikke er alle stokastiske variable der har middelveerdi.
For at have styr pa tingene indferer vi en serlig betingelse for meengden af
stokastiske variable som har middelverdi.

DEFINITION 2.4
Meengden af stokastiske variable pda (Q, F,P) som har middelverdi, betegnes ofte
ZUQ, F,P) eller Z1(P) eller 1.

Der gelder (jf. seetning 1.16 side 37)

SATNING 2.6
Mengden F1(Q, F,P) er et vektorrum (over R), og afbildningen X +— EX er en
lineer afbildning af dette vektorrum ind i R.

Vedr. bevis: benyt regneregler for uendelige summer.

Resultaterne om middelverdier fra det endelige tilfeelde generaliseres umiddel-
bart, dog skal det maske navnes at saetning 1.17 side 37 kommer til at se sdidan
ud:

SETNING 2.7
Hvis X og Y er uafhengige stokastiske variable som begge har middelverdi, sd
gelder at XY ogsd har middelverdi, og E(XY) = E(X)E(Y).

Lemma 1.20 side 38 kommer til at se saddan ud:

LEmMmMma 2.8
Hvis A er en hendelse med P(A) = 0, og X er en stokastisk variabel, sd har den
stokastiske variabel X1, middelverdi, og E(X14) = 0.

Den neste satning forteller at man kan @ndre en stokastisk variabel pa en
mangde med sandsynlighed 0 uden at det spiller nogen rolle for dens middel-
verdi.

SETNING 2.9
Lad X og Y vere stokastiske variable. Hvis X = Y med sandsynlighed 1, og hvis
XePlsierYe L ogEY =EX.

Bevis

Da Y = X +(Y - X), er det (i henhold til setning 2.6) nok at vise at Y - X € #!
ogat E(Y - X) =0.Set A = {w: X(w) # Y(w)}. Eftersom der for alle w geelder at
Y(w)-X(w) = (Y(w) - X(w))14(w), folger det onskede af lemma 2.8. m]
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Lemma 2.10 er en direkte konsekvens af majorantkriteriet for uendelige reekker:

Lemma 2.10
Lad Y vere en vilkarlig stokastisk variabel. Hvis der findes en ikke-negativ stokastisk
variabel X € 1 sdledes at |Y|< X, sder Y € £', 09 EY <EX.

Varians og kovarians

Kort fortalt er variansen af en stokastisk variabel X defineret som Var(X) =
E(X - EX)Z, forudsat at dette er et endeligt tal.

DEeFINITION 2.5
Mengden af stokastiske variable X pd (Q,F ,P) for hvilke E(X?) < +co, betegnes
FHQ, F,P) eller L?(P) eller F>.

Bemeerk at X € #?(P) hvis og kun hvis X? € Z1(P).

LeEmMMA 2.11
Hvis X € L% 0gY € %, sder XY e L.

Bevis
For vilkarlige reelle tal x og v er |xy| < x? + p2. Dette benyttes sammen med
lemma 2.10. O

SETNING 2.12
Meengden FLHQ, F,P) er et underrum ufffl(Q,g,P), og dette underrum indehol-
der alle konstante stokastiske variable.

Bevis
Hvis vi i lemma 2.11 seetter Y = X, far vi at £? ¢ Z!.

Det er klart at hvis X € #? og a er en konstant, sa er aX € &2, dvs. £ er
afsluttet over for multiplikation med skalarer.

Hvis X, Y € #72, s ligger X2, Y2 og XY allei #! ifolge lemma 2.11. Dermed
er (X+Y)?2=X2+2XY+Y?2e P!, dvs. X+Y € L% Da ¥? siledes ogsa er
afsluttet over for addition, er det et underrum. m|

DEFINITION 2.6:  VARIANS
Huvis E(X?) < +co, sd siges X at have en varians, og variansen af X er tallet

Var(X) = E((X ~EX)?)=E(X?) - (EX)~.

DEeriNITION 2.7:  KOVARIANS
Hvis X 0g Y har varians, sd er deres kovarians tallet

Cov(X,Y)=E((X-EX)(Y -EY)).
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Der geelder samme regneregler for varianser og kovarianser som i det endelige
tilfeelde (side goff).

SETNING 2.13: CAUCHY-SCHWARZ' ULIGHED
Hvis X og Y tilhorer #?(P), sd er

(EIXYI)” < E(X?)E(Y2). (2.2)
Bevis
Fra lemma 2.11 ved vi at XY € #!(P). Herefter kan man g4 frem pa samme
made som i det endelige tilfeelde (saetning 1.27 side 40). O

Hvis man i (2.2) erstatter X med X ~EX og Y med Y —EY, far man
Cov(X,Y)? < Var(X) Var(Y).

2.3 Eksempler

Den geometriske fordeling

Man har et tilfeeldighedseksperiment med to mulige udfald 0 og 1 (eller Ugun-
stig og Gunstig); lad p betegne sandsynligheden for 1. Man gentager ekspe-
rimentet indtil udfaldet 1 indtraeffer for forste gang. Hvad kan man sige om
antallet af gentagelser der skal til, for der forste gang optrader et 1? Det er klart
at der principielt ikke er nogen ovre greense for antallet, s dette eksempel kan
naeppe modelleres med et endeligt sandsynlighedrum. I gvrigt kan man heller
ikke udelukke den mulighed at udfaldet 1 aldrig indtraeffer!

Vi vil teenke pa (og tale om) tingene pa den made at grundeksperimentet
udferes til tidspunkterne t = 1,2,3,..., og det der eftersporges, er ventetiden til
der forste gang kommer et 1. Vi saetter

T, = forste tidspunkt hvor der kommer et 1,

Vi =T, -1 = antallet af 0-er inden det forste 1.

Strengt taget kan vi ikke vide om der overhovedet kommer et 1; hvis der aldrig
kommer et 1, seetter vi T} = oo 0og V] = c0. De mulige verdier for Tj er saledes
1,2,3,...,00, og de mulige verdier for Vj er 0,1,2,3,...,c0.

Lad t € INg. Heendelsen {V; =t} (eller {T; = t + 1}) indtreeffer netop nar de ¢
forste gange giver O og nr. t+1 giver 1,84 P(V; =t)=p(1-p)’, t=0,1,2,... Nu
er (jf. formlen for summen af en kvotientraekke)

P(VieNg)=) P(Vi=t)=) p(1-p)'=1,
t=0 t=0
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dvs. Vi (og Ty) er endelig med sandsynlighed 1, eller sagt pa en anden made:
med sandsynlighed 1 vil der for eller senere komme et 1.

Fordelingen af V; er en geometrisk fordeling:

DEFINITION 2.8:  GEOMETRISK FORDELING
Den geometriske fordeling med parameter p er den fordeling pa N som har sandsyn-
lighedsfunktion

f)=p(-p), teN,

Vi kan udregne middelverdien i den geometriske fordeling:

EVi=) tp(l-p)'=p(l-p)) t(1-p)""
t=0 t=1
00 17
=p(l-p)) (t+1)(1-p)=—"L
t=0 p

(jf. formlen for summen af en binomialreekke (side 58). I middel vil der saledes
komme (1 - p)/p gange 0 for det forste 1, og middelventetiden til forste 1 er
ETy = EV; +1 = 1/p. — Variansen i den geometriske fordeling udregnes pa
lignende méde til (1 - p)/p?.

Sandsynligheden for at vi skal vente leengere end t pa at det forste 1 indtreffer,
er

P(Ty>1)= ) P(T=k)=(1-p).
k=t+1
Sandsynligheden for at vi skal vente leengere end s + t, givet at vi allerede har
ventet s, er
P(Ty >s+t)

P(Ty >s+t| Ty >s)= BT, >5)

=(1-p)' =P(T; >1),
dvs. fordelingen af den resterende ventetid afhaenger ikke af hvor laenge vi
allerede har ventet — man taler om at den proces der genererer 0-erne og 1-erne,
er uden hukommelse. (Det kan i gvrigt naevnes at eksponentialfordelingen er den
fordeling pa den kontinuerte tidsskala som har den tilsvarende egenskab, se
side 71.)

Den »forskudte« geometriske fordeling er den eneste fordeling pa IN med
denne egenskab: Hvis T er en stokastisk variabel med veerdier i N og sddan at
P(T >s+t)=P(T >s)P(T >t)foralles,t €N, saer

P(T>1)=P(T>1+1+...+1)=(P(T>1)) =(1-p)'
hvorp=1-P(T>1)=P(T =1).

Geometrisk fordeling, p = 0.316
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1. Der geelder

(1+p" :k:ZO(Z)tk

for ethvert n € N og
teR.

2. Der gaelder
©
a _ k
(1+1)% = kio(k)t

for ethvert a € R og
|t < 1.

3. Der gaelder
(-

5

k

for ethvert a € R og
|t <1.

A

02 4 6 81012 ...

Negativ binomialfordeling
med p = 0.618 og k = 3.5
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Den negative binomialfordeling

Vi betragter samme situation som i afsnittet om den geometriske fordeling, blot
ser vi nu pa de stokastiske variable

Ty = tidspunktet for det k-te 1
Vi = Tr — k = antallet af 0-er inden det k-te 1.

Heendelsen {Vj = t} (eller {Ty = t+k}) svarer til at der til tid ¢ + k kommer et 1, og
at der inden da er kommet netop k—1 gange et 1 og ¢ gange et 0. Sandsynligheden
for at der til tid t + k kommer et 1, er p; sandsynligheden for at der de t + k-1
forste gange kommer netop k — 1 1-er og t 0-er er binomialsandsynligheden
(*Rpk-1(1 — p)t. Alt i alt er derfor

P(Vk:t):(t+k71

; )Pk(1 -p)', teN,

Fordelingen af Vj er en negativ binomialfordeling.

DEFINITION 2.9: NEGATIV BINOMIALFORDELING
Den negative binomialfordeling med sandsynlighedsparameter p € 10; 1[ og formpa-
rameter k > 0 er den fordeling pd INg som har sandsynlighedsfunktion

t+k-1
t

fo =" praspr e, (23)
Bemerkninger: 1) For k = 1 fas den geometriske fordeling. 2) I udledningerne
ovenfor er k af gode grunde et heltal, men faktisk er udtrykket (2.3) veldefineret

og en sandsynlighedsfunktion for vilkarlige positive reelle k.

SATNING 2.14

Hvis X 0g Y er uafhengige negativt binomialfordelte stokastiske variable med samme
sandsynlighedsparameter p og med formparametre j og k, sd er X + Y negativt
binomialfordelt med sandsynlighedsparameter p og formparameter j + k.

Bevis
Vi har

[
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S .
x+j-1\[s—x+k-1 . - .
hvor A(s) = . Man k til at k
vor A(s) ;( x )( - an kan nu give sig til at omskrive
udtrykket for A(s) i det hab at man kan né frem til det rigtige, men man kan

heldigvis ogsa slippe nemmere om ved det: Summen af sandsynlighederne

erjo 1, dvs. ij+kA(s)(1 —p)° =1, hvoraf p~0*F) = ZA(S)(I —-p)’. Men vi
s=0 =0

ved ogsa at p’(“k) = Z(s * : k )(1 —p)’, enten fra formlen for summen
5=

af en binomialrakke eller fra det forhold at sandsynlighedsfunktionen for

den negative binomialfordeling med parametre p og j + k summerer til 1. Da

en funktions potensreekkeudvikling er entydig, kan vi heraf slutte at A(s) =

(s +j+k-1

s ), og at X + Y derfor har den pastaede fordeling. O

Setningen bliver i gvrigt gjort plausibel ved folgende reesonnement (som inden
for rammerne af en generel teori for stokastiske processer kan udbygges til et
rigtigt bevis): Antal 0-er inden det (j + k)-te 1 er lig antal 0-er inden det j-te
1 plus antal 0-er i perioden fra det j-te 1 til det (j + k)-te 1; da vaerdierne til
de enkelte tidspunkter genereres uafhangigt af hinanden, og da den regel der
bestemmer ophoret af den forste periode ikke afhanger af antallet af 0-er, er
antal 0-er i den anden periode uafhengigt af antallet af 0-er i den forste periode,
og de er hver iser negativt binomialfordelt.

Middelvardi og varians i den negative binomialfordeling er hhv. k(1 - p)/p
og k(1 - p)/p?, jf. eksempel 4.5 side 81. Det forventede antal 0-er inden det
k-te 1 er derfor EVy = k(1 —p)/p, og den forventede ventetid til det k-te 1 er
ETk = k+EVk :k/p

Poissonfordelingen

Antag at en bestemt slags begivenheder indtreeffer »helt tilfeeldigt« pa noget vi
vil kalde tidsaksen. Begivenhederne kan veere jordskelv, dedsfald som folge af en
bestemt ikke-epidemisk sygdom, trafikulykker i et bestemt vejkryds, partikler
fra den kosmiske straling, a-partikler der udsendes fra et radioaktivt stof, osv.
osv. Man kan beskaftige sig med forskellige sporgsmal i den forbindelse, f.eks.
hvad kan man sige om antallet af begivenheder i et bestemt tidsinterval, og
hvad kan man sige om ventetiden fra en begivenhed til den naeste. Det folgende
handler om antallet af begivenheder i et bestemt interval.

Lad os se pa et interval |a; b] pa tidsaksen. Vi vil ga ud fra at begivenhederne
ikke alene indtraffer »helt tilfeeldigt«, men ogsa at den rate hvormed de optrze-
der, er konstant i de betragtede tidsrum (hvad dette neermere skal betyde, vil

GENERALISEREDE BINO-
MIALKOEFFICIENTER
For vilkarligt r € R og
k € N defineres tallet
r
k) som
rir=1)...(r—k+1)
1-2-3-...-k :
(Hvis r €{0,1,2,...,n},
stemmer denne defi-
nition overens med
den kombinatoriske
definition af binomial-
koefficient (side 32).)
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plekse) t geelder at

exp(t) = ZF

k=0

A

0246 81012...
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fremgé senere). Vi kan lave en approksimation til den »helt tilfeeldige« placering
pa den made at vi deler intervallet op i et meget stort antal meget sma inter-
valler, lad os sige n intervaller af leengde At = (b —a)/n, og sa for hvert enkelt
interval lader en tilfeeldighedsmekanisme bestemme om det skal indeholde
en begivenhed eller ej; sandsynligheden for at et givet interval fér tildelt en
begivenhed, skal vaere p(At), og forskellige intervaller behandles uafhengigt af
hinanden. Sandsynligheden p(At) knyttet til det enkelte lille interval afthanger
ikke af intervallets placering i det store interval, kun af det lille intervals leeng-
de At. Pa den made bliver det samlede antal begivenheder i det store interval
binomialfordelt med sandsynlighedsparameter p(At) og antalsparameter n — og
det er kun det samlede antal begivenheder vi er interesserede i.

Hvis n er meget stor, ma man formode at vi far en god tilnaermelse til »det
rigtige«. Vi vil derfor lade n ga mod uendelig; samtidig skal p(At) g& mod 0
pa en eller anden made; en narliggende made at lade den g mod 0 pa er at
lade det forega sadan at middelvaerdien i binomialfordelingen er (eller gar mod)
et bestemt endeligt tal A(b —a). Middelverdien i vores binomialfordeling er
np(At) = ((b—a)/At)p(At) p(AL) (b—a), sa forslaget er at p(At) skal ga mod 0 pa

.Y;
At
en sadan made at M

— A hvor A er en positiv konstant.

Parameteren ) skal fortolkes som den rate eller intensitet hvormed begi-
venhederne indtraffer, og den har dimension antal pr. tid. I demografiske og
forsikringsmatematiske sammenhange har den undertiden det maleriske navn
dodelighedsstyrke (eng.: force of mortality).

Ved den beskrevne greenseovergang vil binomialsandsynlighederne ifelge

nedenstdende satning (setning 2.15) konvergere mod poissonsandsynligheder.

DEFINITION 2.10:  POISSONFORDELING
Poissonfordelingen med parameter p > 0 er den fordeling pa INy som har sandsynlig-
hedsfunktion
”X
f(x)="7exp(-p), x€N,.

x!

(At f summerer til 1, folger af eksponentialfunktionens reekkeudvikling.)

Middelvardien i poissonfordelingen med parameter p er y, og variansen er
ogsa lig y; hvis X er poissonfordelt, er altsd Var X = EX. — Vi har tidligere set at
hvis X er binomialfordelt med parametre n og p, sa er VarX = (1 -p) EX, dvs.
Var X <EX, og at hvis X er negativt binomialfordelt med parametre k og p, sa
er pVarX =EX, dvs. Var X > EX.

SETNING 2.15
Under den grenseovergang hvor n — oo 0og p — 0 pd en sddan mdde at np kon-
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vergerer mod y > 0, vil binomialfordelingen med parametre n og p konvergere mod
poissonfordelingen med parameter y i den forstand at

X

n X n—x I’l
(X)P (1=p)"" — “rexp(-p)

for ethvert x € Ny,

Bevis
Lad x € IN vaere givet. Vi har at

x!

(Z)px(lfp)"_x _ nn-1)...(n—x+1) (1= p) (1= p)"

1(1-3)... (1= .
= ()" (1-p)(1-p)"
Da x er fast, geelder at den store brek konvergerer mod 1/x!, (np)* konvergerer
mod p*, og (1 —p)~ konvergerer mod 1. Graenseveardien af (1 —p)" findes let

ved at se pa logaritmen til den:

In(1-p)-In(1)

In((1p)") = in(1 - p) = np- LI —
fordi broken konvergerer mod differentialkvotienten af In(t)it =1, som er 1.
Altsa konvergerer (1 —p)" mod exp(—p), og setningen er vist. m]

SETNING 2.16
Hvis Xy og X, er uafhengige poissonfordelte stokastiske variable med parametre y;
0g Mo, sd er Xy + X, poissonfordelt med parameter py + py.

Bevis
Vi saetter Y = X + X,. Sa er (jf. seetning 1.11 side 31)

y
P(Y =y)=) P(X;=y—x)P(X,=x)

X

Il
o

y—x X

yﬂl_ T em(—m)%exp(—ﬂz)

y
cexp(-n ) Y (1)t

x=0

=
I
o

-

= %QXP(—(M +ﬂz))(ﬂ1 + ).
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2.4 Opgaver

Opgave 2.1
Bevis setning 2.4 pa side 51.

Opgave 2.2
I definitionen pa varians i det teellelige tilfeelde (definition 2.6 side 55) gar man tilsyne-
ladende ud fra at E((X —EX)2) =E(X?) - (EX)?. Gor rede for at denne formel er rigtig.

Opgave 2.3
Eftervis formlen Var X = E(X(X -1))-&(£-1), hvor £ =EX.

Opgave 2.4
Skitsér poissonfordelingens sandsynlighedsfunktion for forskellige veerdier af parame-
teren p.

Opgave 2.5
Udregn middelvaerdi og varians i poissonfordelingen med parameter y. (Benyt evt.
opgave 2.3.)

Opgave 2.6
Vis at hvis X; og X, er uafhaengige poissonfordelte med parametre yi; og i, sa er den
betingede fordeling af X; givet X; + X, en binomialfordeling.

Opgave 2.7
Skitsér den negative binomialfordelings sandsynlighedsfunktion for forskellige vaerdier
af k og p.

Opgave 2.8
Betragt den negative binomialfordeling med parametre k og p, hvor k >0 o0g p € ]0;1[.
Som naevnt i teksten er middelveerdi og varians i denne fordeling hhv. k(1 — p)/p og
k(1 - p)/p.

Gor rede for at man kan lave en graenseovergang med parametrene k og p sddan at
middelverdien er konstant og variansen konvergerer mod middelvardien.

Vis at ved denne graenseovergang vil den negative binomialfordelings sandsynlig-
hedsfunktion konvergere mod sandsynlighedsfunktionen for en poissonfordeling.

Opgave 2.9
Gor rede for at definitionen pa kovarians (definition 2.7 side 55) er meningsfuld, dvs.
at antagelsen om at X og Y har varians, sikrer at E((X -EX)(Y-E Y)) eksisterer.

Opgave 2.10
Lad os sige at pa en given dag er antallet af personer der korer med S-toget uden billet,
poissonfordelt med parameter y, og lad os sige at der er sandsynligheden p for at en
gratist bliver taget af billetkontrollen, og at de enkelte gratister bliver taget/ikke taget
uafheengigt af hinanden. Hvad kan man heraf udlede om antallet af gratister der bliver
taget af kontrollen?

Hvilke informationer skal man bruge for ud fra det konstaterede antal personer uden
billet at kunne udtale sig om det faktiske antal uden billet?
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Opgave 2.11:  Sankt Petersborg-paradokset
En spiller vil deltage i et spil hvor de enkelt omgange foregar pa folgende made: hvis
man betaler en indsats pd k €, sa vil man med sandsynlighed /> vinde 2k € og med
sandsynlighed 1> tabe sin indsats. Spilleren vil nu benytte en snedig strategi: han
begynder med at satse 1€; hvis han taber i en given omgang, satser han det dobbelte i
naeste omgang; hvis han vinder, far han udbetalt gevinsten og géar hjem.

Hvor stor bliver hans nettogevinst?

Hvor mange spil skal der til for han kan ga hjem?

Selv om spilleren er sikker pa at g& hjem med overskud, sa skal han jo bruge noget
kapital undervejs. Hvor mange penge skal han have med hjemmefra for at kunne
»overleve« indtil han vinder?

Opgave 2.12
Bevis satning 2.7 side 54.

Opgave 2.13
Som bekendt (s@tning 2.7) kan middelverdien af et produkt af to uafhangige stokasti-
ske variable udtrykkes pa simpel vis ved de enkelte variables middelveardi.

Udled et lignende resultat om variansen af to uafhengige variable. — Er uafhengig-
hedsantagelsen veesentlig?
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3 Kontinuerte fordelinger

I DE FORRIGE KAPITLER har vi medt stokastiske variable/sandsynlighedsfordelin-
ger som rent faktisk er koncentreret pa en endelig eller taellelig delmangde af de
reelle tal; sadanne variable/fordelinger kaldes ofte diskrete variable/fordelinger.
Der findes imidlertid ogsa fordelinger med den egenskab, at der er et interval
(eller flere intervaller) pa R hvor enhver ikke-tom aben delmzngde har positiv
sandsynlighed, men ethvert punkt har sandsynlighed 0.

Eksempel: Nar man leger flaskeleg, roterer man flasken for at fa valgt en
tilfeldig retning; den person der uheldigvis sidder i den retning som flasken
peger, skal gore et eller andet naermere aftalt som legen nu géar ud pa. Vi vil
straks odeleegge det hele ved at modellere den roterende flaske ved »et punkt
pa enhedscirklen, valgt tilfeeldigt efter en ligefordeling«; hvad man helt preecist
skal forstd ved det, er indtil videre ikke ganske klart, men det ma blandt andet
betyde at en cirkelbue af laeengde b far tildelt samme maengde sandsynlighed,
lige meget hvor pa cirklen den (altsd buen) er placeret, og gad vidst om ikke
den mengde sandsynlighed den skal tildeles, er b/2m. Da et givet punkt pa
cirkelperiferien er indeholdt i cirkelbuer af vilkarlig lille l&engde, ma punktet
selv have sandsynlighed 0.

Man kan bevise at der er en entydig sammenhzeng mellem pa den ene side
sandsynlighedsmal pa R og pa den anden side fordelingsfunktioner, dvs. vok-
sende og hgjrekontinuerte funktioner der gar mod 0 hhv. 1 i —co hhv. +oo, jf.
setning 1.6 og/eller saetning 5.3. Sammenhzngen er kort fortalt at for ethvert
halvabent interval Ja;b] er P(]Ja;b]) = F(b) — F(a). — Nu kan det matematiske
raritetskabinet fremvise temmelig besynderlige funktioner der opfylder betin-
gelserne for at vere en fordelingsfunktion, men frygt ikke! I dette kapitel vil vi
se pa nogle yderst pane fordelinger, nemlig de sakaldte kontinuerte fordelinger
eller fordelinger med en teethedsfunktion.

3.1 Grundleggende definitioner

DEFINITION 3.1:  SANDSYNLIGHEDSTATHEDSFUNKTION
En sandsynlighedstethedsfunktion pd R er en integrabel funktion f : IR — [0; +oco[

der integrerer til 1, dvs. J f(x)dx=1.
R
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Mere generelt er en sandsynlighedstethedsfunktion pd R? en integrabel funktion
f R = [0; +oo| der integrerer til 1, dvs. J flx)dx=1.

R
DEFINITION 3.2: KONTINUERT FORDELING
En kontinuert sandsynlighedsfordeling er en sandsynlighedsfordeling som har en
sandsynlighedstethedsfunktion: Hvis f er en sandsynlighedstethedsfunktion pd R, sa

er den kontinuerte funktion F(x) = fx f(u)du fordelingsfunktion for en kontinuert
fordeling pa R. -

Man siger at en stokastisk variabel X har tethedsfunktion f, hvis det er sadan
at fordelingsfunktionen F(x) = P(X < x) for X er af formen F(x) = ’ f(u)du.
Vi minder om at i sa fald er F’(x) = f(x) for alle kontinuitetspunkter;cmfor f.

SETNING 3.1

Antag at X er en stokastisk variabel med tethedsfunktion f. Sd gelder
b

1. P(a<X <b) :J f(x)dx.

2. P(X =x)=0 for aulle xeR.

3. Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<Dh).

4. Hvis f er kontinuert i x, kan f(x)dx opfattes som sandsynligheden for at X
ligger i et infinitesimalt interval af lengde dx omkring x.

Bevis
Det forste punkt folger af definitionerne pa fordelingsfunktion og tethedsfunk-
tion. Det andet punkt folger af at
X
0<P(X=x)<Px-1<X<x)= f(u)du,
x=1/n

hvor integralet gar mod 0 nar n gar mod uendelig. Det tredje punkt felger af de
to ferste. En praecis formulering af punkt 4 er at

1 1 X+e

—Px-e<X<x+e)=— u)du X

5P =50 ) fdn— )
nar € — 0 og x er et kontinuitetspunkt for f; dette er et velkendt resultat fra
analysen. O
Eksempel 3.1: Ligefordeling
Ligefordelingen pa intervallet fra a til § (hvor —co < @ < < +c0) er den fordeling som
har tethedsfunktionen

B

0 ellers.

b fora<x<p
f(x)—{ -a '
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Dens fordelingsfunktion er den stykkevis linezre funktion

0 forx<a
x—

a
F(x)= F—a for xop<x<p
1 for x> B.

Ud fra en ligefordeling pa et interval kan vi i ovrigt fa den fornaevnte ligefordeling
pa enhedscirklen, nemlig ved at tage ligefordelingen pé ]0; 2n[ og flytte den over pa
enhedscirklen.

DEFINITION 3.3: FLERDIMENSIONAL KONTINUERT FORDELING
Den d-dimensionale stokastiske variabel X = (X1, X,,...,X,) siges at have tetheds-

funktion f, hvis det er sadan at f er en d-dimensional tethedsfunktion, og det for
alle intervaller K; = la;; b;], i =1,2,...,d, gelder at

P(ﬁ{x, € K,}) =
i=1

Funktionen f kaldes den simultane tethedsfunktion for X;,X,..., X,

f(x1,%0,...,x4)dxy dx,...dxg.

Ky xKpx...xKy

Mange begreber og definitioner (og satninger) fra det diskrete tilfeelde kan
overfores til det kontinuerte tilfeelde ved at man kort fortalt erstatter sandsynlig-
hedsfunktioner med teethedsfunktioner og summer med integraler. Eksempler:

Som pendant til seetning 1.8/korollar 1.9 har vi

SETNING 3.2

De stokastiske variable X1,Xj,...,X,, er uafhengige hvis og kun hvis deres simultane
tethedsfunktion kan skrives som et produkt af tethedsfunktionerne for de enkelte
X;-er.

Som pendant til seetning 1.11 har vi

SATNING 3.3
Huis de stokastiske variable Xy 0g X, er uafhengige og med tethedsfunktioner f og
fa, sa har Y = X + X, tethedsfunktion

fly)= Lﬁ(x)fz(yfx)dx, yeR

(Se opgave 3.6.)

@ B

Tathedsfunktion og fordelings-
funktion for ligefordelingen
pa intervallet fra a til .
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Transformation af fordelinger

Spergsmalet om transformation af fordelinger handler nu som for om hvad man
kan sige om fordelingen af Y = #(X) nar man kender fordelingen af X, og nar
t er en afbildning defineret pa X’s vaeerdimeengde. Man kan altid benytte den
grundleggende opskrift P(#(X) <y) = P(X et (] ;y])).

Eksempel 3.2
Antag at X er ligefordelt pa ]-1;1[. Vi vil finde fordelingen af Y = X?.

i
Forye[0;1]er P(X? <) :P(X € [7\@,\/37]) = f\/’%dx =1, s4 Y har fordelings-
VY

funktion

0 fory<o,
Fy(y)={+vy for0<yp<1,
1 fory>1.

Vi kan finde en teethedsfunktion f for Y ved at differentiere F (i de punkter hvor den er
differentiabel):

fly)=

{%y’l/z for0O<y<1,
0 ellers.

Hvis t er differentiabel, kan man i visse situationer opskrive en sammenhzng
mellem tethedsfunktionen for X og teethedsfunktionen for Y = #(X). Der er tale
om en direkte overforsel af resultater om substitution i integraler, hentet fra
den matematiske analyse:

SATNING 3.4

Antag at X er en reel stokastisk variabel, I en dben delmengde af R sdledes at
P(Xel)=1,0gt:T— Ren C'-funktion defineret pd I med t’ # 0 overalt pd I. Hvis
X har tethedsfunktion fx, sd har Y = t(X) tethedsfunktion

Y = @) )

fr@) = fx(x)
hvor x = t71(y) og v € t(I). Formlen skrives undertiden pd den korte form

dx

fr(v) = fx(x) @

Der findes ogsa en flerdimensional udgave:

SETNING 3.5
Antag at X er en d-dimensional stokastisk variabel, I en dben delmengde af R
sdledes at P(X e I) =1, og t : I — R? en C'-funktion defineret pd I og med en
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d
funktionalmatrix Dt = d—i} som er reguler pd hele I. Hvis X har tethedsfunktion fx,
sd har Y = t(X) tethedsfunktion

Fr®) = fx(x)|det De(x)| " = f(x)|det D (p)]

hvor x = t"1(y) og v € t(I). Formlen skrives undertiden pd den korte form

fr®)=fx(x)

detﬂl.
dy

Eksempel 3.3
Hvis X er ligefordelt pa ]0;1[, sa har Y = —In X taethedsfunktion

fr(y) = 1-‘%‘ =exp(-y)

nar 0 <x <1,dvs. nar 0 <y < +oo, 0g fy(y) = 0 ellers. — Fordelingen af Y er saledes en
eksponentialfordeling, se afsnit 3.3.

BEVIS FOR SETNING 3.4

Setningen er en omformulering af et resultat fra den matematiske analyse om
substitution i integraler. — Da den afledede af funktionen ¢ er kontinuert og altid
forskellig fra 0, er t enten strengt voksende eller strengt aftagende; vi antager at
den er strengt voksende. Daer Y <b & X <t7'(b), sa vi far folgende udtryk for
fordelingsfunktionen Fy for Y:

Fy(b)=P(Y <b)
=P(X <t7'(b))
t71(b)
= fx(x)dx [ substitution x = £ (y) ]
"

- [ (e o,

Dette viser at funktionen fy(y) = ]’X(t’1 (y)) (t71)() har den egenskab at Fy(y) =
i

J fy(u)du, dvs. Y har teethedsfunktion fy. ]
Betingning

Hvis man har to kontinuerte stokastiske variable X og Y og seger den betingede
fordeling af X givet Y, kan man ikke bare ga ud fra at udtrykket P(X = x| Y =)
uden videre er veldefineret og lig med P(X = x,Y = y)/P(Y = p); nevneren
P(Y =) er altid nul, og det er telleren ofte ogsa.
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I stedet kan man forsege sig med at betinge med en velvalgt haendelse med
positiv sandsynlighed, f.eks y—e < Y < y+¢, og undersoge om den (veldefinerede)
betingede sandsynlighed P(X < x|y —¢ <Y < v +¢) har en grenseverdi for
& — 0; hvis det er tilfeeldet, kunne man formode at granseverdien ville vere
PX<x|Y=y)

En anden, mere heuristisk tilgang til problemet er som folger: lad fxy veere
den simultane teethedsfunktion for X og Y oglad fy vere teethedsfunktionen
for Y. Sandsynligheden for at (X,Y) ligger i et infinitesimalt rektangel med
kantleengder dx og dy omkring (x,) er da fxy(x,y)dxdy, og sandsynligheden
for at Y ligger i et infinitesimalt interval af leengde dy omkring y er fy(y)dy; den
betingede sandsynlighed for at X ligger i et infinitesimalt interval af leengde dx
omkring x, givet at Y ligger i et infinitesimalt interval af lengde dy omkring y, er

fxv(op)dxdy _ fxy(%9)

dermed dx, sa den betingede tethed kunne formodes
Fr(y)dy Fr () &
at veere
fxy(x,y)
x|y)= —=———.
T ="5)

Dette er faktisk ogsa rigtigt i mange situationer.

Ovenstaende omtale af betingede fordelinger i forbindelse med kontinuerte
fordelinger er naturligvis overordentlig lemfzldig; der findes matematiske
rammer inden for hvilke man kan fremsaette preecise og rigtige udsagn om disse
sporgsmal, men dem kommer vi ikke ind pa i neerverende fremstilling.

3.2 Middelverdi

Middelvardien af en stokastisk variabel med tathedsfunktion defineres pa
lignende made som for stokastiske variable pa et talleligt udfaldsrum, blot
erstattes sumtegnet med et integraltegn.

DEFINITION 3.4: MIDDELVARDI
Lad X veere en stokastisk variabel med tethedsfunktion f.

+o0
Huis J |x|f (x)dx < +o0, sd siges X at have en middelverdi, og middelverdien af

+00

X defineres da som tallet EX = J xf (x)dx.

—00

Setninger/regneregler for middelvaerdi og varians fra det tellelige tilfeelde kan
uden videre overfores.
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3.3 Eksempler

Eksponentialfordelingen

DEFINITION 3.5: EKSPONENTIALFORDELING
Eksponentialfordelingen med skalaparameter p > 0 er fordelingen med tethedsfunk-
tion

£ %exp(fx//ﬁ) for x>0
x) =

0 for x <0.

Fordelingsfunktionen er

Flx) = 1-exp(-x/p) forx>0
0 for x < 0.

At B er en skalaparameter, fremgar af folgende setning:

SAETNING 3.6
Hvis X er eksponentialfordelt med skalaparameter , og hvis a > 0, sd er aX ekspo-
nentialfordelt med skalaparameter ap.

Bevis
Ifolge seetning 3.4 er teetheden for Y = aX funktionen fy givet ved

1 1 1
fuiy) = | FEPCWB) 5 =g exel-prtap)) fory>0
0 for y <0.

SETNING 3.7
Huis X er eksponentialfordelt med skalaparameter B, er EX = f og Var X = f2.

Bevis

Da B er en skalaparameter, er det (jf. regnereglerne for middelveerdi og varians)
nok at vise pastanden for = 1. Dette kan gores ved almindelig udregning, brug
evt. formlen sidst i sidebemerkningen om gammafunktionen. O

Eksponentialfordelingen benyttes ofte til at modellere ventetider mellem pa
hinanden folgende begivenheder, nér disse begivenheder indtreeffer »helt til-
feeldigt«. Eksponentialfordelingen er »uden hukommelse« i den forstand at
sandsynligheden for at man skal vente leengere end s + ¢, givet at man allerede
har ventet s, er den samme som sandsynligheden for at man skal vente leengere
end ¢, dvs. hvis X er eksponentialfordelt, sa geelder

P(X>s+t|X>s)=P(X>t), s, t>0. (3.1)

f
01 2 3 4 5

F
01 2 3 45

Taethedsfunktion og
fordelingsfunktion for
eksponentialfordelingen
med § =2.163.



GAMMA-FUNKTIONEN
Gammafunktionen er
funktionen

T(t)=
+00

j Xt exp(-x)dx
0

hvor t > 0. (Faktisk er
det muligt at definere
I'(t) for alle t € C\
{0,-1,-2,-3,...}.)
Der gaelder
« T(1)=1
o T(t+1)=tI(t)for
alle t
e T(n)=(n-1)! for
n=1,23,...
« I(3)=vr.

(Se ogsa side 76.)

Ved almindelig inte-
gralsubstitution far
man folgende formel:

J xk-1 exp(—x/p)dx
0

der geelder for k > 0 og
p>0.

01 2 3 4 5

Gammafordeling med
k=170gp=127
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BEVIS FOR FORMEL (3.1)
DaX>s+t=X>s,er {X>s+t}N{X>s}={X>s+t} og dermed

P(X>s+t) 1-F(s+t)

P(X>s)  1-F(s)
_exp(=(s+8)/B)
= T exp(=s/p) =exp(-t/B)=P(X>1)

for vilkarlige s, ¢ > 0. O

P(X>s+t|X>s)=

Eksponentialfordelingen er pad denne made det kontinuerte modstykke til den
geometriske fordeling, se side 57.

Endvidere er eksponentialfordelingen ogsa beslaegtet med poissonfordelin-
gen. Antag at en type begivenheder indtraffer tilfeeldigt pd den made som er
beskrevet i afsnittet om poissonfordelingen (side 59). Det at man skal vente
mere end ¢ pa den forste begivenhed, er det samme som at der i intervallet fra
tid 0 til tid ¢ indtraeffer 0 begivenheder. Sandsynligheden for det sidstneevnte
kan udregnes inden for poissonmodellens rammer til Mot!)u exp(—At) = exp(—At),
dvs. ventetiden til forste begivenhed er eksponentialfordelt med parameter 1/A.

Gammafordelingen

DEFINITION 3.6: GAMMAFORDELING
Gammafordelingen med formparameter k > 0 og skalaparameter > 0 er fordelingen
med tethedsfunktion
1
X
fx)={LK)B

0 for x <0.

k=1 exp(—x/p) forx>0

Tilfeeldet k = 1 giver eksponentialfordelingen.

SETNING 3.8
Hvis X er gammafordelt med formparameter k og skalaparameter p, og hvis a > 0, sd
er Y = aX gammafordelt med formparameter k og skalaparameter af.

Bevis
P& samme made som satning 3.6, dvs. ved brug af setning 3.4. O

SAETNING 3.9

Hvis X, 0g X, er uafhengige gammafordelte med formparametre hhv. ky og k,
og med samme skalaparameter B, sd er X| + X, gammafordelt med formparameter
ki +k, og skalaparameter .
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Bevis
Ifolge seetning 3.3 er teetheden for Y = X; + X, (nar y > 0)
1

7 bt e n/B) — L (r— 0 exo(— (v —
f(l/)—jo AR exp(-x/B) F(kz)ﬁkz(y x)"27" exp(=(y — x)/B) dx.

Ved at foretage substitutionen u = x/y i integralet far vi

1
f(}i) _ ( - 1 J(; uk]*l(l —M)k271 du ykﬁrkz*l exp(—y//ﬁ)

(ky )T (k) pritka

Teetheden er altsd af formen f(y) = konsty¥1*%2~1 exp(~y/B) hvor konstanten

sorger for at f integrerer til 1; ifolge formlen sidst i sidebemaerkningen side 72

skal konstanten vaere . Hermed er satningen vist. O

T(ky +ky) plrthe
Af saetning 3.9 folger at middelvaerdien og variansen i gammafordelingen ma
vere linezre funktioner af formparameteren, og desuden ma middelverdien
veere linezr i skalaparameteren og variansen kvadratisk i skalaparameteren. Det
der geelder, er

SATNING 3.10
Huvis X er gammafordelt med parametre k og B, sd er EX = kp og Var X = kp>.

Inden for den matematiske savel som den praktiske statistik optraeder nogle
specielle gammafordelinger, nemlig x2-fordelinger.

DEFINITION 3.7: X 2-FORDELING
En x2-fordeling med n frihedsgrader er det samme som en gammafordeling med
formparameter n/2 og skalaparameter 2, dvs. med tethedsfunktion

1 _
f0) = frarg ¥ explog), x>0

Cauchyfordelingen

DeriNiTION 3.8:  CAUCHYFORDELINGEN
Cauchyfordelingen med skalaparameter p > 0 er fordelingen med tethedsfunktion

1 1

Tﬂ71+(x/ﬁ)2’ xeR.

flx)=
Denne fordeling er meget anvendt som modeksempel (!), blandt andet er den et
eksempel pé en fordeling som ikke har nogen middelveerdi (fordi funktionen
[x[/(1 + x?) er ikke integrabel). Fordelingen kan dog ogsa forekomme i »det
virkelige liv, se f.eks. opgave 3.4.

BETA-FUNKTIONEN
Beta-funktionen er
funktionen

B(ky,k2) =

1
Juk‘_l(l—u)kz_ldu
0
hvor ky,k; > 0. Af
beviset for setning 3.9

far vi som en sidegevinst
at

_ T(ki)T(k2)
B R
for ky,ky > 0.

123 ¥
-3 -2-10 1 2 3

Cauchyfordeling
med =1



-3 -2-10 1 2 3

Standardnormalfordeling

CaRL FRIEDRICH
Gauss

tysk matematiker (1777-
1855).

Kendt blandt andet for
sit arbejde inden for
geometri og matema-
tisk statistik (herunder
mindste kvadraters
metode). Han beskeef-
tigede sig ogsa med

de praktiske sider af
matematikken, f.eks.
landmaling.

Pa de tyske 10 DM-
sedler der var i omleb
de sidste decennier for
overgangen til euro-
en, kunne man se et
portret af GauB3, en
tegning af normalforde-
lingsteetheden og hans
triangulering af et land-
omrade i Nordtyskland.
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Normalfordelingen

DEFINITION 3.9: STANDARDNORMALFORDELING
Standardnormalfordelingen er fordelingen med tethedsfunktion

1
(x) = —— ex —1x2, x€R.
90 == p(-3%%)

Fordelingsfunktionen for standardnormalfordelingen er

X
D(x) = J e(u)du, xeRR.
DEFINITION 3.10: NORMALFORDELING

Normalfordelingen (eller Gaufifordelingen) med positionsparameter p og kvadratisk
skalaparameter 0% > 0 er fordelingen med tethedsfunktion

xeR.

o

1 1 (x—w)? 1 (x—p
Tz o= 5ol )
2n0? * a2 o
Betegnelserne positionsparameter og kvadratisk skalaparameter retfeerdiggeres
af folgende saetning, der vises ved anvendelse af setning 3.4:

flx)=

SATNING 3.11

Hvis X er normalfordelt med positionsparameter y og kvadratisk skalaparameter
02, og hvis a og b er reelle tal med a = 0, sd er Y = aX + b normalfordelt med
positionsparameter ap + b og kvadratisk skalaparameter a>o?.

SETNING 3.12

Hvis X, og X, er uafhengige og normalfordelte med parametre py og of hhv. p; og
022, sd er Y = Xy + X, normalfordelt med positionsparameter py + y, 0g kvadratisk
skalaparameter of + o3.

Bevis

Pa grund af setning 3.11 er det nok at vise at hvis X; er standardnormalfordelt,
og hvis X, er normalfordelt med positionsparameter 0 og kvadratisk skalapara-
meter 02, si er X; + X, normalfordelt med positionsparameter 0 og kvadratisk
skalaparameter 1+ o2. Det vises ved at benytte setning 3.3 og omskrive. O

BEVIS FOR AT @ ER EN TATHEDSFUNKTION

Vi mangler at gore rede for at ¢ faktisk er en sandsynlighedstethedsfunktion,
altsa at I]R @(x)dx =1, eller sagt pa en anden made: Hvis vi lader ¢ betegne den
konstant der gor f(x) = c exp(—1x?) til en sandsynlighedstwthedsfunktion, skal
det vises at ¢ = 1/4/2m.
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Det snedige trick er at se pa to uafhangige stokastiske variable X; og X, der
hver isar har tethed f. Deres simultane teethedsfunktion er

Fla) f(x) = ? exp(-3 (xF +x3)).

Nu ser vi pd en funktion (y;,v,) = t(x1,x;) hvor sammenheengen mellem x-
er og y-er er givet ved x| = vy, cosy; og x, = Vy; siny; for (x,x,) € R? og
(v1,¥2) € ]0;2m[ x ]0;+co[. Seetning 3.5 giver en anvisning pa hvordan man
finder teethedsfunktionen for den todimensionale stokastiske variabel (Y7, Y;) =
t(X1,X5); almindelig udregning giver at den er %cz exp(—%yz) nar 0 <y, <27 og

15 >0, og 0 ellers. Da det er en sandsynlighedstethedsfunktion, integrerer den

til 1:
+00 2n
1= L2 exp(-Ly,)dy d
3¢° exp(=392)dy1 dy,
0 0
+00
:2nczf %exp(—%yz)d;}z
0
:2nc2,
hvoraf ¢ = 1/V2m. ]

SETNING 3.13
Hvis Xq,Xy,..., X, er uafhengige standardnormalfordelte stokastiske variable, sd
er fordelingen af Y = X? + X2 +...+ X2 en x?-fordeling med n frihedsgrader.

Bevis

Da x2-fordelingen er en gammafordeling, kan vi nojes med at vise pastanden
for n =1 og derefter henvise til setning 3.9. Tilfeeldet n = 1 behandles sdlunde:
For x>0 er

P(X? <x)=P(-Vx < X; <Vx)

VX
:J- o(u)du [ @ erlige]

Vx
Vx
= ZJ @(u)du [ substitution t = u? ]
XO 1

172 exp(—%t) dt,

=| —t
J(; V2n
som ved differentiation giver at teethedsfunktionen for X? er

1
X172

V2

exp(—%x), x>0.
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Teethedsfunktionen for x2-fordelingen med 1 frihedsgrad er ifolge definition 3.7

L -12 1
Wx exp(-3x), x>0.
Da de to taethedsfunktioner er proportionale, er de ens, og vi har dermed fuldfert
beviset for seetningen. Som en sidegevinst far vi at I'(1/2) = Vr. o

SETNING 3.14
Huvis X er normalfordelt med positionsparameter p og kvadratisk skalaparameter o2,

sderEX = pog VarX = o2.

Bevis

P grund af setning 3.11 og regnereglerne for middelverdi og varians er det
nok at vise saetningen i tilfeeldet y =0, o2=1. Antag derfor at u=0, o2 =1.Af
symmetrigrunde er EX = 0, og dermed Var X = E((X - EX)?) = E(X?); da X% er
x*-fordelt med 1 frihedsgrad, dvs. gammafordelt med parametre 1/ og 2, er
E(X?) =1 (setning 3.10). ]

Normalfordelingen bliver anvendt meget i statistiske modeller. En af grundene —
og en af grundene til at normalfordelingen i det hele taget er genstand for s stor
opmarksomhed — er Den Centrale Graenseverdisetning. (En ganske anderledes
begrundelse for og udledning af normalfordelingen kan ses pa side 199ff.)

SETNING 3.15: DEN CENTRALE GRENSEVARDISEATNING

Antag at Xq,X3, X3, ... er en folge af indbyrdes uafhengige identisk fordelte stokastiske
variable med middelverdi y og varians ¢* > 0, og lad S,, betegne summen af de n
forste: S, = X1 + X +...+ X,

Sp—nu

Da gelder at for n — oo er asymptotisk standardnormalfordelt i den

2
no
forstand at

lim P( Su 1 < x) =d(x)

n—co no?

for ethvert x € R.

Bemeerkninger:
Sy— =S, =
+ Storrelsen 2" — 121 F o ummen hhw. gennemsnittet af de n forste
no? o?/n

variable minus middelveerdien deraf, divideret med standardafvigelsen,
dvs. udtrykket har middelveerdi 0 og varians 1.

« Ifelge Store Tals Lov (side 43) vil %S,, — p veere meget lille (med meget stor
sandsynlighed) nar n vokser. Den Centrale Graenseverdisatning fortaeller
hvordan %S,, — p bliver meget lille, nemlig pa en sadan made at %S,, -y

divideret med Vo?/n er standardnormalfordelt.
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» Satningen er yderst generel, idet der ikke gores andre antagelser om X-er-
nes fordeling end at den har en middelverdi og en varians.
Beviset for seetningen forbigas.

3.4 Opgaver

Opgave 3.1

Skitsér gammafordelingens tethed for forskellige veerdier af formparameter og ska-
laparameter. (Find blandt andet ud af hvordan udseendet naer x = 0 afheenger af
parametrene; se f.eks. pa )l(i_r)x(l]f(x) og ’l(i_r%f'(x).)

Opgave 3.2
Skitsér normalfordelingens taethed for forskellige verdier af y og o2,

Opgave 3.3

Lad F vere en kontinuert og strengt voksende funktion defineret pé et abent interval
I C R, og sddan at F(x) konvergerer mod 0 hhv. 1 nar x konvergerer mod venstre
hhv. hejre endepunkt af I (dvs. F kan — eventuelt efter en lille udvidelse — vaere en
fordelingsfunktion).

1. Antag at den stokastiske variabel U er ligefordelt pa ]0;1[. Vis at fordelingsfunk-

tionen for X = F~!(U) er F.

2. Antag at Y har fordelingsfunktion F. Vis at V = F(Y) er ligefordelt pa ]0;1[.
Kommentar: Computerprogrammer har ofte en funktion der leverer tilfeeldige (eller i
det mindste pseudo-tilfeldige) tal fra ligefordelingen pa ]0; 1[. Denne opgave anviser
én mulig made til ud fra tilfeeldige ligefordelte tal at fremstille tilfeeldige tal fra en
vilkarlig kontinuert fordeling.

Opgave 3.4
En todimensional cowboy affyrer sin pistol i en tilfeeldig retning. Et stykke fra cowboyen
er der et meget langt (f.eks. uendelig langt) plankevaerk.
1. Hvad er sandsynligheden for at kuglen rammer plankeveerket?
2. Givet at han rammer, hvad kan man s sige om fordelingen af det sted kuglen
rammer?

Opgave 3.5
Antag at (X1, X,) er en todimensional stokastisk variabel med tethedsfunktion f(x,x,),

jf. definition 3.3. Vis at funktionen fi(x;) = J f(x1,x;)dx; er en tethedsfunktion for X;.
R

Opgave 3.6
Antag at X; og X, er uafhengige stokastiske variable med teethedsfunktioner f; og f.
Set Y] =X, +X; 08 Y, =X;.

1. Find tethedsfunktionen for (Y}, Y;). (Benyt seetning 3.5.)

2. Find fordelingen af Y;. (Benyt evt. opgave 3.5.)

3. Gore rede for at det foregdende er et bevis for saetning 3.3.
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Opgave 3.7

Pa side 73 stér der at det folger af seetning 3.9 at middelverdien og variansen i gamma-
fordelingen er linezre funktioner af formparameteren, og at middelvardien er liner i
skalaparameteren og variansen kvadratisk i skalaparameteren. Ger rede for hvordan
det folger af saetningen.

Opgave 3.8
Kvikselvindholdet i sveerdfisk er i visse egne af USA normalfordelt med middelveerdi
1.1 ppm og varians 0.25ppm? (se f.eks. Lee and Krutchkoff (1980) og/eller opgave 5.2
og 5.3 i Larsen (2006)), men efter sundhedsmyndighedernes vurdering ber gennem-
snitsindholdet af kvikselv i konsumfisk ikke overstige 1 ppm. De fisk der selges via
de autoriserede salgskanaler, bliver kontrolleret af sundhedsmyndighederne, og hvis
kvikselvindholdet i en fisk er for hejt, bliver den kasseret. Imidlertid bliver ca. 25% af
de fangede fisk solgt pa det sorte marked og altsd uden om kontrollen; derfor er det
ikke tilstraekkeligt at myndighederne anvender en kassationsregel der hedder »hvis
fisken indeholder over 1 ppm kvikselv, sé kasseres den«.

Hvor lille skal myndighedernes kassationsgrense vere for at det forventede kvik-
solvindhold i en solgt fisk (solgt legalt eller illegalt) bliver under 1 ppm, og hvordan
skal graensen vealges hvis det forventede indhold skal veare sa lille som muligt?

Opgave 3.9
Lad X veere en stokastisk variabel. Vi definerer stotten for X (eller mere preecist: stotten
for fordelingen af X) som den mindste afsluttede delmangde B C IR med den egenskab
at P(X € B) = 1. Stotten for X betegnes supp(X). — Man kan ogsa karakterisere supp(X)
pé folgende made: x & supp(X) hvis og kun hvis der findes en aben omegn U af x saledes
at P(X € U) =0.
1. Antag at X er diskret med sandsynlighedsfunktion f.
Vis at supp(X) = {x: f(x) > 0} (dvs. stetten for f).
2. Antag at X er taellelig med sandsynlighedsfunktion f. Hvad er supp(X) i dette
tilfeelde?
(Testeksempel: En stokastisk variabel der antager veerdien 1 med sandsynlighed
27" n=1,2,3,.)
3. Antag at X er kontinuert med taethedsfunktion f. Hvad er supp(X) da?

4 Frembringende funktioner

INDEN FOR MATEMATIKKENS VERDEN finder man mange eksempler pa at man
konstruerer og benytter en-entydige oversattelser, repraesentationer, af én mate-
matisk struktur til en anden. En af pointerne hermed er at visse reesonnementer
eller beviser eller udregninger er nemmere i nogle af strukturerne end i andre.
Et klassisk eksempel er logaritmefunktionen, der som bekendt er en isomorfi
mellem (R4, -) og (R, +), og som altsd laver gange-stykker om til plus-stykker.

I dette kapitel skal vi mede en repraesentation af mangden af stokastiske
variable med verdier i N (eller mere rigtigt: af meengden af sandsynlighedsfor-
delinger pa IN) ved hjlp af sakaldte frembringende funktioner.

Bemark: Alle stokastiske variable der optraeder i dette kapitel, er stokastiske
variable med verdier i INj.

4.1 Grundlaeggende egenskaber

DEFINITION 4.1: FREMBRINGENDE FUNKTION
Lad X vere en stokastisk variabel med verdier i INy. Den frembringende funktion for
X (eller mere precist: for fordelingen af X) er funktionen

G(s)=Es¥ = ZSXP(X =x), se€[0;1]
Teorien for frembringende funktionen traekker i hoj grad pa resultater fra teorien

for potensrakker. For den frembringende funktion G for X gelder blandt andet:
1. G er kontinuert og har verdier i [0;1], specielt er G(0) = P(X = 0) og

G(1)=1.
2. G er vilkarligt mange gange differentiabel pa ]0;1[, og den k-te afledede
er

GR(s) = Zx(x— )(x=2)...(x—k+1)s*F P(X = x)
k

X

:E(X(X—1)(X—2)...(X—k+1)sx’k).

Specielt er G¥)(s) > 0 for alle s € [0;1].
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3. Sattes s = 0 i udtrykket for G®)(s), fas G¥)(0) = k!P(X = k), dvs. det er

muligt at regne fra den frembringende funktion tilbage til sandsynligheds-
fordelingen.
Heraf folger at to forskellige sandsynlighedsfordelinger ikke kan have sam-
me frembringende funktion, eller sagt pa en anden made: den afbildning
der til en sandsynlighedsfordeling knytter dens frembringende funktion,
er injektiv.

4. Ved at lade s — 1 i udtrykket for G®)(s) far vi at

GH(1) =B(X(X - 1)(X=2)...(X —k+1)), (4.1)

mere praecist geelder der at lin} GH(s) er et endeligt tal hvis og kun hvis
55—

X* har middelverdi, og i givet fald er (4.1) opfyldt.
Vi noterer specielt at
EX=G(1) (4.2)

og
VarX =G"(1)-G'(1)(G'(1)- 1)
=6"(1)-(6'()) + 6.

(formlen for variansen folger ved brug af opgave 2.3).
Et nyttigt og vigtigt resultat er

SATNING 4.1

Hvis X og Y er uafhengige stokastiske variable med frembringende funktioner
Gx 0g Gy, sd er den frembringende funktion for summen af X og Y produktet af de
frembringende funktioner: Gx,y = Gx Gy.

Bevis

For |s| < 1 er Gy,y(s) = EsX*Y = E(sXsy) = EsXEsY = Gx(s)Gy(s) hvor vi
forst har brugt eksponentialfunktionernes funktionalligning og derneest sat-
ning 1.17/2.7 (side 37/54). ul

Eksempel 4.1:  Etpunktsfordeling
Hvis X er udartet i a, sa er dens frembringende funktion G(s) = s%.

Eksempel 4.2:  01-variabel
Hvis X er en 01-variabel med P(X = 1) = p, sa er dens frembringende funktion G(s) =
1-p+sp.

Eksempel 4.3: Binomialfordelingen
Binomialfordelingen med parametre n og p er fordelingen af en sum af n uafhaen-
gige identisk fordelte 01-variable med parameter p (definition 1.10 side 32). Ifelge
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setning 4.1 og eksempel 4.2 er den frembringende funktion for en binomialfordelt
stokastisk variabel Y med parametre n og p derfor G(s) = (1 —p +sp)".

I eksempel 1.20 side 43 fandt vi binomialfordelingens middelveerdi og varians til np
og np(1—p). Nu prover vi at finde disse storrelser ud fra den frembringende funktion.
Vi har

G'(s)=np(l-p+sp)"™ o5  G'(s)=n(n-1)p*(1-p+sp)"?,
sa
G'(1)=EY=np og G’(1)=E(Y(Y-1))=n(n-1)p>
Ifolge (4.2) 0g (4.3) er da
EY =np og VarY =n(n—1)p* —np(np-1) = np(1 -p).

Vi kan ogsa fa et nyt bevis for setning 1.12 (side 33): Ifolge seetning 4.1 er den frembrin-
gende funktion for summen af to uafhangige binomialfordelte variable med parametre
ny og p hhv. n, og p,

(L=p+sp)" -(L=p+sp) =(1=p+sp)"™
og hojresiden ses at veere den frembringende funktion for binomialfordelingen med
parametre 1y + 1, og p.

Eksempel 4.4: Poissonfordelingen
Poissonfordelingen med parameter y (definition 2.10 side 60) har frembringende funk-
tion

G(s) = ZS*% exp(—pi) = exp(—p) ) _ (V;) = exp(p(s—1)).
x=0 ) x=0 :

P4 samme made som for binomialfordelingen kan vi ved hjelp af frembringende
funktioner uhyre let vise resultatet i seetning 2.16 (side 61) om fordelingen af en sum af
to uafheengige poissonfordelte variable.

Eksempel 4.5: Negativ binomialfordeling

Den frembringende funktion for en negativt binomialfordelt stokastisk variabel X
(definition 2.9 side 58) med sandsynlighedsparameter p € ]0; 1 og formparameter k > 0
er

o (x+k—-1 o (x+k—-1 v (1 1-p\*F

_ “h) ke — ok - _ _(f_ 1=

G(s)—Z( ! )p (1-pfs=p Z( ‘ )((1 p)s) —(p ; s) .
x=0 x=0

(Til det sidste lighedstegn har vi benyttet nr. 3 af binomialreekkerne pé side 58.) Sé er

k-1 2 k2
Gr(s):kl;p(l_l—lis) og G"(s):k(k-*—l)(l;p) (l_l;ps)
p \p p p p p

Det seetter vi ind i (4.2) og (4.3) og far

EX:kl;p og VarX:kl;zp
P p
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som pastdet side 59.
Ligeledes kan man ved hjelp af frembringende funktioner helt uden videre vise
setning 2.14 side 58 om fordelingen af en sum af negativt binomialfordelte variable.

Som det fremgar af eksemplerne, er det ofte sddan at nar man ferst har fundet
den frembringende funktion for en fordeling (og det kan undertiden godt vere
besveerligt), sa er der mange ting der gar uhyre nemt, eksempelvis kan man altsa
finde middelverdi og varians blot ved at differentiere et par gange og foretage
en simpel udregning.

Vi har tidligere set nogle eksempler pa konvergens af sandsynlighedsfordelinger:
binomialfordelingen konvergerer under visse omstendigheder mod en poisson-
fordeling (setning 2.15 side 60), og den negative binomialfordeling konvergerer
ligeledes under visse omstendigheder mod en poissonfordeling (opgave 2.8
side 62). Konvergens af sandsynlighedsfordelinger pa IN( hanger sammen med
konvergens af frembringende funktioner:

SETNING 4.2: KONTINUITETSS ETNINGEN

Antag at vi for hvert n€ {1,2,3,..., 00} har en stokastisk variabel X, med frembrin-
gende funktion G, og sandsynlighedsfunktion f,. Da gelder at nh_)n(}o fulx) = foolx) for
alle x € Ny hvis og kun hvis r}l_}rgo G, (s) = Goo(s) for alle s € [0; 1].

Beviset for saetningen udelades (det er mere en ovelse i matematisk analyse end
i sandsynlighedsregning).

Nu vil vi ga over til at undersoge nogle nye problemer, dvs. problemer der ikke
er behandlet tidligere i denne fremstilling.

4.2 Sum af et stokastisk antal stokastiske variable

SATNING 4.3

Antag at N, Xy, X,,... er indbyrdes uafhengige stokastiske variable, og at alle X-erne
har samme fordeling. St Y = Xy + X, +...+ Xy. Da gelder at den frembringende
funktion Gy for Y er

Gy =Gy oGy, (4-4)

hvor Gy er den frembringende funktion for N og Gx den frembringende funktion for
X-ernes fordeling.

Bevis
For de udfald w € Q for hvilke N(w) =n, er Y(w) = X;(w) + Xp(w) + -+ + X, (w),
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dvs.{Y =ypog N =n}={X; + X, +---+ X, =y og N = n}, sa derfor er

Gy(s) = isyPY y) = isyiP(Y:yogN:n)
=0 y=0 n=0
:isyiPX1+X2+-~~+X,,:y)P(N:n)
=0 n=|
i(islfpxl+xz+ +X, y))P(N:n),
n=0"y=0

hvor vi undervejs har benyttet at N er uafhaengig af X; + X, +---+ X,,. Udtrykket

i den store parentes er den frembringende funktion for X; + X, +---+ X,;, og den
n

er ifolge setning 4.1 lig (GX(s)) . Det indsaetter vi og far

Her er hgjresiden nu faktisk den frembringende funktion for N, udregnet i
punktet Gx(s), sa alt i alt er vi naet frem til at for vilkarligt s er

Gy(s) = Gn(Gx(s)),
hvilket var det der skulle vises. ]

Eksempel 4.6:  Mider pd ebleblade

Den 18. juli 1951 udtog man tilfeeldigt 25 blade péa hvert af seks McIntosh-zabletraeer i
en axbleplantage i Connecticut og talte hvor mange rede mider (voksne hunner) der var
pa hvert blad. Derved fik man tallene i tabel 4.1 (Bliss and Fisher, 1953).

Hvis miderne var drysset tilfaeldigt ud over abletraerne, ville det formentlig give
sig udslag i at antal mider pr. blad var poissonfordelt. Statistikerne kan undersoge om
talmaterialet med rimelighed kan beskrives med en poissonfordeling, og svaret er at
poissonfordelingen ikke giver en god beskrivelse. Derfor ma man finde pa noget andet.

Man kan argumentere for at miderne er placeret i kolonier eller klumper, s man
kunne overveje en model der afspejler dette. Eksempelvis kunne man taenke sig at
miderne blev placeret pa bladene ved hjalp af en totrins-tilfeeldighedsmekanisme:
forst bestemmes hvor mange mideklumper der skal veere pa det foreliggende blad,
og dernaest bestemmes hvor mange individer der skal veere i hver af klumperne. Lad
N vare en stokastisk variabel der angiver antal klumper pa bladet, og lad X;,X,,...
vere stokastiske variable der angiver antal individer i klump nr. 1,2,... Det man har
observeret, er sa 150 veerdier af Y = X; + X, +... + Xy (dvs. Y er en sum af et stokastisk
antal stokastiske variable).

Da det altid er en god idé at forsege sig med simple modeller for man kaster sig
ud i de indviklede, vil vi antage at de stokastiske variable N, X7, Xj,... er uafthengige,



Tabel 4.1
Mider pa ebleblade
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antal blade med y mider

70
38
17
10

9

Ny Ul B W N RO |

F

3
2
1
o

150

og at alle X-erne har samme fordeling. — Herefter er de eneste uafklarede elementer i
modellen fordelingen af N og fordelingen af X-erne.

Den forst foreslaede model at antal mider pé et blad er poissonfordelt, dur som
neaevnt ikke, men maske sa i stedet antal klumper pr. blad er poissonfordelt? Lad
os antage at N er poissonfordelt med parameter y > 0. Antal individer pr. klump
modellerer vi med en logaritmisk fordeling med parameter « € [0;1[, dvs. fordelingen
med punktsandsynligheder

1 a*

=, =1,23,...
—-In(l1-a) x X 3

f®)
(der er nedvendigvis et positivt antal mider i en klump). — Det er ikke serlig klart
hvorfor man lige valger denne fordeling, men der kommer et pant slutresultat ud af
det.

Setning 4.3 forteeller hvordan man udtrykker den frembringende funktion for Y
ved hjalp af de frembringende funktioner for N og X. Den frembringende funktion
for N fandt vi i eksempel 4.4 til Gy(s) = exp(y(s - 1)). Den frembringende funktion for
X-ernes fordeling er

Gx(s)=

i (@s)*  —In(l -as)

x  -In(l-a)

gk

x _ 1
SFN =it

X x=1

Den frembringende funktion for Y er ifolge setning 4.3 Gy(s) = GN(GX(S)), og vi far
derfor

_1ln(1 -
Gy(s) = exp(y(% - 1))

o u lnl—ﬂs ~ 1—as W/ 1n(1-a)
_epln(l—a) l-a ) \l-a

B 1 - a Sy/ln(l—a)_ lil_ps—k
“\l-a 1-a “\p p
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hvor p = 1-a og k = —p/Inp. Denne funktion genkender vi som den frembringen-
de funktion for den negative binomialfordeling med sandsynlighedsparameter p og
formparameter k (eksempel 4.5). Antallet Y af mider pa et blad er siledes negativt
binomialfordelt.

Kororrar 4.4
Iden i setning 4.3 beskrevne situation er

EY =ENEX
VarY =EN Var X + VarN (EX)2.

Bevis

Formlerne (4.2) og (4.3) angiver sammenhangen mellem pé den ene side den
frembringende funktion og pa den anden side fordelingens middelveerdi og
varians. Hvis man differentierer (4.4), fir man at G}, = (G} 0Gx) G} der udregnet
i punktet 1 giver EY = EN EX. Tilsvarende kan man udregne Gy i punktet 1
og efter nogle omskrivninger nd frem til det pastdende resultat. O

4.3 Forgreningsprocesser

En forgreningsproces er en serlig slags stokastisk proces. Generelt er en sto-
kastisk proces en familie (X(t) : t € T) af stokastiske variable, indiceret ved en
storrelse t som man plejer at kalde for tiden, og som varierer i en meengde T der
ofte er [0; +oo[ (»kontinuert tid«) eller N (»diskret tid«). Veerdimzngden for de
stokastiske variable er normalt en delmzngde af enten Z (»diskret tilstandsrum«
eller R (»kontinuert tilstandsrum«).

En forgreningsproces med diskret tid og diskret tilstandsrum kan nu pree-
senteres pa folgende made. Lad os sige at vi har at gore med en serlig slags
individer der alle har levetid 1 tidsenhed; nar individets berammede levetid
er udlebet, vil det enten do eller spaltes i et stokastisk antal nye individer; de
nye individer er af samme slags som deres stamfar, dvs. hvert af dem lever
1 tidsenhed hvorefter det enten der eller spaltes i et antal nye, osv. Individerne
dor/formerer sig stokastisk uafhaengigt af hverandre, og den sandsynlighedsfor-
deling der bestemmer hvor mange efterkommere et individ far, er den samme
for alle individer og til alle tider. Hvis vi lader Y(t) betegne det samlede antal
individer til tid ¢ (opgjort efter at de dedsfald og spaltninger der skal ske til tid
t, er sket), sa er (Y(t): t € N) et eksempel pa en forgreningsproces.

De sporgsmal man stiller til en forgreningsproces, er blandt andet: givet at
Y(0) = vy, hvad kan man sa sige om fordelingen af Y(#)? hvor stor er middel-
vaerdien og variansen af Y(t)? hvor stor er sandsynligheden for at Y(¢) = 0, dvs.

OM NOTATIONEN

I de forste kapitler
gjorde vi meget ud af
at stokastiske variable
er funktioner defineret
pa et udfaldsrum Q;
efterhdnden forsvandt
bade w-erne og Q) ud af
billedet. Nér der nu stéar
Y(t), er det sa fordi t har
overtaget w’s plads?
Nej, der er stadig et
underforstaet (), og det
ville veere mere korrekt
at skrive Y(w, t) og ikke
bare Y(t). Meningen er,
at for hvert t har vi en
almindelig stokastisk
variabel w = Y(w,t), og
for hvert w har vi en
funktion t - Y(w,t) af
»tiden« t (som antager
heltalsverdier).
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populationen er udded til tid #? hvor lang tid gar der inden populationen udder
(hvis den udder)?

Vi vil opstille en matematisk model for en forgreningsproces og besvare nogle
af spergsmalene.

Den sakaldte afkomstfordeling spiller en afgerende rolle i modellen. Afkomst-
fordelingen er den sandsynlighedsfordeling der modellerer antal efterkommere
som det enkelte individ far ndr der gar 1 tidsenhed. Afkomstfordelingen er
en fordeling pa INy = {0,1,2,...}; veerdien 0 svarer til at individet der uden at
fa efterkommere, veerdien 1 svarer til at individet dor men far 1 efterkommer
(eller at individet lever videre), vaerdien 2 svarer til at individet der men far 2
efterkommere, osv.

Lad G vaere afkomstfordelingens frembringende funktion. Processen startes
til tid t = 0 med ét individ. Til tid ¢ = 1 bliver dette individ til Y(1) nye, og den
frembringende funktion for Y (1) er

s> E(sy(l)) =G(s).

Til tid t = 2 bliver hver af de Y(1) individer til et stokastisk antal nye, sa Y(2)
er en sum af Y(1) uafhengige stokastiske variable, hver med frembringende
funktion G, og ifelge setning 4.3 er den frembringende funktion for Y(2) da

s+ E(s"?) = (Go G)(s).

Til tid t = 3 bliver hver af de Y(2) individer til et stokastisk antal nye, sa Y(3)
er en sum af Y(2) uafhangige stokastiske variable, hver med frembringende
funktion G, og den frembringende funktion for Y(3) er da ifelge seetning 4.3

s+ E(s") =(GoGoG)(s).
Fortseettes reesonnementet, far man at den frembringende funktion for Y (¢) er

s+ E(s"")=(GoGo...oG)(s). (4.5)
t

(Bemeerk i ovrigt at hvis vi var startet med y, individer til tid 0, s var den
frembringende funktion blevet ((G 0Go...0 G)(s))y“; det er en konsekvens af
setning 4.1.)

Lad os kalde middelveerdien i afkomstfordelingen for y; vi minder om at
= G’(1) (formel (4.2)). Da formel (4.5) som neevnt bare er en anvendelse af
setning 4.3, kan vi anvende korollaret til denne setning og fa det ikke voldsomt
overraskende resultat at EY(t) = p!, dvs. i middel er der eksponentiel vaekst
(eller uddeen). Mere interessant er
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SATNING 4.5
Antag at Y(0) =1 og at afkomstfordelingen ikke er etpunktsfordelingen i 1.
Sa gelder:
* Hvis p <1, vil populationen udde med sandsynlighed 1, nermere bestemt er

1 fory=0

nmP<Y<t):y>={O fory=1,23,...

t—o0

* Hvis p> 1, vil populationen udde med sandsynlighed s* og vokse ud over alle
grenser med sandsynlighed 1 — s*, nermere bestemt er

. s fory=0
tlggoP(Y(t),y),{O fory=1,2,3,...

Her betegner s* den losning til ligningen G(s) = s som er mindre end 1.

Bevis
Vi vil vise saetningen ved at vise konvergens af den frembringende funktion for

()

Y (t): for hvert givet fast s vil vi finde greenseverdien af Esg nar t — co. Ifelge

formel (4.5) er talfolgen (E S;(t))rGIN den samme som den talfelge (s,),cn der er
fastlagt ved
Sus1 =G(sy), n=0,1,2,3,...

Denne talfolges opforsel athenger af udseendet af G og af startveerdien sy. Pa
intervallet |0; 1[ er G og alle dens afledede som tidligere navnt ikke-negative,
og desuden er G(1) = 1 og G'(1) = p. Da vi pr. forudsetning har udelukket
muligheden G(s) = s for alle s (svarende til at afkomstfordelingen er etpunkts-
fordelingen i veerdien 1), kan man konkludere at
* Hvis p<1,saer G(s)>sforallese]0;1[.
I sé fald er talfelgen (s,) voksende og saledes konvergent. Kald graen-
seveerdien §$; sd er § = Jijrgos,, = ’}LI& G(sy+1) = G(5), hvor det midterste
lighedstegn folger af definitionen pa (s,) og det sidste lighedstegn folger
af at G er kontinuert i §. Det eneste punkt § € [0; 1] for hvilket G(5) =§, er
§=1, sa vier ndet frem til at folgen (s,,) er voksende og har graenseveerdi 1.
* Hvis p > 1, sa findes preecis et tal s* € [0; 1[ sdledes at G(s*) = s*.
- Hviss* <s<1,séers*<G(s)<s.
Deraf folger at hvis s* < sy < 1, sé er talfelgen (s,) aftagende og
derfor konvergent med en grenseveerdi § > s*. P4 samme méade som
i tilfeeldet p < 1 indses at G(3$) = §, og man kan derfor konkludere at
greenseverdien faktisk er s*.
— Hvis 0 <s <s*,sd ers<G(s) <s*.

0
0 Su

0
0

Sne1Sn+2 1

Tilfeldet p <1

s Sne28n+1 Sn 1
Tilfeldet > 1
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Deraf folger at hvis 0 < sy < s*, sé er talfolgen (s,) voksende, og dens

grenseveerdi ma (med et lignende argument som i forrige punkt)

veere s*.

— Huvis sg er enten s* eller 1, sa er talfelgen (s,) konstant lig s.

I tilfeeldet p < 1 viser ovenstdende betragtninger at den frembringende funktion
for Y(t) konvergerer mod den frembringende funktion for etpunktsfordelingen
i punktet 0 (nemlig den konstante funktion 1), dvs. populationen udder med
sandsynlighed 1.

I tilfeeldet p > 1 viser ovenstdende betragtninger at den frembringende funk-
tion for Y(t) konvergerer mod den funktion som har veerdien s* pa intervallet
[0; 1] og veerdien 1 i punktet 1. Denne funktion er ikke frembringende funktion
for en almindelig sandsynlighedsfordeling (s& skulle funktionen have veeret
kontinuert i 1), men med lidt god vilje kan man sige at den er frembringende
funktion for en sandsynlighedsfordeling der placerer sandsynlighedsmassen s*
i punktet 0 og sandsynlighedsmassen 1 —s* i et uendelig fjernt punkt.

Man kan faktisk godt udvide teorien for frembringende funktioner til at
omfatte fordelinger der placerer noget af sandsynlighedsmassen i et uendelig
fjernt punkt, men dette kraever en naeermere redeggrelse (som ikke vil blive bragt
her); i stedet ngjes vi med at vise folgende to pastande:

tlim P(Y(t)=0)=s* (4.6)
tlirn P(Y(t)<c)=s* forallec>0. (4.7)

Da P(Y(t) = 0) er lig veerdien af den frembringende funktion for Y(t) udregnet i
s =0, folger (4.6) uden videre af det foregdende. For at vise anden del foretager
vi nogle omskrivninger hvor vi blandt andet benytter Markovs ulighed (lem-
ma 1.24 side 39):

P(Y(t)<c)=P(s"") 2 5°) <5 Es" )

hvor 0 <s < 1. For t — oo gar s “Es?() ifplge det tidligere viste mod s~°s*; ved
at veelge s tilstreekkelig teet pd 1, kan s™¢s* komme lige s& taet pd s* som vi
onsker, si limsup P(Y(¢) < ¢) < s*. P4 den anden side er P(Y(¢) = 0) < P(Y(t) < ¢)
t—oo

og tlim P(Y(t) = 0) = s*, hvoraf s* < litmian(Y(t) < ¢), sa alt i alt eksisterer
grenseverdien tlim P(Y(t) <c) og er lig s*.

Formlerne (4.6) og (4.7) viser at uanset hvor stort et interval [0; c] vi velger,
sa vil det i graensen nar t — oo ikke indeholde andet sandsynlighedsmasse end
den der befinder sig i punktet y = 0. O
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4.4 Opgaver

Opgave 4.1

Den kosmiske straling antages — i hvert fald i denne opgave — at optrade i form af
partikler der ankommer »helt tilfeeldigt« til det maleapparat der skal registrere dem.
At de kommer »helt tilfeeldigt«, betyder at antal partikler (med en given energi) der
ankommer i et tidsrum af laengde ¢, er poissonfordelt med parameter At, hvor A er en
stralingsintensitet.

Lad os nu sige at det apparat der skal registrere partiklerne, er lettere defekt saledes
at de enkelte partikler ikke med sikkerhed registreres, men at der er en vis konstant
sandsynlighed for at partiklen ikke registreres. Hvad kan man sige om fordelingen af
antal registrerede partikler?

Opgave 4.2

Benyt s@tning 4.2 til at vise at binomialfordelingen med parametre 1 og p konvergerer
mod poissonfordelingen med parameter y nar # — oo og p — 0 pa en sadan made at
np — . (Dette er vist pa en anden made i seetning 2.15 side 60.)

Opgave 4.3

Benyt setning 4.2 til at vise at den negative binomialfordeling med parametre k og p
konvergerer mod poissonfordelingen med parameter y nar k — oo og p — 1 pa en sadan
made at k(1 —p)/p — p. (Dette var ogsa genstand for behandling i opgave 2.8 side 62.)

Opgave 4.4
I seetning 4.5 antages det at processen starter med ét individ. Hvad vil der geelde hvis
man i stedet starter med vy, individer?

Opgave 4.5
Betragt en forgreningsproces hvor afkomstfordelingen placerer sandsynlighederne p,
p1 og py pa tallene 0, 1 og 2 (pg + p1 + p2 = 1), dvs. nar der gar et tidsskridt, bliver hvert
individ til 0, 1 eller 2 med de navnte sandsynligheder.

Hvordan afheenger sandsynligheden for at processen for eller senere udder, af pg, p;

0g p2?

Tip:
Hvis

(z,) er en (reel eller

kompleks) talfolge som
konvergerer mod det

ende

lim
n=o0

lige tal z, sa er

i 117
(1+ o ) =exp(z).



5 Generel teori

DeTTE KAPITEL ABNER en smal spraekke ind til teorien for sandsynlighedsmal pa
generelle udfaldsrum.

DEeFINITION 5.1:
Lad Q) vere en ikke-tom mengde. En mengde F af delmengder af Q) kaldes en
o-algebra pa Q) hvis der gelder:
1. QeF.
2. F er afsluttet over for komplementermengdedannelse, o: hvis A € F, sd er
ACeF.

3. F er afsluttet over for tellelige foreningsmengdedannelser, o: hvis Ay, A,,...

O-ALGEBRA

er en folge i F, s er foreningsmengden UA” 0gsd i F .

n=1

Bemerkninger: Lad & veere en o-algebra. Da @ = QF, folger det af 1 og 2 at
& o c
@e¥ .Da ﬂAn = (U Af,) , folger det af 2 og 3 at F ogsa er afsluttet over for

n=1 n=1
taellelige faellesmaengdedannelser.
Pa de reelle tal R opererer man med en serlig o-algebra % kaldet Borel-o-alge-
braen, som er den mindste o-algebra pa R som indeholder alle abne delmangder
af R; % er ogsa den mindste o-algebra pa R som indeholder alle intervaller.

DEFINITION 5.2: SANDSYNLIGHEDSRUM
Et sandsynlighedrum er et tripel (QO, & ,P) bestdende af
1. et udfaldsrum Q) som er en ikke-tom mengde,
2. en o-algebra F af delmengder af Q,
3. et sandsynlighedsmadl pa (Q, F ), dvs. en afbildning P : F — R som er
* positiv: P(A)> 0 foralle Ac &,
* normeret: P(QQ) =1, og
e o-additiv: hvis Ay, A,,... er en folge af parvis disjunkte hendelser fra F,

sder P(OA,-) - iP(A,-).
i=1 i=1

SETNING 5.1
Lad (Q, F ,P) vere et sandsynlighedsrum. Der gelder at sandsynlighedsmdlet P er
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monoton-kontinuert i den forstand at hvis A} C Ay C A3 C... er en voksende folge

iF,sder UA” € F,o0g lim P(A,) = P(U A, ); og tilsvarende gelder der at hvis
n—oo
n=1 n=1

By 2 By 2 B3 2 ... er en aftagende folge i F, sa er mB,, € ¥, o0g lim P(B,) =
n—o0

n=1
P(ﬂ Bn).
n=1

Bevis
Pa grund af den endelige additivitet er

P(A) = P((Ay \ Aus1) U (At \Aup) U U (A \ A U (A \ @)
= P(An \An—l) +P(Arz—l \An—z) +... +P(A2 \Al) +P(A1 \Q)

For n — oo fas derfor (idet vi seetter Ay = @)

= )

tim P(1,)= 3 Pa\ A, =(Ji4\ Aecn)) =B 4,)
=1

n—00
n=1 n n=1

hvor det midterste lighedstegn folger af at & er en o-algebra og P er o-additiv.
Hermed er saetningens forste pastand vist. Den anden pastand folger ved at se
pa den voksende folge A, = BS,. O

Definitionen af stokastisk variabel ser nu sadan ud (slgn. definition 1.6 side 24):

DEFINITION 5.3: STOKASTISK VARIABEL
En stokastisk variabel pd (QQ, F ,P) er en afbildning X af Q) ind i R med den egenskab
at {X € B} F for ethvert Be %.

Bemeerkninger:

1. Betingelsen {X € B} € # sikrer at P(X € B) er en meningsfuld storrelse.

2. Undertiden skriver man X~!(B) i stedet for {X € B} (der jo er en kort
betegnelse for {w € Q : X(w) € B}), og man opfatter X! som en afbildning
der afbilder delmengder af R over i delmaengder af ). De to krav der
stilles til X for at det er en stokastisk variabel, er da at X afbilder Q) over i
R og X! afbilder & over i . Man taler om at X : (2, F ) — (R, B) er en
mdlelig afbildning.

Fordelingsfunktion defineres ganske som tidligere (definition 1.7 side 25):
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DEFINITION 5.4: FORDELINGSFUNKTION
Fordelingsfunktionen for en stokastisk variabel X er funktionen

F:R—[0;1]
x+—P(X <x)
Der galder de samme resultater som vi tidligere har set:

LEmMA 5.2
Huvis den stokastiske variabel X har fordelingsfunktion F, sd er

P(X <x)=F(x),
P(X>x)=1-F(x),
P(a<X <b)=F(b)-F(a),
for vilkarlige reelle tal x og a <b.

SAETNING 5.3
Fordelingsfunktionen F for en stokastisk variabel X har folgende egenskaber:
1. Den er ikke-aftagende, dvs. hvis x <y, sd er F(x) < F(p).

2. lim F(x)=0o0g lir+n F(x)=1.
X——00 X—+00
3. Den er hojrekontinuert, dvs. F(x+) = F(x) for alle x.
4. Iethvert punkt x gelder P(X = x) = F(x) — F(x—).
5. Et punkt x er et diskontinuitetspunkt for F hvis og kun hvis P(X = x) > 0.
Bevis

De enkelte punkter i seetningen vises saledes:

Ad 1: Det gamle bevis fra setning 1.6 kan overfores.

Ad 2: Meengderne A, = {X € ]-n; n]} vokser op mod hele ), sa derfor er ifolge
setning 5.1 ’}LIEO(F(n)—F(—n)) = y}ifoloP(A”) =P(X €Q) = 1. Dette i forening med
at F er ikke-aftagende og har vardier mellem 0 og 1, medferer pastand 2.

Ad 3: Meengderne {X < x + %} aftager mod {X < x}. Derfor er JLII(;[OF(X + %) =

n—oo

lim P(X <x+ %) = P(ﬂ{X <x+ %}) =P(X < x) = F(x) ifolge satning 5.1.
n=1

Ad 4: Der gaelder at P(X =x) =P(X <x)-P(X <x) = F(x)—P(U{X <x- %}) =
n=1

n

F(x)— lim P(X < x-1)= F(x) - lim F(x— %) = F(x) — F(x—) ifolge setning 5.1.
1n—00 n—oo
Ad 5: Folger af det foregaende. O

Der galder ogsd den »omvendte« setning, som vi dog ikke vil bevise her:
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SETNING 5.4

Huis der er givet en funktion F : R — [0; 1] som er ikke-aftagende og hojrekontinuert,

og lim F(x) =0 og lirP F(x) = 1, sd er F fordelingsfunktion for en stokastisk
X——00 X—+00

variabel.

5.1 Hvorfor generalisere og aksiomatisere?

1. En grund til at soge at lave en samlet aksiomatisk fremstilling af sandsynlig-
hedsregningen er at det fra et matematisk-zestetisk synspunkt er noget sjusk
hvis man er nedt til at behandle diskrete og kontinuerte sandsynligheder som to
helt forskellige typer objekter (sadan som vi har gjort i neervaerende fremstilling)
- og hvad stiller man op med fordelinger der f.eks. er en blanding af en diskret
og en kontinuert fordeling?

Eksempel 5.1
Antag at man vil modellere levetiden T af nogle dimser der er séledes beskafne at de
enten gér i stykker med det samme (o: T = 0) hvilket sker med en sandsynlighed som vi
kan kalde p, eller ogsa holder de et eksponentialfordelt stykke tid; fordelingen af T kan
da specificeres ved at sige at P(T = 0) =p og P(T >t | T > 0) = exp(—t/p), t > 0 hvor p er
eksponentialfordelingens parameter.

Fordelingen af T har en diskret komponent (sandsynlighedsmassen p placeret i 0)
og en kontinuert komponent (sandsynlighedsmassen 1 — p smurt ud péa den positive
halvakse efter en eksponentialfordeling).

2. Man vil gerne have en matematisk ramme der gor det muligt at tale om
konvergens af fordelinger. Eksempelvis er det »umiddelbart indlysende« at den
diskrete ligefordeling pa mengden {0, %, %, %,..., ”n;l,l} konvergerer mod den
kontinuerte ligefordeling pa [0; 1] ndr n — oo, og at normalfordelingen med
middelverdi p og varians 02 > 0 konvergerer mod etpunktsfordelingen i y nar
0% — 0. Ligeledes forteller den centrale grenseverdisetning (side 76) at med
passende skaleringer konvergerer fordelingen af summer af uafthangige variable
mod en normalfordeling. Teorien skal vaere i stand til at praecisere hvad det er

for et konvergensbegreb der er i spil her.

3. Vi har i simple situationer set hvordan man modellerer sammensatte forseg
med uafhangige komponenter (se bl.a. side 21f og side 29), men hvordan ger
man det generelt, og kan det lade sig gore med uendelig mange komponenter?

Eksempel 5.2

Store Tals Steerke Lov siger at hvis (X,,) er en folge af uafhaengige identisk fordelte stoka-

stiske variable med middelveerdi y, s er P( lim X, = }4) =1 hvor X,, er gennemsnittet af
n—oo

X1, Xa,..., X, (se evt. ogsd side 43). Heendelsen {lim X, = u} vedrerer uendelig mange
n-—-oo
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X-er, og man kan sperge om der overhovedet findes et sandsynlighedsrum hvor det er
muligt at have uendelig mange stokastiske variable med en ensket fordeling.

Eksempel 5.3

I afsnittene om den geometriske fordeling (side 56) og den negative binomialfordeling
(side 58) ser man pa hvor mange gange man skal gentage et 01-forseg, inden der for
forste (eller for k-te) gang kommer et 1. Der optraeder blandt andet en stokastisk variabel

Ty som betegner nummeret pa den gentagelse hvor man for k-te gang fér resultatet 1.

Det kan vere af interesse at sporge om sandsynligheden for at der for eller senere vil
veere kommet i alt k 1-ere, altsa P(Ty < o0). Hvis X;, X, X3,... er stokastiske variable der
repraesenterer 1., 2., 3., ... gentagelse af 01-forseget, er Ty en enkel funktion af X-erne:
T; = inf{t € N : X; = k}. — Hvordan kan man konstruere et sandsynlighedsrum der
tillader heendelser der vedrerer egenskaber ved uendelige folger af stokastiske variable?

Eksempel 5.4

Tag en folge (U(t): t =1,2,3...) af uafhengige identisk fordelte stokastiske variable
som er ligefordelte pa topunktsmangden {-1,1}, og definér derudfra en ny folge af
stokastiske variable (X(t):t=0,1,2,...) ved

X(0)=0
X(t)=X(t-1)+U(t), t=1,2,3,..

dvs. X(t) = U(1)+ U(2)+---+ U(t). Den derved fremkommende stokastiske proces er en
simpel random walk i én dimension. Traditionelt teenker man pa stokastiske processer
som afbildet i et koordinatsystem hvor den vandrette akse er t-aksen (tiden) og den
lodrette akse x-aksen (stedet). I overensstemmelse hermed vil vi sige at den simple
random walk (X(t) : t € N) starter i x = 0 til tid t = 0, og derefter bevaeger den sig et
skridt op eller et skridt ned hver gang der er gaet et tidsskridt.

Skridtleengderne behover ikke vere 1. Vi kan sagtens have en random walk der
beveeger sig i skridt af lengde Ax, og som bevaeger sig til tidspunkterne At,2At, 3At, ...
(her er Ax = 0 og At > 0). Vi tager denne gang en folge (U(t) : t = At,2At,3At,...) og
seetter

X(0)=0
X(H)= X(t-At)+ U(t)Ax, t=At2AL3AL,...

dvs. X(nAt) = U(At)Ax+U(2At)Ax+---+ U(nAt)Ax. Pa denne made har vi faet defineret
X(t) nar t er et helt ikke-negativt multiplum af At (o: nar t € NyAt). Derefter kan vi i
hvert delinterval |kAt; (k + 1)At[ definere X(t) ved liner interpolation; derved far vi
alt i alt en kontinuert (stykkevis lineaer) funktion ¢ — X(t), t > 0.

Man finder uden videre at E(X(nAt)) =0o0g Var(X(nAt)) =n(Ax)?, dvs. hvis t = nAt

2
(og dermed n = t/At), sé er Var X(t) = (AAXt) t. Det antyder at hvis man har planer om at

lade At og Ax gd mod 0, er det nok en god idé at gere det pa en made sa (Ax)?/At har
en greenseverdi 02 > 0, hvorved altsa Var X(t) — o2t.

Spergsmalet er nu hvordan man kan konstruere en matematisk ramme der gor den
skitserede »graenseovergang« meningsfuld — blandt andet skal det praciseres hvad det
er for nogle matematiske objekter der konvergerer, og hvad det er for en konvergens.

t
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Losningen bliver at man skal operere med sandsynlighedsfordelinger pa rum af
kontinuerte funktioner (de interpolerede random walks er alle kontinuerte funktioner
af t, og greenseprocessen ma ogsa skulle vaere kontinuert). Hvis vi for nemheds skyld
antager at 0% = 1, s bliver »greensevaerdien« den sakaldte Wiener-proces (W(t) : t > 0).
Wiener-processen, der altid er en kontinuert funktion af ¢, har en del bemaerkelsesveer-
dige egenskaber:

e Hvis 0 <s) <t <s; <ty,er tilvaeksterne W(t;) - W(s;) og W(t;) — W(s,) uafhen-
gige og normalfordelte med middelvaerdi 0 og varians hhv. (t; —s;) og (¢, — s5).
Med sandsynlighed 1 er funktionen t — W(t) intetsteds differentiabel.

Med sandsynlighed 1 vil W antage enhver reel verdi (dvs. med sandsynlighed 1
er billedmangden for t — W(t) hele R).

For ethvert x gaelder at W med sandsynlighed 1 vil passere x uendelig ofte (dvs.
{t >0: W(t) = x} indeholder med sandsynlighed 1 uendelig mange elementer).
Pionerveerkerne i det matematiske arbejde med sadanne processer er Bachelier (1900)
og Norbert Wieners arbejder fra begyndelsen af 1920-erne, se Wiener (1976, side 435-
519).

.
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Indledning

HvVOR SANDSYNLIGHEDSREGNINGEN handler om at opstille og analysere sandsyn-
lighedsmodeller for tilfeeldighedsfeenomener (samt om at etablere det fornedne
begrebsapparat), handler disciplinen matematisk statistik grundlaeggende om at
etablere og undersoge metoder til at uddrage informationer af talmaterialer der
er behaftede med en usikkerhed der antages at kunne beskrives med passende
sandsynlighedsfordelinger, og disciplinen anvendt statistik handler om hvordan
disse metoder indgér i konkrete typer af modelleringsprocesser.

Den type af problemstillinger som det kommer til at handle om, kan kort
skitseres saledes: Der foreligger et st tal x1,x5,...,x, der vil blive omtalt som
observationerne (det kunne f.eks. vere resultaterne af 115 malinger af kvik-
solvindholdet i sveaerdfisk). Man opstiller en statistisk model gdende ud pa at
observationerne er observerede verdier af stokastiske variable Xi,X5,...,X,
der har en eller anden neermere preeciseret simultan fordeling der er kendt pa
ner nogle fa ukendte parametre (f.eks. kunne X-erne vere uafhengige identisk
normalfordelte med de to ukendte parametre y og 02). Der er herefter tre ho-
ved-problemstillinger:

1. Estimation. Pa grundlag af observationer plus model skal der udregnes et
estimat (dvs. et skon eller overslag) over de ukendte parametres vaerdier;
estimatet skal naturligvis vere s godt som muligt (i en eller anden for-
stand der skal praeciseres neermere).

2. Hypoteseprovning. I forbindelse med den faglige problemstilling kan der
vere forskellige interessante statistiske hypoteser man ensker at teste. En
statistisk hypotese er et udsagn om at parameterstrukturen er simplere
end forst pastaet (f.eks. at visse parametre er kendte eller er ens).

3. Modelkontrol. Statistiske modeller er ofte ikke det fjerneste »naturtro«
i den forstand at de soger at efterligne de »virkelige« mekanismer der
har frembragt observationerne. Arbejdet med tilpasning og kontrol af
modellen og vurdering af modellens brugbarhed far derfor et anderledes
indhold og en anderledes betydning end det er tilfeeldet ved sa mange
andre typer af matematiske modeller.

-000-
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100 Indledning

I 1922 forklarede Fisher formalet med statistiske metoder saledes (Fisher (1922),
her citeret efter Kotz and Johnson (1992)):

In order to arrive at a distinct formulation of statistical problems, it is
necessary to define the task which the statistician sets himself: briefly,
and in its most concrete form, the object of statistical methods is the
reduction of data. A quantity of data, which usually by its mere bulk
is incapabel of entering the mind, is to be replaced by relatively few
quantities which shall adequately represent the whole, or which, in other
words, shall contain as much as possible, ideally the whole, of the relevant
information contained in the original data.

6 Den statistiske model

V1 viL rgrsT GIVE en forholdsvis abstrakt praesentation af begrebet en statistisk
model og nogle af de tilherende begrebdannelser, sidenhen kommer en rakke
illustrative eksempler.

Der foreligger en observation x = (x1,X5,...,x,) som antages at vere en observeret
vaerdi af en stokastisk variabel X = (X1, Xj,..., X,;) med verdier i observations-
rummet ¥; mengden X er ofte R" eller ING.

For hver verdi af en parameter O tilherende parameterrummet © har man et
sandsynlighedsmal Pg pé X. Disse Pg-er er alle sammen kandidater til at veere
X’s fordeling, og for (mindst) én verdi 6 er det rigtigt at X’s fordeling er Pg.

Udsagnet »x er en observeret veerdi af den stokastiske variabel X, og for
mindst én veerdi af 6 € © er det rigtigt at fordelingen af X er Py« er (en formu-
lering af) den statistiske model.

Modelfunktionen er en funktion f : ¥x©® — [0; +oo[ sadan at for hvert fast
6 € O er funktionen x - f(x,0) den sandsynligheds(taetheds)funktion som X
har hvis 0 er den rigtige veerdi af parameteren.

Likelihoodfunktionen svarende til x er funktionen L : ©® — [0;+oco[ givet ved
L(6) = f(x,0). - Likelihoodfunktionen kommer til at spille en central rolle
i forbindelse med teorien for estimation af parametre og test af statistiske
hypoteser.

Hvis man kan skrive likelihoodfunktionen som L(6) = g(x) h(t(x), 0) for pas-
sende valgte funktioner g, h og t, sa siges t at veere sufficient (eller at give en
sufficient datareduktion). — Sufficiensbegrebet er isar interessant nar t afbilder
ind i et rum af meget mindre dimension end ¥, typisk R eller R.

Bemaerkninger:

1. Parametre betegnes ofte med graeske bogstaver.

2. Parameterrummet © er normalt af meget mindre dimension end observa-
tionsrummet X.

3. Man vil saeedvanligvis tilstreebe at parametriseringen er injektiv, dvs. at
afbildningen 6 - Pg er injektiv.

4. Likelihoodfunktionen skal ikke summere eller integrere til 1.

5. Man opererer ofte med log-likelihoodfunktionen, dvs. logaritmen til likeli-
hoodfunktionen; man benytter altid den naturlige logaritme.
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PUNKT-NOTATIONEN
Hvis man har nogle in-
dicerede veerdier, f.eks.
ay,ay,...,a,, bruger
man som betegnelse
for summen af dem det
samme symbol, men
med et punkt pa indek-
sets plads:

o

a,=) a

i=1

Tilsvarende hvis der er
mere end et indeks:

bi.:Zbij
j
og

b =Zb,~j
1
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Lidt mere notation:
1. Undertiden har vi brug for at praecisere at L er likelihoodfunktionen
herende til netop x, og vi vil sa skrive L(0;x) i stedet for L(0).
2. Symbolerne Eg og Varg anvendes nar der er behov for at preacisere at
middelveerdien hhv. variansen udregnes med hensyn til den sandsynlig-
hedsfordeling der svarer til parameterveardien 6, altsd med hensyn til Pg.

6.1 Eksempler

Enstikpreveproblemet for 01-variable

I den generelle formulering af enstikpreveproblemet for 01-variable har man
en observation x = (x,x,,...,x,) der antages at vaere en observeret verdi af en
stokastisk variabel X = (X1, X5,..., X,,) med veerdier i X = {0, 1}". De enkelte X-er
antages at vaere uafhaengige identisk fordelte 01-variable, og P(X; = 1) = 0 hvor
6 er den ukendte parameter. Parameterrummet er © = [0; 1]. Modelfunktionen
er (jf. (1.5) side 32)

f(x,0)=0%(1-0)""", (x,0)eXx0O,
og likelihoodfunktionen er
L(O)=6%(1-0)"", 6€0O.

Som det ses, afhaenger likelihoodfunktionen kun af x gennem x,, dvs. x_ er
sufficient, eller mere preecist: funktionen der afbilder x over i x_, er sufficient.

> [Les fortsattelsen side 117.]

Eksempel 6.1

Lad os sige at man har udfert 7 gentagelser af et forseg der har de to mulige udfald 0
og 1, og at man har opnaet verdierne 1,1,0,1,1,0,0. Vi vil opstille en statistisk model
herfor.

Der foreligger observationen x = (1,1,0,1,1,0,0) som antages at vere en verdi af
en 7-dimensional stokastisk variabel X = (X, X>,..., X7) med veerdier i ¥ = {0,1})7. De
enkelte X;-er antages at vaere uafheengige identisk fordelte 01-variable, og P(X; =1) =0
hvor 6 er den ukendte parameter. Parameterrummet er ® = [0; 1]. Modelfunktionen er

7
f(x,0)= H 0%(1-0)1% = 0% (1-0)7 .
i=1

Likelihoodfunktionen svarende til observationen x = (1,1,0,1,1,0,0) er

LO)=0*(1-0)% 0el0;1]
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Den simple binomialfordelingsmodel

Binomialfordelingen fremkommer som fordelingen af en sum af uafthengige
identisk fordelte 01-variable, sa det vil neeppe overraske at statistisk analyse af
binomialfordelte observationer minder saerdeles meget om statistisk analyse af
01-variable.

Hvis Y er binomialfordelt med (kendt) antalsparameter n og ukendt sandsyn-
lighedsparameter 6 € [0; 1], er modelfunktionen

fv,6)= (Z)em -0y
hvor (y,0) e Xx© ={0,1,2,...,n} x[0; 1], og likelihoodfunktionen er

L(6) = (;)em —6)"Y, 0el0;1].

> [Laes fortsaettelsen side 118.]

Eksempel 6.2

Hvis man i eksempel 6.1 ikke interesserede sig for udfaldene af de syv enkeltforsog,
men kun for det samlede antal 1-er, sa ville situationen veare den at man havde en
observation y = 4 af en binomialfordelt stokastisk variabel Y med antalsparameter n =7
og ukendt sandsynlighedsparameter 6. Observationsrummet er X = {0,1,2,3,4,5,6,7}
og parameterrummet er © = [0; 1]. Modelfunktionen er

AP
£.01=(7)o -0, ()€ 0.1,23.45,671x(051)
Likelihoodfunktionen svarende til observationen y = 4 er
7
L(6) = (4)64(1 -0)%, 0€[0;1].

Eksempel 6.3: Rismelsbiller I

I en del af et eksempel der omtales naermere i afsnit 9.1, optreeder 144 rismelsbiller
(Tribolium castaneum) som udseettes for en bestemt dosis af insektgiften pyrethrum,
hvorved 43 af dem dor i lobet af den fastsatte observationsperiode. Hvis vi gar ud
fra at billerne er »ens«, og at de der eller ikke deor uafhangigt af hinanden, sa kan vi
tillade os at formode at antallet y = 43 er en observation af en binomialfordelt stokastisk
variabel Y der har antalsparameter n = 144 og ukendt sandsynlighedsparameter 6. Den
statistiske model er da givet ved modelfunktionen

f(l/re):(1;4)93’(1—6)14‘*‘3’, (,6)€1{0,1,2,...,144) x [0;1].

Likelihoodfunktionen svarende til observationen y = 43 er

144

L(@):(43 )943(179)144743, 0el0;1].

> [Eksemplet fortsaetter i eksempel 7.1 side 118.]

7
),0)=("16%(1-0)"7
f,0) (y) (1-0)



Tabel 6.1

Skematisk opstilling
ved sammenligning af

binomialfordelinger
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gruppe nr.
1 2 3 ... s
antal gunstige v 2 V3 . Vs
antal ikke-gunstige 1y -y, ny-v, n3-y3 ... NHg—
ialt ny ny ns e 1y

Sammenligning af binomialfordelinger

Man har observationer vy,7,,...,ys af stokastiske variable Yy,Y,,..., Y, der er
indbyrdes uafhengige binomialfordelte sdledes at Y; har antalsparameter 1;
(kendt) og sandsynlighedsparameter 6; € [0; 1]. Man kan med fordel teenke pd
observationerne som foreliggende i et skema som i tabel 6.1. Modelfunktionen

er
oo (1o

j=1
hvor parametervariablen 8 = (01,0,,...,6;) varierer i ® = [0;1]°, og observa-

S
tionsvariablen v = (v1,75,...,y;) varierer i X = I_[{O, 1,...,n;}. Likelihoodfunktio-
j=1
nen og log-likelihoodfunktionen svarende til p er

S
L(6) = konst, - ]_[eff (1-0;)"7,
j=1

InL(6) = konst, + Z(yj In0; + (1 - y;)In(1 - ej))
=1

hvor konst; er produktet af de s binomialkoefficienter, og konst, er In(konsty).

> [Fortsettes side 118.]

Eksempel 6.4: Rismelsbiller 11

Man har udsat nogle rismelsbiller for gift i forskellige koncentrationer, nemlig o.20,
0.32, 0.50 og 0.80 mg/cm?, og dernzest set hvor mange af billerne der var dede efter
13 dages forleb. Forsegsresultaterne er vist i tabel 6.2. (Giften stros ud pa gulvet hvor
billerne feerdes, derfor méles koncentrationen i mangde pr. areal.) Man er interesseret i
at undersoge om der er forskel pé virkningen af de forskellige koncentrationer. Vi vil
derfor opstille en statistisk model der ger en sddan undersegelse mulig.

Som i eksempel 6.3 vil vi antage at antal dede biller ved hver af de fire giftkoncentra-
tioner kan opfattes som observerede vaerdier af binomialfordelte stokastiske variable.
For hvert j lader vi y; betegne antal dede biller og 1; betegne antal biller i alt ved koncen-
tration nr. j, j = 1,2,3,4. Den statistiske model er da at y = (1,92, v3,4) = (43,50,47,48)
er en observeret veerdi af en firedimensional stokastisk variabel Y = (Y,Y,, Y3, Yy)
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koncentration
0.20 0.32 o0.50 0.80 Tabel 6.2

Rismelsbillers overle-
velse ved forskellige
giftdoser.

antal dede 43 50 47 48
antal ikke dede 101 19 7 2

ialt 144 69 54 50

hvor Y;, Y, Y3 og Yy er indbyrdes uafheengige binomialfordelte med antalsparametre
ny = 144, n, = 69, n3 = 54 og ny = 50 og sandsynlighedsparametre 6y, 6,, 05 og 04.
Modelfunktionen er

144 . [69 _
f(ylryz,ya,m:el,62,63,6@:( o )6?(1 -0, (yz)e?(l - 0,)%72x
(s a-omn(Pora-onon.
3 4

Log-likelihoodfunktionen svarende til observationen y er

InL(64,0,,03,04) = konst
+43In6; +1011In(1-61)+50In6, +191In(1 - 6,)
+47In05+ 7In(1-03)+48In64+ 2In(1-06y).

> [Eksemplet fortsatter i eksempel 7.2 side 119.]

Multinomialfordelingen

Multinomialfordelingen er en generalisation af binomialfordelingen: I situatio-
ner hvor man har at gere med n uafhangige gentagelser af et grundforseg der
kan resultere i et af to mulige udfald, vil antallet af gange man far den ene slags
udfald, veere binomialfordelt, jf. definition 1.10 side 32. I situationer hvor man
har at ggre med n uathaengige gentagelser af et grundforseg der kan resultere i
et af r mulige udfald w;, w,,...,w,, kan man interessere sig for de stokastiske
variable Y; der er lig antal gange man far udfaldet w;, i = 1,2,...,r. Den r-di-
mensionale stokastiske variabel Y = (Y7, Y,,...,Y;) vil blive multinomialfordelt.

Under de beskrevne omstendigheder er fordelingen af Y af formen
n r
P(Y = ):( ) oY (6.1)
v g !

nar y = (v1,92,...,9,) er et set af ikke-negative heltal der summerer til n, og
P(Y =y) = 0 ellers. Parameteren 6 = (61,0,,...,0,) er et sat af r ikke-negative
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Lolland Bornholm Alandseerne

Tabel 6.3

Genotypefordeling af AA 27 14 o

torsk fra tre lokaliteter Aa 30 20 5

i Ostersoen. aa 12 52 75
ialt 69 86 8o

reelle tal der summerer til 1, og hvor ; er sandsynligheden for at grundforseget
giver udfaldet w;. Storrelsen

er en sakaldt multinomialkoefficient og er lig med antallet af mader hvorpa man
kan dele en meengde med n elementer op i r delmengder sddan at delmzengde
nr. i indeholder netop y; elementer, i = 1,2,...,7.

Sandsynlighedsfordelingen givet ved sandsynlighedsfunktionen (6.1) omtales
som multinomialfordelingen med r klasser (eller kategorier) og med antalspara-
meter n (et kendt tal) og sandsynlighedsparameter 6.

> [Lees fortseettelsen side 119.]

Eksempel 6.5:  Torsk i Ostersoen

Den 6. marts 1961 fangede nogle havbiologer 69 torsk ved Lolland og undersegte arten
af blodets haemoglobin i hver enkelt torsk. Senere pa dret fangede man desuden nogle
torsk ved Bornholm og ved Alandseerne og undersogte dem pi samme made (Sick,
1965).

Man mener at hamoglobin-arten bestemmes af ét enkelt gen, og det som biologerne
undersogte, var torskenes genotype for sa vidt angar dette gen. Genet kan optraede i to
udgaver som traditionen tro kaldes for A og a, og de mulige genotyper er da AA, Aa og
aa. Den fundne fordeling pé genotyper for hver af de tre lokaliteter ses i tabel 6.3.

Pa hver geografisk lokalitet har man klassificeret et antal torsk i tre mulige klasser,
sa pa hver lokalitet er der tale om en multinomialfordelingssituation. (Nar der er tre
klasser, taler man ogsa om en trinomialfordeling.) Som grundmodel benytter vi derfor
den model der siger at de tre observerede tripler

) (27 i) (14 V1A 0
y=|v|=|30f, yp=|v2m|=[20|, vx=|v24|=|5
ys) \12 vss) (52 vix) \75
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stammer fra hver sin multinomialfordeling med antalsparametre henholdsvis n, = 69,
ng = 86 og nz = 80, og med sandsynlighedsparametre henholdsvis

011 01 0,4
0L =62 Op=|06m| Ox=|0x3%]

o O35 034

> [Eksemplet fortsettes i eksempel 7.3 side 119.]

Enstikpreveproblemet i poissonfordelingen

Den simpleste situation er som folger. Man har observationer y,,7,,...,, af
uafhaengige identisk poissonfordelte stokastiske variable Y}, Y>,...,Y, med para-
meter p. Modelfunktionen er

n

Vi Y.
fom=]] ’;T, exp(—4) = ——— exp(-np),
j=1

hvor p > 0 og y € INj. Likelihoodfunktionen er L(y) = konst y¥- exp(-np), og
log-likelihoodfunktionen er In L(y) = konst + y Inp—np.

> [Lees fortsettelsen side 120.]

Eksempel 6.6: Hestespark

For hvert af de 20 ér fra 1875 til 1894 har man for hvert af den projsiske armés 10
regimenter registreret hvor mange soldater der dede fordi de blev sparket af en hest
(Bortkiewicz, 1898). Det vil sige at man for hvert af de 200 »regiment-ar« kender antal
dedsfald som folge af hestespark.

Man kan give en oversigt over disse tal ved at angive i hvor mange regiment-ar der
var o dedsfald, i hvor mange der var 1 dedsfald, i hvor mange der var 2, osv., dvs.
man klassificerer regiment-arene efter antal dedsfald. Det viste sig at det storste antal
dodsfald pr. regiment-dr var 4, og der bliver derfor fem klasser svarende til o, 1, 2, 3 og
4 dode pr. ar. De faktiske tal ses i tabel 6.4.

Man ma formode at det i hoj grad var tilfeeldigheder der bestemte om en given soldat
blev sparket til dode af en hest eller ej. Derfor er det ogsa i hej grad tilfeeldigheder der
har afgjort om et givet regiment i et givet ar nu fik o eller 1 eller 2 osv. dede som folge
af hestespark. Set fra en passende stor »flyvehejde« kan man maske godt finde pa at
antage at dedsfaldene indtreaeffer uafhaengigt af hinanden og med samme intensitet aret
igennem, sdledes at betingelsene for en poissonfordelingsmodel er til stede.

Vi vil derfor forsege os med den statistiske model der siger at de 200 observationer
V1,V2,..., V200 €r observationer af indbyrdes uafheengige identisk poissonfordelte stoka-
stiske variable Y1, Y5,..., Y509 med parameter .

> [Eksemplet fortsaetter i eksempel 7.4 side 120.]
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Antal dodsfald som
folge af hestespark i
den projsiske armé.
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antal dedsfald y  antal regiment-ar med y dedsfald

° 109
1 65
5 22
3 3
4 1

200

Ligefordeling pa et interval

Dette eksempel har sa vidt vides ikke den store praktiske anvendelse, men det
kan veere nyttigt for at afpreve teorien.

Antag at x1,x,,...,x, er observationer af indbyrdes uafhengige identisk for-
delte stokastiske variable X, X,,..., X,, som er ligefordelte pa intervallet ]0; 6],
hvor 6 > 0 er den ukendte parameter. Teethedsfunktionen for X; er

_J1/6 nar0<x<6
f(x,0)= {0 ellers,

sa modelfunktionen er

_J1/6" nadr 0 < xpin 08 Xmax <O
Foxuxas s 0) = {O ellers.

Her er xy,i, = min{xy,X,,...,X,} 08 Xnax = max{xy,xy,...,%,}, altsd henholdsvis
den mindste og den sterste observation.

> [Les fortsattelsen side 120.]

Enstikpreveproblemet i normalfordelingen

Man har observationer y;,7,...,v, af uafhengige identisk normalfordelte sto-
kastiske variable med middelverdi p og varians o2, altsa fra fordelingen med

1 L @-p)? .
N ex (77 = ) Modelfunktionen er

foma=]]
j=1

teethedsfunktion y -

L 1
exp[—1
V2mo? Xp( 2 o2

= (2mo?)™? exp(—L ) - /4)2)

2
20 )

6.1 Eksempler 109

hvor 9 = (y1,¥2,...,9,) € R", p € R og 02 > 0. Standardomskrivninger giver

n n

Y wi-w?=) (-9+G-p)
j=1 j=1
=Y w92+ 20-) (-9 G- p?
j=1 j=1
=) -9 +n@-p?
j=1
altsa . .
S @-wP= Y -9+ - g (6.2)
j=1 j=1

Ved hjelp heraf far vi log-likelihoodfunktionen til

n

n 1
InL(p, 0?) = konst — Eln(az) ~ 397 Z(yj —p)?

j=1
n

_ noooo 1 o ny-p)’
_konst—Eln(a )_T;ZZ(%_I}) oo

Vi kan udnytte formel (6.2) til endnu et formal: hvis vi indseetter y = 0, far vi

n n n

=2 2_ 72 2 1,
j;(y, 7) j;y, 7 j;y] ~y:
dvs. summen af de kvadratiske afvigelser af y-erne fra v kan udregnes ud fra
summen af y-erne og summen af kvadraterne pa y-erne. For at udregne likeli-
hoodfunktionen behover man altsa ikke kende de enkelte observationer, det er
nok at kende summen og summen af kvadraterne (dvs. stikprevefunktionen
t(v) = (L v, Y v?) er sufficient, jf. side 101).

> [Lees fortsettelsen side 121.]

Eksempel 6.7:  Lysets hastighed

I arene 1880-82 foretog den amerikanske fysiker A.A. Michelson og den amerikanske
matematiker og astronom S. Newcomb en rakke efter den tids forhold temmelig
nejagtige bestemmelser af lysets hastighed i luft (Newcomb, 1891). Deres metoder
var baseret pd Foucaults idé med at sende en lysstrale fra et hurtigt roterende spejl
hen pa et fjernt fast spejl som returnerer lysstralen til det roterende spejl, hvor man
maéler dens vinkelforskydning i forhold til den oprindelige lysstrale. Hvis man kender
rotationshastigheden samt afstanden mellem spejlene, kan man derved bestemme
lyshastigheden.
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Tabel 6.5

Newcombs bestemmel-
ser af lysets passagetid
af en strekning pd
7442 m.
Tabelverdierne x 10~
+ 24.8 er passagetiden

3

28 26 33 24 34 —44
27 16 40 -2 29 22
24 21 25 30 23 29
31 19 24 20 36 32
36 28 25 21 28 29
37 25 28 26 30 32
36 26 30 22 36 23
27 27 28 27 31 27

26 33 26 32 32 24
39 28 24 25 32 25
29 27 28 29 16 23

I tabel 6.5 (fra Stigler (1977)) er vist resultaterne af de 66 malinger som Newcomb fo-
retog i perioden 24. juli til 5. september 1882 i Washington, D.C. I Newcombs opstilling
var der 3721 m mellem det roterende spejl der var placeret i Fort Myer pa vestbredden
af Potomac-floden, og det faste spejl der var anbragt pa George Washington-monumen-
tets fundament. Den storrelse som Newcomb rapporterer, er lysets passagetid, altsa den
tid som det er om at tilbageleegge den pégeldende distance.

Af de 66 veerdier i tabellen skiller to sig ud, nemlig —44 og —2, der synes at vaere
outliers, altsa tal der tilsyneladende ligger for langt veek fra flertallet af observationerne.
I den efterfolgende analyse af tallene vil vi valge at se bort fra de to navnte observatio-
ner, og der indgar herefter kun 64 observationer.
> [Eksemplet fortsattes i eksempel 7.5 side 122.]

Tostikpreveproblemet i normalfordelingen

Man har to grupper af individer, og pa hvert individ har man malt verdien af
en bestemt variabel Y. Individerne i den ene gruppe herer ikke sammen med
dem i den anden gruppe pa nogen made, de er uparrede. Der behover heller ikke
veere lige mange observationer i de to grupper. Skematisk ser situationen sadan
ud:

observationer
gruppe 1 vi1 Y12 - Y1 - Yin
gruppe2 ¥Y1 Y22 . ¥Y2i .- You,

Her betegner y;; observation nr. j i gruppe nr. i, i = 1,2. Grupperne har henholds-
vis 1y og 1, observationer. Vi vil ga ud fra at forskellen mellem observationer
inden for en gruppe er tilfeeldig, hvorimod der er en systematisk forskel pa to de
grupper — det er derfor at observationerne er inddelt i grupper! Endelig antages
at y;j-erne er observerede verdier af uafhangige stokastiske variable Y;; som er
normalfordelte med samme varians o2 og med EYjj=pi,j=12,..,m;,i=12.
Pa denne médde beskriver de to middelveerdiparametre y; og p, den systematiske
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variation, dvs. de to gruppers niveauer, medens variansparameteren o> (samt
normalfordelingen) beskriver den tilfeldige variation, der altsa er den samme i
begge grupper (denne antagelse kan man eventuelt teste, se opgave 8.2 side 138).
Modelfunktionen er
1 1 &
ooy~ expl 2L ‘)
R R S WA
hvor y = (911,912,913, V1n, 21,922+ V2n,) € R, (i1, pi2) € R? 0g 02 > 0 vi
har her sat n = ny +n,. Den til (6.2) analoge spaltning af kvadratsummen er

2 n;

2 n 2
ZZ yl]’_,"‘r Z Vz] 71')2+Zni(?1_

i=1 j=1 i=1 j= i=1

hvor p; = Zyl] er gennemsnittet i gruppe nr. i.
j=
Log- hkehhoodfunktlonen er

lnL(yl,yz,Jz) (6.4)
2 n; 2

_konstfiln o? ZO'Z(Z yll %)%Zﬂi@;*lﬁi)z).

i=1 j= i=1

> [Fortsaettes side 122.]

Eksempel 6.8: C-vitamin

C-vitamin (ascorbinsyre) er et veldefineret kemisk stof som man sagtens kan fremstille
industrielt, og man skulle tro at det industrielt fremstillede virker pa nejagtig samme
made som »naturligt« C-vitamin. For at undersoge om det nu ogsa forholder sig sadan,
har man foretaget et eksperiment med nogle marsvin (sma gnavere).

Man delte 20 nogenlunde ens marsvin op i to grupper, hvoraf den ene fik appelsinsaft,
og den anden fik en tilsvarende mangde »kunstigt« C-vitamin. Efter seks ugers behand-
ling malte man leengden af forteendernes odontoblaster (det tandbensdannende veav).
Man fik da disse resultater (i hver gruppe er observationerne ordnet efter storrelse):

appelsinsaft: 8.2 9.4 9.6 9.7 10.0 14.5 152 16.1 17.6 21.5
kunstigt C-vitamin: 4.2 5.2 58 6.4 7.0 7.3 101 11.2 11.3 115

Man kan fastsla at der ma veare tale om en art tostikpreveproblem. Karakteren af obser-
vationerne gor at det ikke er urimeligt at forsege sig med en normalfordelingsmodel af
en slags, og det er alt i alt naerliggende at sige at der er tale om et »tostikpreveproblem
med normalfordelte observationer«. Vi vil analysere observationerne ved brug af denne
model, mere ngjagtigt vil vi undersege om odontoblasternes middelvaekst er den samme
ide to grupper.

> [Eksemplet fortsaetter som eksempel 7.6 side 123.]
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Forbes” barometriske
malinger. — Kogepunk-
tet er angivet i °F,
lufttrykket i ‘inches
Kviksolv'.
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Kogepunkt Lufttryk Kogepunkt Lufttryk
194.5 20.79 201.3 24.01
194.3 20.79 203.6 25.14
197.9 22.40 204.6 26.57
198.4 22.67 209.5 28.49
199.4 23.15 208.6 27.76
1999 23-35 210.7 29.04
200.9 23.89 211.9 29.88
201.1 23.99 212.2 30.06
201.4 24.02

6.2 Opgaver
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Simpel linear regression

Regressionsanalyse, der er en stor underafdeling inden for statistik, handler om
at modellere middelverdistrukturen for (det som modellen opfatter som) de
stokastiske variable, idet man inddrager et storre eller mindre antal kvantitative
variable. Her ser vi pa det simpleste tilfaelde.

Der foreligger et antal sammenherende veerdier (x;,v;), i = 1,2,...,n, hvor
y-erne opfattes som observerede verdier af stokastiske variable Y7,Y),...,Y,, og
x-erne er sakaldte baggrundsvariable eller forklarende variable. Det er en veasentlig
pointe at x-erne ifelge modellen er ikke-stokastiske.

Den simple lineare regressionsmodel gar ud pa at Y-erne er indbyrdes uaf-

heaengige normalfordelte stokastiske variable med samme varians ¢ og med
en middelverdistruktur af formen EY; = a + fx;, eller sagt mere praecist: der
findes konstanter « og 8 saledes at EY; = a + Bx; for alle i. Modellen indeholder
saledes tre ukendte parametre, a, f og 0. Modelfunktionen er

1 1 (Vi—(a+ﬁxi))2
V2mo? exp(—a o2 )

= (2ro?)"? exp(fﬁ Z(yi —(a+ ﬁxi))z)

i=1

f@apo’) =[]
i=1

hvor vy = (v1,v2,...,v,) € R", @, €Rog 02>0. Log-likelihoodfunktionen er
n 1 & 2
lnL(a,ﬂ,az) = konst — Elnaz ~ 597 ;(yl- —(a +/;’x,-)) . (6.5)
> [Fortsettes side 123.]

Eksempel 6.9:  Forbes’” barometriske mdlinger
Som bekendt aftager lufttrykket med hejden over havets overflade, og derfor kan et

Lufttryk

195 200 205 210
Kogepunkt

barometer benyttes som hojdemaler. Da vands kogepunkt aftager med lufttrykket, kan
man imidlertid ogsé bestemme hejden ved at koge vand. — I 1840erne og 1850erne
foretog den skotske fysiker James D. Forbes pé 17 forskellige lokaliteter i Alperne og i
Skotland en raekke malinger hvor han bestemte dels vands kogepunkt, dels luftens tryk
(omregnet til lufttrykket ved en standardlufttemperatur) (Forbes, 1857). Resultaterne
er vist i tabel 6.6 (fra Weisberg (1980)).

Hvis man pa en tegning afsaetter lufttryk som funktion af kogepunkt, ser man at
der er en tydelig sammenhzng (figur 6.1, nederst). Man kunne derfor overveje at
opstille en linear regressionsmodel med lufttryk som y og kogepunkt som x. Hvis man
konsulterer en fysiker, kan man dog fé at vide at man i hejere grad skulle forvente
en lineser sammenheeng mellem kogepunkt og logaritmen til lufttryk, hvilket ogsa
bekraeftes af en figur (figur 6.1, everst), sd vi vil i stedet prove at beskrive data ved
hjelp af en regressionsmodel hvor man som y bruger logaritmen til lufttrykket og som
x kogepunktet.

> [Eksemplet fortsattes i eksempel 7.7 side 125.]

6.2 Opgaver

Opgave 6.1
Gor rede for at binomialfordelingen faktisk er en instans af multinomialfordelingen.

Figur 6.1

Forbes’” malinger.
Querst: logaritmen

til lufttryk afsat mod
kogepunkt.

Nederst: lufttryk afsat
mod kogepunkt.
Trykket er madlt i
‘inches Kviksolv’, tem-
peraturen i °F.
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Opgave 6.2
Binomialfordelingen blev defineret som fordelingen af en sum af uafheengige identisk
fordelte 01-variable (definition 1.10 side 32).

Overvej hvordan man kan generalisere denne definition til en definition af multino-
mialfordelingen som fordelingen af en sum af uafhaengige variable.

7 Estimation

EN staTisTIsSK MODEL er et udsagn om at det foreliggende datamateriale kan
opfattes som en observation fra en bestemt sandsynlighedsfordeling der er
fuldsteendig specificeret pa naer nogle fa ukendte parametre. I dette kapitel skal
vi beskeftige os med estimationsproblemet, dvs. spergsmalet om hvordan man ud
fra model plus observationer baerer sig ad med at udregne et skon eller estimat
over modellens ukendte parametre.

Man kan ikke inden for matematikkens rammer deducere sig frem til en
losning, det er nedvendigt undervejs at inddrage et eller flere udefra kommende
principper. Afhzngigt af hvilke principper man veelger at ga ud fra, kan man fa
forskellige estimationsmetoder. I det folgende praesenterer vi den fremgangsma-
de som man »plejer« at bruge her i landet (og i mange andre lande). Forst noget
terminologi:

* En stikprovefunktion er en funktion der er defineret pa observationsrum-
met X (og som afbilder ind i R eller R").
Hvis t er en stikprevefunktion, er #(X) en stokastisk variabel; ofte skelner
man ikke sa voldsomt meget mellem ¢ og ¢(X).
En estimator for 0 er en stikprevefunktion (eller stokastisk variabel) med
vaerdier i parameterrummet ©. En estimator for g(6) (hvor g er en funk-

tion defineret pd ©) er en stikprovefunktion (eller stokastisk variabel)
med verdier i g(©). — Det er underforstdet at estimatoren skal vere et
nogenlunde godt bud pa den sande veerdi af parameteren.

Et estimat er en veerdi som estimatoren antager, dvs. hvis ¢ (eller #(X)) er
en estimator, sa er f(x) et estimat.

En central estimator for g(0) er en estimator t+ med den egenskab at
Eg(t(X)) = g(0) for ethvert 6, dvs. som »i middel rammer rigtigt«.

7.1 Maksimaliseringsestimatoren

Antag at der foreligger en observation x der antages at kunne beskrives med en
statistisk model der er specificeret ved modelfunktionen f(x,0). Hvis man skal
vurdere de forskellige mulige 8-verdier for at finde en der kan udneavnes til at
vere et godt bud pa »den sande verdi«, kan man basere vurderingen pa verdi-
erne af likelihoodfunktionen L(0) = f(x,0): hvis L(61) > L(8,), sa er 0 et bedre
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bud pé den sande veerdi end 0, er; hvis man godtager dette reesonnement, sa ma
konsekvensen vere at 0 skal estimeres som den verdi 6 der maksimaliserer L.

DEFINITION 7.1

Maksimaliseringsestimatoren er den funktion der til en observation x € X giver

maksimumspunktet 0= §(x)for likelihoodfunktionen svarende til x.
Maksimaliseringsestimatet er den verdi som maksimaliseringsestimatoren antager.

Ovenstaende definition er naturligvis noget sjusket og ufuldsteendig: der er
ingen der siger at likelihoodfunktionen har netop ét maksimumspunkt, man
kan godt komme ud for at der er flere maksimumspunkter, eller slet ingen. En
lidt bedre definition kunne se sadan ud:

DEerINITION 7.2
Et maksimaliseringsestimat horende til observationen x er et maksimumspunkt B(x)
for likelihoodfunktionen horende til x.

En maksimaliseringsestimator er en (ikke nodvendigvis overalt defineret) funktion
af X ind i ©, der til en observation x leverer et maksimaliseringsestimat.

Maksimaliseringsestimatoren er et bud pé en generel metode til udregning af

estimatorer. For at vurdere om det er et fornuftigt bud, kan man stille forskellige

sporgsmal og se hvordan de besvares.

1. Hvor nemt er det at anvende metoden i konkrete modeller?
Metoden gar i praksis ud pa at man skal bestemme maksimumspunkt/
maksimumspunkter for funktionen L; bestemmelse af maksimumspunkter
for en reel funktion er en almindelig og velforstaet matematisk problem-
stilling som kan angribes (og loses) med standardmetoder.
Det er i ovrigt oftest en fordel at bestemme 6 som maksimumspunkt for
log-likelihoodfunktionen InL. Hvis InL er en differentiabel funktion, skal
maksimumspunkter i det indre af © som bekendt seges blandt lesningerne
til ligningen DInL(0) = 0. Her er D differentialoperatoren der betegner
differentiation med hensyn til 6.
2. Findes der matematiske saetninger om maksimaliseringsestimatorens egen-

skaber, f.eks. om eksistens og entydighed, og om hvor tet 8 ligger ps 6?
Ja, det gor der. Der findes en reekke generelle resultater om at nar visse
betingelser er opfyldt, og antallet af observationer gar mod uendelig, sa vil
sandsynligheden for at der eksisterer et entydigt maksimaliseringsestimat,
gamod 1, og Pg(la(X) -0|< s) gar mod 1 (for ethvert € > 0).
Nar nogle flere betingelser er opfyldt, blandt andet skal © vere en aben
mengde, og de tre forste afledede af In L skal eksistere og opfylde visse re-
gularitetsbetingelser, s gaelder at for n — oo er 8(X) asymptotisk normal-
fordelt med asymptotisk middelvaerdi 6 og en asymptotisk varians som er
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den inverse til Eg(—DZ In L(Q;X)); desuden galder at EB(—Dzln L(G;X)) =
Varg(Dln L(G;X)). (Ifolge den sakaldte Cramér-Rao-ulighed er dette den
nedre greense for variansen af en central estimator, sa i den forstand er
maksimaliseringsestimatoren asymptotisk optimal.)

I'situationer med en endimensional parameter 6 betyder den asymptotiske
normalitet af & mere preecist at den stokastiske variabel

0-0

U ——— — —
Eg(~D?InL(6;X))

er asymptotisk standardnormalfordelt nar # — co, og det er det samme
som at sige at nll_IBO P(U < u) = ®(u) for ethvert u € R. (P er fordelingsfunk-
tionen for standardnormalfordelingen, jf. definition 3.9 side 74.)

3. Giver metoden estimater der ser fornuftige ud i de (fa og simple) tilfeelde
hvor man er i stand til at overskue situationen?
Det lader sig kun afgere ved at se pa eksempler.

7.2 Eksempler

Enstikpreveproblemet for 01-variable

< [Fortsat fra side 102.]

I denne model er log-likelihoodfunktionen og dens to forste afledede

InL(@) =x,In0 + (n—x_)In(1-0),

x, —nf

DInL =—)

nLO)= 5=
D21nL(6 O
nHO =5~ "oy

nar 0 < 6 < 1. Hvis 0 < x, <n, har ligningen DInL(0) = 0 den entydige losning
0=x/n, og da den anden afledede er negativ, er dette det entydige maksimums-
punkt. Hvis x, = n, er L og InL strengt voksende, og hvis x, = 0, er L og InL
strengt aftagende, sa ogsa i disse tilfeelde er der et entydigt maksimumspunkt
der er givet ved 8 = x_/n. Vi er saledes niet frem til at maksimaliseringsestima-
tet for 6 er den relative hyppighed af 1-er — og det er jo meget fornuftigt.
Middelveerdi og varians af estimatoren 0=0(X)er, jf. eksempel 1.19 side 43
og regnereglerne for middelvaerdi og varians, Ey 0=0 og Varg 0=60(1-6)/n.
Den generelle teori (jf. ovenfor) oplyser at for store 1 er Eg 0~6 og Vary 0~

(EQ(—DzlnL(G,X)))il = (Eg(% + (;’:7;()'2))71 =0(1-0)/n.

> [Les fortsettelsen side 129.]
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Den simple binomialfordelingsmodel

< [Fortsat fra side 103.]
I den simple binomialfordelingsmodel er likelihoodfunktionen

L(6) = (;’)em —0)", 0e[0;1]
og log-likelihoodfunktionen
InL(6) = ln(;l) +yInO+(n-y)In(1-0), O0€[0;1]

Pa neer en konstant er denne funktion magen til den tilsvarende i enstikpre-
veproblemet med 01-variable. Vi kan derfor straks konstatere at maksimalise-
ringsestimatoren er 0= Y/n. Da Y har samme fordeling som X, er fordelingen
af maksimaliseringsestimatoren den samme i de to modeller, specielt er ogsa
her Eg 6=0 og Vary 0= 0(1-0)/n.

> [Lees fortseettelsen side 129.]
Eksempel 7.1:  Rismelsbiller I

< [Fortsat fra eksempel 6.3 side 103.]
I taleksemplet med rismelsbiller er 6 = 43/144 = 0.30. Den estimerede standardafvigel-

se er VO(1-0)/144 = 0.04.
> [Eksemplet fortsetter som eksempel 8.1 side 129.]

Sammenligning af binomialfordelinger

< [Fortsat fra side 104.]
Log-likelihoodfunktionen svarende til y er
S
InL(6) = konst + Z(yjlnej +(nj—y;)In(1 - 9]-)). (7.1)
j=1
Det ses at InL er en sum af led der hver iser (pa ner en konstant) er en log-
likelihoodfunktion fra en simpel binomialfordelingsmodel, og parameteren 6;
optreeder kun i det j-te led. Vi kan derfor uden videre opskrive maksimalise-
ringsestimatoren som
e —~ Y, Y Y,
0= 010 0= 1122 )
ny M ns
Da Yy, Y,,..., Y; er uathengige, bliver estimatorerne 51, 52,...,@ ogsa uafhzen-
gige, og som i den simple binomialfordelingsmodel er EQ; = 0; og Var6; =
9](1 —6]')/11]‘, ] = 1,2,...,5

> [Lees fortseettelsen side 130.]
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Eksempel 77.2:  Rismelsbiller 11

< [Fortsat fra eksempel 6.4 side 104.]

I rismelsbille-eksemplet hvor hver gruppe (koncentration) har sin egen binomialfor-
delingsparameter, estimeres denne som brokdel dede i den pagaeldende gruppe, dvs.

(01,60,,03,64) =(0.30,0.72,0.87,0.96).
De estimerede standardafvigelser er Vé\j(l 7/9\1‘)/11]7 dvs. 0.04, 0.05, 0.05 og 0.03.

> [Eksemplet fortsaetter som eksempel 8.2 side 131.]

Multinomialfordelingen

< [Fortsat fra side 106.]

Hvis v = (y1,72,...,7,) er en observation fra en multinomialfordeling med r
klasser, antalsparameter n og sandsynlighedsparameter 0, sé er log-likelihood-
funktionen .
InL(0) = konst + Zy,- Ino;.

i=1
Parameteren 6 skal estimeres som maksimumspunktet 0 (i ®) for InL; para-
meterrummet © er mengden af talset 8 = (01,0,,...,0,) for hvilke 6; > 0,
i=1,2,..,r0860;+60,+--+0,=1. Man ville vel umiddelbart formode at 6;
skal estimeres ved y;/n, og det er da ogsa det rigtige svar; men hvordan viser
man det?

En mulighed er at benytte en af de generelle metoder til bestemmelse af
ekstremum under bibetingelser. En anden mulighed er at vise at vores formod-
ning er rigtig. Vi velger den sidste mullghed og skal altsa vise at hvis vi setter
0; = vi/n,i=1,2,...,r,08 0=(01,0,,...,0,), saer InL(0) < InL(B) for alle O € ©.

Det snedige trlck der skal bruges hertil, er at Int <t —1 for alle t (og med
lighedstegn hvis og kun hvis t = 1). Der gelder derfor

InL(6) - InL(6' Zyl n— < ny( )
) ;(?iﬁ—yi): i(ne,_yi): n—n=0.

i=1

Ulighedstegnet er skarpt medmindre 6; = é\l forallei=1,2,...,r

> [Fortsattes side 132.]

Eksempel 7.3:  Torsk i Ostersoen

< [Fortsat fra eksempel 6.5 side 106.]

Hvis vi indskraenker os til at studere torskene ved Lolland, er opgaven at bestemme det
punkt 6 = (61,0;,60,) i det tredimensionale sandsynlighedssimplex som maksimaliserer

1
03
Sandsynlighedssim-
plexet i det tredimensio-
nale rum, dvs. mang-
den af ikke-negative
tripler (01,60;,603) med
01+60,+03=1.
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log-likelihoodfunktionen
InL(6) =konst+271n 6, +30In 6O, + 12In 5.

Ifolge det foregiende er 0 = 27/69 = 0.39, O, = 30/69 = 0.43 og 03 = 12/69 = 0.17.
> [Eksemplet fortsattes i eksempel 8.3 side 132.]

Enstikpreveproblemet i poissonfordelingen

< [Fortsat fra side 107.]
Log-likelihoodfunktionen og dens to forste afledede er for >0

InL(p) = konst +y, Inpu—np,
9.
DInL(p)==-n,
. I3

D2InL(y) = 7%.
Hvis y, > 0, har ligningen DInL(y) = 0 den entydige losning @ = y./n, og da
D?InL er negativ, er dette det entydige maksimumspunkt. Man ser desuden at
formlen pr' =y, /n ogsa giver maksimumspunktet i den situation hvor y, = 0.
I poissonfordelingen er variansen lig med middelveerdien, sé ifolge de saed-
vanlige regneregler er middelveerdi og varians af estimatoren = Y./n

E pi=p Var, = p/n. (7.2)
Den generelle teori (jf. side 116) oplyser at for store n er E, i~ p og Var, ji ~
-1 Y -1
(E”(—DzlnL(y,Y))) - (Eﬂ(?)) _—

Eksempel 7.4: Hestespark
< [Fortsat fra eksempel 6.6 side 107.]
I hestesparkeksempleter y, =0-109+1-65+2-22+3-3+4-1 =122,sd jr=122/200 = 0.61.
Antallet af soldater i et givet regiment der i et givet 4r dor som folge af at vere sparket
af en hest, er altsa (ifolge modellen) poissonfordelt med en parameter der estimeres til
0.61. Den estimerede standardafvigelse p4 estimatet er Vii/n = 0.06, jf. formel (7.2).

Ligefordeling pa et interval

< [Fortsat fra side 108.]
Likelihoodfunktionen er

1/6" nar xp, <0
L =
©) {0 ellers.
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Denne funktion antager ikke sit maksimum, men det er dog fristende at udneev-
ne 6 = Xy, til maksimaliseringsestimatet. — Tingene ville se panere ud hvis vi
gik over til at betragte ligefordelingen pa det afsluttede interval fra 0 til 6.

Likelihoodfunktionen er ikke differentiabel i hele sit definitionsomrade (som
er ]0; +oo); de regularitetsbetingelser der sikrer at maksimaliseringsestimatoren
er asymptotisk normalfordelt (side 116), er derfor ikke opfyldt, og b= Xmax €T
faktisk heller ikke asymptotisk normalfordelt (se opgave 7.4).

Enstikpreveproblemet i normalfordelingen

< [Fortsat fra side 109.]
Ved at lose ligningen DInL = 0 hvor InL er log-likelihoodfunktionen (6.3) pa
side 109, finder man maksimaliseringsestimaterne for s og o til

1y ~2 - =2
F=y=2) % T=) 47
j=1 j=1
Man plejer dog at benytte et andet estimat for variansparameteren o2, nemlig
1 n
2 =2
=2 ®i -9

hvilket kan begrundes med at s? er en central estimator; det fremgar af ne-
denstaende setning der er et specialtilfeelde af seetning 11.1 side 171, jf. ogsa
afsnit 11.2.

SAETNING 7.1
Antag at Xq,Xy,..., X, er indbyrdes uafhengige identisk normalfordelte stokastiske
variable med middelverdi p og varians o, Sd gelder

o 1 n
1. Den stokastiske variabel X = o ZX]- er normalfordelt med middelverdi y og
j=1
varians o%/n.
1 v -
2. Den stokastiske variabel s> = Py Z(Xf ~X)? er gammafordelt med formpa-
j=1
rameter f/2 og skalaparameter 26%/f hvor f = n—1, eller sagt pd en anden
mdde: (f/a?)s* er x*-fordelt med f frihedsgrader.
Heraf folger blandt andet at Es® = 2.
3. De to stokastiske variable X og s* er stokastisk uafhengige.
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Bemerkninger: Antallet af frihedsgrader for variansskennet i en normalforde-
lingsmodel er typisk antal observationer minus antal estimerede frie middel-
verdiparametre; antallet af frihedsgrader fortaeller noget om preecisionen af
variansskennet, jf. opgave 7.3.

> [Fortsettes side 133.]

Eksempel 7.5:  Lysets hastighed
< [Fortsat fra eksempel 6.7 side 109.]

Hvis vi gar ud fra at de 64 positive verdier i tabel 6.5 side 110 kan betragtes som
observationer fra en og samme normalfordeling, sa skal denne normalfordelings mid-
delveerdi estimeres til ¥ = 27.75 og dens varians til s> = 25.8 med 63 frihedsgrader. Det
betyder at passagetidens middelveerdi estimeres til (27.75 x 1073 + 24.8) x 10 %sek =
24.828 x 107%sek, og passagetidens varians estimeres til 25.8 x (1073 x 107 %sek)? =
25.8 x 107%(107%sek)? med 63 frihedsgrader, dvs. standardafvigelsen estimeres til
V25.8x 107610 sek = 0.005 x 10~%sek.

> [Eksemplet fortsetter som eksempel 8.4 side 134.]

Tostikpreveproblemet i normalfordelingen

< [Fortsat fra side 111.]
Denne models log-likelihoodfunktion (6.4) side 111 antager sit maksimum
i punktet (3,,7,,62), hvor 7, og 7, er gennemsnittene i de to grupper, og

2 n;
. 1 _ . .
2= " > E (vij 73;,-)2 (hvor n = n; + ny). Ofte anvender man ikke G2 som
i=1 j=1

estimat over o2

, men derimod

Neevneren n — 2, antallet af frihedsgrader, bevirker at estimatoren bliver central;
det fremgar af nedenstaende setning der er et specialtilfeelde af seetning 11.1
side 171, jf. ogsa afsnit 11.3.

SETNING 7.2

Antag at de stokastiske variable X;; er indbyrdes uafh@ngige normalfordelte med

samme varians o2 og med EX,»]- =pi,j=1,2,...,n;,1=1,2. Sd gelder
n;

1. De stokastiske variable X; = " inf’ i =1,2, er normalfordelte med middel-
i%
j=1
verdi y; og varians o%/n;.
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n S b f Ss s?

appelsinsaft 10 131.8 13.18 9 177.236 19.69
kunstigt C-vit. 10 80.0 800 9 68960 7.66

sum 20 211.8 18  246.196
gennemsnit 10.59 13.68

2 n
1 —
2. Den stokastiske variabel sé =T ZZ(XU -X;)er gammafordelt med
i=1 j=1
formparameter /2 og skalaparameter 20/f hvor f = n—2 og n =, +ny,
eller sagt pd en anden made: (f/0?)s2 er x*-fordelt med f frihedsgrader.
Heraf folger blandt andet at Es} = o2.
3. De tre stokastiske variable X, X, 0g sg er stokastisk uafhengige.

Supplerende bemzrkninger:
* Generelt er antallet af frihedsgrader for et varianssken antal observationer
minus antal estimerede middelveerdiparametre.
* Ensterrelse som y;; —7; der er forskellen mellem den faktiske observation
og det bedst mulige »fit« under den aktuelle model, kaldes undertiden for

2
et residual. Som folge deraf kaldes en storrelse som ZZ(;}Z-]- -79,)* for en
i=1 j=1
residualkvadratsum.

> [Fortsattes side 135.]

Eksempel 7.6:  C-vitamin

< [Fortsat fra eksempel 6.8 side 111.]
Vi udregner forskellige hjelpestorrelser samt estimaterne over parametrene, se ta-
bel 7.1. Middelveerdien i appelsinsaft-gruppen estimeres til 13.18 og i den gruppe der
har faet det kunstige C-vitamin, til 8.00. Den felles varians estimeres til 13.68 med
18 frihedsgrader, og da hver af grupperne har 10 observationer, er den estimerede
standardafvigelse pa hver af de to middelveerdiestimatorer V13.68/10 =1.17.

> [Eksemplet fortsaetter som eksempel 8.5 side 137.]

Simpel linear regression

< [Fortsat fra side 112.]
Vi skal bestemme estimater for parametrene a, § og o2 i den linezre regres-

Tabel 7.1
C-vitamin-eksemplet,
beregnede storrelser.

n stdr for antal obser-
vationer y, S for Sum
af y-er, V for gennem-
snit af y-er, f for antal
frihedsgrader, SS for
Sum af kvadratiske
afvigelser (‘Sum of
Squared deviations’),
og s2 for variansesti-
mater (52 =SS/f).
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sionsmodel. Log-likelihoodfunktionen er opskrevet i formel (6.5) pa side 112.
Vi kan spalte kvadratsummen pa folgende made:

n n

Y (wi-ta+pr)) =) (4i-9)+G-a—pn) - plxi 1)
i=1 i=1
=) W=+ ) (-0’
i=1 i=1

~28) (xi-®)@i-7)+n(H-a-px>,
i=1
idet de ovrige to dobbelte produkter fra kvadreringen af den treleddede storrelse
summerer til 0. Ved omskrivningen har vi opnéet at a kun optraeder i det sidste
led, og dette antager sin mindsteveerdi 0 netop nar @ =%y — pX. De resterende led
udger en andengradsfunktion af g, og denne funktion antager sit minimum nér
L(xi—%)@i-7)
Y(x; —X%)?

differentialkvotienten er 0, dvs. ndr g = . Konklusionen bliver

saledes at maksimaliseringsestimaterne er
n
Y (i =%)(pi-7)

p=——— o5 @=y-px

(Det er her forudsat at ¥ (x; —X)? ikke er 0, dvs. at ikke alle x-erne er ens. — Hvis
alle x-erne er ens, har det naeppe nogen mening at preve at estimere en funktion
der skal vise hvordan y afhanger af x.) — Den estimerede regressionslinje er (den
linje hvis ligning er) p = @+ px.

Den verdi af 02 der maksimaliserer log-likelihoodfunktionen, er

7= % ;(;Ui -(@+ Exi))z-

Som oftest angiver man dog i stedet det centrale variansestimat

n
S00 = . i 2 Z(Vi —(a@+ in))z-
ioT

n

der har n— 2 frihedsgrader. Med betegnelsen SS, = Z(xi —%)? gaelder folgende
i=1

(jf. seetning 11.1 side 1771 samt afsnit 11.6):
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3.4
Tz 33 .

3.2+

n(Lufttry.

— 3.1

T T T | ]
195 200 205 210 215

Kogepunkt

SETNING 7.3
Om estimatorerne @, B 0g 552 i den lineere regressionsmodel gelder:
1. B er normalfordelt med middelverdi p og varians 0%/SSy.

1
n

X
+ 35

)

2. a) « er normalfordelt med middelverdi a og varians 02(

b) aog Eer korrelerede med korrelation —1/1 1+ %

3 a) o+ ﬁf er normalfordelt med middelverdi a + px og varians o%/n.
b) @+ % og B er uafhengige.

4. Variansestimatoren 5(2)2 er stokastisk uafhengig af middelverdiestimatorerne,
og den er gammafordelt med formparameter f/2 og skalaparameter 202/ f
hvor f =n -2, eller sagt pd en anden mdde: (f/0?)s3, er x*-fordelt med f
frihedsgrader.

Heraf folger blandt andet at Es}, = o2.

Eksempel 7.7:  Forbes’ barometriske madlinger
< [Fortsat fra eksempel 6.9 side 112.]
Som man ser af figur 6.1, er der et enkelt punkt der ser ud til at afvige temmelig meget
fra det almindelige monster, sa vi vaelger at se bort fra dette punkt og altsa kun regne
med de 16 resterende punkter.
Man finder den estimerede regressionslinje til

In(lufttryk) = 0.0205 - kogepunkt — 0.95

og den estimerede varians er s3, = 6.84 x 107° med 14 frihedsgrader. Figur 7.1 viser
de observerede punkter og den estimerede linje. Umiddelbart ser det ud til at linjen
beskriver punkterne udmeerket.

Hvis man skal have nogen praktisk forngjelse af sadanne kogepunktsbestemmelser,
skal man ogsa kende sammenheangen mellem hgjde og lufttryk. Saleenge vi holder os
til bjerghejder, aftager lufttrykket eksponentielt med hejden, og der gaelder at hvis
lufttrykket ved havets overflade er pg (f.eks. 1013.25 hPa) og lufttrykket i hojden h er
pr saer h~8150m- (Inpy—Inpy).

Figur 7.1

Forbes’ milinger: Data-
punkter plus estimeret
regressionslinje.
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7.3 Opgaver

Opgave 7.1

I eksempel 4.6 side 83 argumenteres der for at antal mider pa et ableblad er negativt
binomialfordelt. Opskriv modelfunktion og likelihoodfunktion, og udregn pa baggrund
af de foreliggende observationer estimater over parametrene i fordelingen.

Opgave 7.2
Find middelverdien af maksimaliseringsestimatoren 2 for variansen, nar vi har at
gore med et enstikpreveproblem i normalfordelingen.

Opgave 7.3

Find variansen p4 variansestimatoren s>

i enstikpreveproblemet i normalfordelingen.
Opgave 7.4
Pa side 120 fandt vi at i den kontinuerte ligefordeling pa ]0; 6[ er maksimaliseringsesti-
matoren 0 = X, (hvor X, = max{Xy, Xp,..., X,,})-

1. Vis at teethedsfunktionen for X, er

nxn—]

fl)=4 0"

0 ellers.

nar0<x<6

Tip: find forst P(Xp . < X). _ -
2. Fimlmiddelvaerdi og varians af 0 = X, og vis at for store n er EO ~ 0 og
Var 0 ~ 0%/n?.
= \/Varg
0-0 ~-Y hvor Y:%:n(l—%).
Var /n

n
VisatP(Y >v) = (1 - %) , og konkludér herudfra at Y er asymptotisk eksponen-

3. Vi kan nu finde den asymptotiske fordeling af . For store n er ifelge

forrige punkt

d

tialfordelt med skalaparameter 1.

8 Hypoteseprgvning

ANTAG AT MAN OPERERER MED en statistisk model som har en modelfunktion
f(x,0) hvor x € X og 6 € ©. En statistisk hypotese er en pastand om at den sande
parameterverdi O faktisk er beliggende i delmeengden Q af ©, formelt

H0:9€®0

hvor ©, € ©. Den statistiske hypotese postulerer altsa at man kan klare sig med
en simplere model.

Naér man tester hypotesen, underseger man hvordan hypotesen og de faktisk
foreliggende observationer stemmer overens. Det foregar ved at man finder pa
eller veelger en endimensional stikprevefunktion t kaldet en teststorrelse, som er
indrettet pa en made sé den »maler« afvigelsen mellem observationer og hypote-
se. Herefter udregner man den sékaldte testsandsynlighed, dvs. sandsynligheden
(forudsat at hypotesen er rigtig) for at fa en verdi af X der stemmer darligere
overens (malt ved hjelp af t) med hypotesen end den foreliggende observation x
gor; hvis overensstemmelsen er meget darlig, sa forkaster man hypotesen. — Hele
proceduren benzevnes et test.

8.1 Kvotienttestet

Ligesom likelihoodfunktionen kunne danne udgangspunkt for konstruktion af
en estimator for 6, kan den bruges i forbindelse med hypoteseprevning. Man
kan nemlig benytte folgende generelle metode til at konstruere et test:
1. Find maksimaliseringsestimatoren 6 i grundmodellen og maksimalise-
ringsestimatoren 0 under hypotesen, dvs. Beret punkt hvor InL er mak-

simal i ©, og Beret punkt hvor InL er maksimal i ©y.

2. For at teste hypotesen sammenligner vi likelihoodfunktionens maksimale
verdi under hypotesen med dens maksimale verdi i grundmodellen, dvs.
vi sammenligner den bedste beskrivelse vi kan fa af x under hypotesen,
med den bedste beskrivelse vi kan fa i grundmodellen. Det gores med
kvotientteststorrelsen
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TesT

Ordet test kommer fra
latin testa som er en
lille lerkrukke af den
slags som alkymisterne
og sidenhen kemikerne
brugte i deres underso-
gelser (vel svarende til
vore dages reagensglas).

Pé dansk er ordet test
normalt feellesken, det
hedder f.eks. en gravi-
ditetstest, men i stati-
stiksammenhzng er det
intetken, sa rigtige stati-
stikere siger et F-test, et
t-test, osv.
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Hypoteseprevning

Der gelder pr. definition at 0 < Q <1, og jo laengere Q er fra 1, desto darli-
gere stemmer observationen x overens med hypotesen. Ofte bruger man
ikke Q som teststorrelse, men derimod —21In Q. Denne storrelse er altid
ikke-negativ, og jo sterre verdi, desto déarligere stemmer observationen x
overens med hypotesen.

. Testsandsynligheden ¢ er sandsynligheden (udregnet under forudseetning

af at hypotesen er rigtig) for at fa en verdi af X der passer darligere
sammen med hypotesen end den faktisk foreliggende veerdi x gor, i mate-
matik-sprog:

& =Pp(Q(X) < Q(x)) = Py(-2In Q(X) = —2In Q(x))
eller lidt kortere
& =Pg(Q < Qobs) = Po(~21n Q = —21n Qups )

(Fodtegnet 0 pa P skal markere at der er tale om sandsynligheden udregnet
under forudsetning af at hypotesen er rigtig.)

. Hvis testsandsynligheden er lille, sa forkastes hypotesen.

I praksis bruger man tit en strategi gdende ud pa at forkaste hypotesen
hvis og kun hvis testsandsynligheden er mindre end et pa forhand fastlagt
signifikansniveau a. Typiske veerdier for signifikansniveauet er 5%, 2.5%
og 1%. Pa den made vil man med sandsynlighed & komme til at forkaste
hypotesen i det tilfeelde hvor den er rigtig. (Forhabentlig vil der veare
en langt storre sandsynlighed for at forkaste hypotesen hvis den ikke er
rigtig.)

. For at kunne udregne testsandsynligheden skal man kende fordelingen af

teststorrelsen nar hypotesen er rigtig.

I nogle situationer, f.eks. i normalfordelingsmodeller (se side 133ff og
kapitel 11), kan testsandsynligheden udregnes eksakt ved hjelp af kendte
og tabellerede standardfordelinger (t-, x2- og F-fordelinger).

I andre situationer kan man trackke pa generelle resultater der siger at

under visse omstaendigheder (nemlig dem der sikrer at 8 og 6 er asymp-
totisk normalfordelte, jf. side 116) er —21n Q asymptotisk x>-fordelt med
et antal frihedsgrader som er dim® —dim®y (i en passende betydning
af dimension, som ogsa omfatter at ® kan vere f.eks. en differentiabel
flade). Til almindelig daglig brug kan man sige at antal frihedsgrader er
lig »det faktiske antal parametre i grundmodellen minus det faktiske antal
parametre under hypotesen«. —I de tilfeelde hvor —2In Q er asymptotisk
x?-fordelt, kan man finde man den omtrentlige testsandsynlighed ved
opslag i en tabel over y?-fordelingen (en lille x?-tabel ses pa side 210).
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Enstikpreveproblemet for 01-variable

< [Fortsat fra side 117.]

Antag at det af den faglige problemstilling fremgar at parameteren 0 egentlig
burde have verdien 0, og at det derfor er interessant at teste den statistiske
hypotese Hy : 6 = 6. (Hvis man vil opskrive hypotesen lidt mere i overens-
stemmelse med den generelle formulering, mé det blive som Hj : 6 € ©y hvor
9 = {0o}.)
Idet 6 = x_/n, bliver kvotientteststorrelsen
L(0y) _ 0y(1-6y)"*

Q= L(0) - 0%.(1-0)r~ :(

@)x_(n _ HQO )n—x_

X, n—x,

0g

-2lnQ = 2(x_ lnnx—é0 +(n—-x)In nn—_nzo )

Testsandsynligheden kan derfor udregnes eksakt som
&= Pgo(—zln Q>-2In Qubs),

og den kan bestemmes approksimativt som sandsynligheden for i x*-fordelin-
gen med 1 -0 =1 frihedsgrad at fa verdier storre end —21n Q,,s; approksima-
tionen kan benyttes nar de »forventede« antal n6, og n—n6, er mindst 5.

Den simple binomialfordelingsmodel

< [Fortsat fra side 118.]

Antag at man i den simple binomialfordelingsmodel ensker at teste en statistisk
hypotese Hy : 6 = 0. Da likelihoodfunktionen i den simple binomialfordelings-
model pé ner en konstant faktor er lig likelihoodfunktionen i enstikprevepro-
blemet for 01-variable, se ovenfor, bliver Q og —21n Q de samme i de to modeller,
altsa specielt

y
HQO

n-y
n-n0y |

-2InQ =2(yln +(n-yp)ln

Testsandsynlighederne udregnes ligeledes pa pracis samme made i de to mo-
deller.

Eksempel 8.1:  Rismelsbiller I

< [Fortsat fra eksempel 7.1 side 118.]

Antag at det i rismelsbilleeksemplet er sadan [men det er ikke sidan; denne del af
eksemplet er opdigtet til lejligheden] at man har en referencegift hvorom man véd at
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nar man doserer den pd samme made som den afprevede gift, sa dor 23% af billerne.
Sporgsmalet er om den afprovede gift virker pd samme made som referencegiften.
I forhold til den statistiske model svarer dette spoergsmal til den statistiske hypotese
Hy:0=0.23.

Nar n = 144 og 6, = 0.23, bliver nfy = 33.12 og n—nfy = 110.88, sa —2InQ som

. B _ v N 144 -y
funktion af y er —2InQ(y) = 2(y1r1 3312 +(144-y)In 110.88
—-2InQ(43) = 3.60. Den eksakte testsandsynlighed er

) og dermed -21In Qs =

144
e =Po(-2InQ(Y) > 3.60) = Z ( )0.23?0.77144—y.
v: -2InQ(y)=3.60

Ved almindelig udregning finder man at uligheden —21n Q(v) > 3.60 er opfyldt for y =
0,1,2,...,23 og for y = 43,44,45,...,144. Endvidere finder man at Py(Y < 23) = 0.0249,
og at Po(Y >43) =0.0344, sd ¢ = 0.0249 + 0.0344 = 0.0593.

Hvis man vil slippe for en del af regneriet, kan man benytte x?-approksimationen til
fordelingen af —2In Q for at finde testsandsynligheden; man skal bruge x?-fordelingen
med 1-0 =1 frihedsgrad: grundmodellen har 1 ukendt parameter, og under hypotesen
er der 0 ukendte parametre. I en tabel over fraktiler i x>-fordelingen med 1 frihedsgrad
(se f.eks. side 210) finder man at 90%-fraktilen er 2.71 og 95%-fraktilen 3.84, sa der er
et sted mellem 5% og 10% sandsynlighed for at fa veerdier storre end 3.60; computeren
siger at i )(z-fordelingen med 1 frihedsgrad er der en sandsynlighed pa 5.78% for at fa
verdier storre end 3.60, altsa ganske tet pa den eksakte veerdi 5.93%.

Da testsandsynligheden er over 5%, vil man — hvis man bruger den sadvanlige
tommelfingerregel med et 5% signifikansniveau — ikke kunne afvise hypotesen; de
foreliggende observationer er séledes ikke i modstrid med hypotesen om at giften virker
pa samme made som referencegiften.

Sammenligning af binomialfordelinger

< [Fortsat fra side 118.]

Antag at man ensker at undersoge om det kan antages at s forskellige bino-
mialfordelinger har samme sandsynlighedsparameter. Dette formuleres som
den statistiske hypotese Hy : 01 = 0, = ... = 0, eller lidt mere praecist som
Hj:0 €0y hvor 8 =(60,,0,,...,0;) og hvor parameterrummet 0 er givet som

©p={0€[0;1):0,=0,=...=06,}.

For at teste H, skal vi forst finde maksimaliseringsestimatoren under H, dvs.
vi skal finde maksimumspunktet for restriktionen af In L til ©. Log-likelihood-
funktionen er givet ved formel (7.1) pa side 118, og nar alle O-erne er ens, er

InL(6,0,...,0) =konst + (y]-ln9+ (n;-y;)In(1 —6))

S

j=1
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=konst+7,In60 +(n,—v,)In(1-0)

der antager sit maksimum i punktet b= y/n;herery =y +y,+...+ 7y og
n,=Mny +ny +...+ ng. Derfor bliver teststorrelsen

1(6,0,...,0)
L(64,05,...,05)

:ZZ(yjln%+(nj—yj)ln _é) (8.1)

~2) (31024 -yt 2L22)
_2;(yjln?—;+(n] y])lnm

-2InQ =-2In

hvor 3; = njg er det »forventede antal« gunstige i gruppe j under H, altsa
nar grupperne har samme sandsynlighedsparameter. Det sidste udtryk for
—21In Q viser hvordan teststorrelsen sammenligner de observerede antal gunstige
hhv. ugunstige udfald (antallene v;,v,...,v5 0g 1y —y1,13 —V5,..., 15— J5) med
de »forventede antal« gunstige hhv. ugunstige udfald (tallene 71,%5,...,7; og
1y —91,13 = 7,..., s — ;). Testsandsynligheden er

& =Po(-2InQ > -21n Qqps)

hvor fodtegnet 0 pa P angiver at sandsynligheden skal udregnes under antagelse
af at hypotesen er rigtig. I givet fald er —21n Q asymptotisk x2-fordelt med s— 1
frihedsgrader. Som tommelfingerregel kan man benytte x?-approksimationen
ndr alle de 2s »forventede« antal er 5 eller derover.

Eksempel 8.2:  Rismelsbiller 11
< [Fortsat fra eksempel 7.2 side 119.]

Formalet med undersogelsen er at finde ud af om giften virker forskelligt i forskel-
lige koncentrationer. Det gores pa den made at man ser efter om tallene tyder pa at
man kan tillade sig at antage at der ikke er forskel pd virkningerne af de forskellige
koncentrationer. Det svarer i modellens termer til at teste den statistiske hypotese

Hy:0,=0,=05=0,

For at gore det skal vi forst udregne estimatet over den af H postulerede felles parame-
terveerdi; det er é}g]]es =y./n, =188/317 = 0.59. Derefter udregner vi de »forventede«
antal y; = nj§og n; —7; og far tallene i tabel 8.1. Kvotientteststorrelsen —21n Q (formel
(8.1)) sammenligner nu disse tal med de observerede antal (tabel 6.2 side 105):

B 50l L+ 47In L 4 481n

~2In Qops = 2( Blnes 409 32.0 29.7

* Dette er ikke helt sa uskyldigt som det maske kunne se ud til, for selv nar hypotesen er rigtig,
er der stadig en ukendt parameter inde i billedet, nemlig den falles veerdi af O-erne.



Tabel 8.1
Rismelsbillers overle-
velse ved forskellige
giftdoser: forventede
antal hvis giften virker
pd samme made for alle
fire koncentrationer.

1
05
Det tonede omrade
er sandsynlighedssim-
plexet, o: mengden af
tripler 8 = (01,67,03)
af ikke-negative tal der
summerer til 1. Den
indtegnede kurve er
©g, dvs. de O der kan
optraede hvis der er Har-
dy-Weinberg ligevaegt.
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koncentration
0.20 0.32 0.50 0.80

antal dede 85.4 40.9 32.0 29.7
antal ikke dede 58.6 28.1 22.0 203

ialt 144 69 54 50

101 19 7 2
1011 191 1 21 )
F10n S+ 19Inoer+ Tingog t 2nggs

=113.1.

Grundmodellen har fire ukendte parametre, og hvis Hy er rigtig, er der én ukendt
parameter, s —21n Q-vaerdien skal sammenlignes med x2-fordelingen med 4-1 = 3
frihedsgrader. I denne fordeling er 99.9%-fraktilen lig 16.27 (se f.eks. tabellen side 210),
sa der er langt under 0.01% sandsynlighed for at fa en vaerre —21In Q-veerdi hvis hypote-
sen er rigtig. P4 den baggrund ma vi forkaste hypotesen og dermed konkludere at der
er signifikant forskel pé virkningen af de fire giftkoncentrationer.

Multinomialfordelingen

< [Fortsat fra side 119.]

Det kan taenkes at den faglige problemstilling indebzerer at sandsynlighedspara-
meteren 6 i virkeligheden kun kan variere i en vis delmeengde O af parameter-
rummet. Hvis O er en differentiabel kurve eller flade, sa er problemet »pent«
set fra den matematiske statistiks synspunkt.

Eksempel 8.3: Torsk i Ostersoen

< [Fortsat fra eksempel 7.3 side 119.]

Ved simple reesonnementer — som dog er af mindre interesse i naerveerende sammenhang
- kan man vise at hvis torskene parrer sig med tilfeeldigt uden hensyntagen til genotype,
og hvis populationen er lukket og i ligeveegt, sa vil de tre genotyper optraeede med
sandsynlighederne 0, = 2, 6, = 28(1 - ) og 03 = (1 - p)?, hvor f er brokdelen af A-
gener i populationen (8 er sandsynligheden for at et tilfeeldigt valgt gen er A). - Denne
situation omtales som Hardy-Weinberg ligeveagt.

Man kan nu undersoge om de foreliggende observationer tyder pa at de tre tor-
skepopulationer hver iser er i Hardy-Weinberg ligevaegt; her indskreenker vi os til
Lollandspopulationen. Pa baggrund af observationen y; =(27,30,12) fra en trinomial-
fordeling med sandsynlighedsparameter 6| skal vi derfor teste den statistiske hypotese
Hy : 8] € ©g hvor O er billedet ved afbildningen g (ﬁz 2p(1-B),(1-pB) 2) af [0;1]

ind i sandsynlighedssimplexet, altsa ©( = {(ﬂz 28(1-B),(1- ) :pel0; 1]}
For vi kan teste hypotesen, skal vi estimere . Under Hy er log—likelihoodfunktionen
InLo(B) =InL(%2(1-p),(1- p)?)
=konst+2-27Inp+30Inp +30In(1-B)+2-12In(1 - p)
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=konst +(2-27+30)In g + (30 +2-12)In(1 - p),

2:27+30 84
ﬁ =138 0.609 (dvs. B estimeres som det observere-
de antal A-gener divideret med det samlede antal gener). Teststorrelsen er

som har maksimum i =

L(B%2B(1-B), (1~ B)
=21 =-2In =2 i1
ne (9179@93 Z n

hvor 7; = 69 - B% = 25.6, 7> = 69-2B(1 - B) = 32.9 0g 73 = 69- (1 - B)> = 10.6 er de
»forventede« antal under H.
I grundmodellen er der 2 frie parametre (der er tre O-er, men de summerer til 1);
under Hy er der 1 fri parameter, nemlig 8; —2In Q far derfor 2—1 =1 frihedsgrad.
Man finder at —2In Q = 0.52, der med 1 frihedgrad svarer til en testsandsynlighed pa
ca. 47%, sa man kan sagtens antage at torskebestanden ved Lolland er i Hardy-Weinberg
ligeveagt.

Enstikpreveproblemet i normalfordelingen

< [Fortsat fra side 122.]

Antag at man ensker at teste en hypotese om at middelveardien i normalforde-
lingen har en bestemt veerdi; i det formelle sprog bliver det til at man ensker at
teste hypotesen Hy : p = po. Under Hy er der én ukendt parameter, nemlig 2.
Maksimaliseringsestimatet for o> under Hy findes som maksimumspunktet for
log-likelihoodfunktionen (6.3) side 109, nu opfattet som en funktion af o2 alene
(idet p fikseres til pg), altsa

n

1
InL(o,0) = konst - 3 In(a?) - — ;w; - o)?
i=
. . o 2 . =2 1 - 2 .
der antager sit maksimum nér o har verdien 6 = a Z(}/j — Ho)”- Kvotienttest-

j=1

Lo, 52
storrelsen er Q = (@732). Standardomskrivninger giver at

L(75?)

—~ 2
~21nQ = 2(InL(3,52) - InL(0,52)) = nln(l s )
hvor _
p= 2210 (8.2)

Vs2/n

Hypotesen forkastes for store veerdier af —2In Q, >: for store verdier af [t|. Stan-
dardafvigelsen pa Y er lig Vo2/n (seetning 7.1 side 121), s4 t-teststorrelsen kan
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siges at male forskellen mellem 7 og yj i forhold til den estimerede standard-
afvigelse pd Y. Kvotienttestet er altsd ekvivalent med et test baseret pa den
»umiddelbart forstaelige« teststorrelse t.

Testsandsynligheden kan udregnes som € = Py(|t| > |tops|). Om fordelingen af
t under Hy gaelder

SETNING 8.1
Antag at Xq,Xs,..., X, er indbyrdes uafhengige identisk normalfordelte stokasti-
_ 1 n
ske variable med middelverdi py og varians o2, og set X = fZXi og s? =
n
i=1

n - X _
Z(Xi - X)z. Sd folger den stokastiske variabel t = \/5,2% en t-fordeling

1
n-1

i=1
med n—1 frihedsgrader.

Supplerende bemzrkninger:

¢ Det er en seerlig — og veesentlig — pointe at fordelingen af t under Hy ikke
afhenger af den ukendte parameter o2 (og heller ikke af ). Endvidere
er t en dimensionsles storrelse ( — det bor teststorrelser altid vaere). Se ogsa
opgave 8.1.
t-fordelingen er symmetrisk omkring 0, og testsandsynligheden kan derfor
udregnes som P([t| > [tops|) = 2P( > |topsl)-
I visse situationer kan man argumentere for det fornuftige i kun at forkaste
hypotesen hvis t er stor og positiv (svarende til at ¥ er storre end p); det
kan for eksempel komme pa tale hvis man pa forhand kan sige at hvis
ikke p = pg, sa er p > pg. I'sa fald skal testsandsynligheden udregnes som
&= P(t > tobs)~
Tilsvarende, hvis man kun vil forkaste hypotesen nar t er stor og negativ,
skal testsandsynligheden udregnes som € = P(t < o).
Et t-test der forkaster hypotesen nar |¢| er stor, kaldes et tosidet t-test, og et
test der forkaster hypotesen nar t er stor og positiv [eller stor og negativ],
kaldes et ensidet test.
Fraktiler i t-fordelingen fas ud af computeren eller fra et statistisk tabel-
veerk, se evt. side 216.
Da fordelingen er symmetrisk om 0, vil tabelverkerne ofte kun indeholde
fraktiler for sandsynligheder storre end 0.5
t-teststorrelsen kaldes undertiden for Student’s t til aere for W.S. Gosset
som i 1908 publicerede den forste artikel om t-testet, og som skrev under
pseudonymet Student.
¢ Se ogsa afsnit 11.2 side 173.
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Eksempel 8.4: Lysets hastighed
< [Fortsat fra eksempel 7.5 side 122.]
Ivore dage er en meter pr. definition den streekning som lyset i vakuum gennemlober pa
1/299792458 sekund, sa lyset har den kendte hastighed 299792458 meter pr. sekund,
og det vil derfor bruge 7y = 2.48238 x 10> sekunder pa at tilbageleegge en strackning
pa 7442 meter. Storrelsen 7, svarer til en tabelveerdi pa (7o x 10%) —24.8) x 10% = 23.8,
sa det ville veere interessant at undersoge om de foreliggende data er forenelige med
hypotesen om at den ukendte middelvaerdi p har vaerdien pg = 23.8. Vi vil derfor teste
den statistiske hypotese Hy : y = 23.8.
Vi har tidligere fundet at 7 = 27.75 og s = 25.8, sa t-teststorrelsen er

L 2775-238 _
V25.8/64

Testsandsynligheden er sandsynligheden for at fa t-verdier som enten er storre end 6.2
eller mindre end —6.2. Ved tabelopslag kan man finde at i t-fordelingen med 63 friheds-
grader er 99.95%-fraktilen lidt over 3.4, dvs. der er mindre end 0.05% sandsynlighed
for at fa en vaerdi som er storre end 6.2, og testsandsynligheden er dermed mindre
2x0.05% = 0.1%. En sd lille testsandsynlighed betyder at man ma forkaste hypotesen.
Newcombs maélinger af lysets passagetid stemmer altsd ikke overens med hvad vi i dag
véd om lysets hastighed.

Vi ser at Newcombs passagetider er en smule for store, og da den lyshastighed vi her
har benyttet, er lysets hastighed i vakuum, kan noget af forklaringen eventuelt veere at
lyset bevaeger sig en smule langsommere i luft end i vakuum.

6.2.

Tostikpreveproblemet i normalfordelingen

< [Fortsat fra side 123.]
Antag at man onsker at teste hypotesen Hy : y; = pp om at de to stikprever
stammer fra samme normalfordeling (variansen er pr. antagelse den samme).
Parameterestimaterne i grundmodellen blev fundet pa side 122. Under Hj er
der kun to ukendte parametre, nemlig den feelles middelverdi y og den falles
varians o2, og da Hj svarer til den situation der er studeret under overskrif-
ten enstikpreveproblemet i normalfordelingen, kan vi uden videre opskrive
maksimaliseringsestimaterne: for middelvardien p er det totalgennemsnittet

2 n 2 n
1 = 1 _ .
y= w ZZ%‘]’, og for variansen o2 er det 5> = o ZZ(%‘]‘ -7)% Kvotient-
i=1 j=1 i=1 j=1
L©,9,5° .
teststorrelsen for Hy er Q = %. Standardomskrivninger giver at
L(31,7,,07)

. 2
-2InQ=2(InL(¥,,9,5%)-InL(7,5,5°)) = nln(l + t—z)
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hvor

Y1-%,
2(1 , 1
Vs (i + )
Hypotesen forkastes for store veerdier af —2In Q, dvs. for store verdier af |¢|.
Ifolge regnereglerne for varianser er Var(Y, -Y,) = 02(% + n%), sa t-storrelsen
maler forskellen mellem de to middelverdiestimater i forhold til den estimerede
standardafvigelse pa denne forskel. Kvotienttestet er saledes aekvivalent med et

test hvor teststorrelsen er »umiddelbart forstaelig«.

(8.3)

Testsandsynligheden kan udregnes som € = Pg(|t| > |tops|). Om fordelingen af
t under H, gelder

SETNING 8.2
Antag at de stokastiske variable X;;, j = 1,2,...,n;, i = 1,2, er indbyrdes uafhengige
og normalfordelte med samme middelverdi y og med samme varians o2. Seet

Sd er den stokastiske variabel
X1 -X,
21 , 1
So (”Tl + E)

t-fordelt med n — 2 frihedsgrader (n = ny + ny).

Supplerende bemzrkninger:
¢ Hvis hypotesen Hj om ens middelvardier godkendes, er der ikke tale om
to forskellige stikprover med hver sin middelvaerdi, men om én stikprove
med 1 +n, observationer. I konsekvens heraf skal middelvaerdi og varians
estimeres som i et enstikpreveproblem, dvs. som J og s3,, hvor

1¢ 1 &

= _ 2 _
?—;2 Yij og So1= 77 21_
i=1j

¢ Fordelingen af t under H, afhaenger ikke af de to ukendte parametre o
og den falles veerdi af middelverdierne.

n;

(%i;—7)%
=1

2
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¢ t-fordelingen er symmetrisk omkring 0, og testsandsynligheden kan derfor
udregnes som P(|t| > |tops]) = 2P(t > [tops])-

I visse situationer kan man argumentere for det fornuftige i kun at forkaste
hypotesen hvis ¢ er stor og positiv (svarende til at J, er storre end 7,); det
kan for eksempel komme pa tale hvis man pé forhand kan sige at hvis
ikke py = pp, sé er py > p,. I'sd fald skal testsandsynligheden udregnes
som ¢ = P(t > tps)-

Tilsvarende, hvis man kun vil forkaste hypotesen nar ¢ er stor og negativ,
skal testsandsynligheden udregnes som & = P(t < t,ps).

Fraktiler i t-fordelingen fas ud af computeren eller fra et statistisk tabel-
veerk, se evt. side 216.

Da fordelingen er symmetrisk om 0, vil tabelverkerne ofte kun indeholde
fraktiler for sandsynligheder storre end 0.5

* Se ogsa afsnit 11.3 side 174.

Eksempel 8.5: C-vitamin

< [Fortsat fra eksempel 7.6 side 123.]

Da metoden til sammenligning af middelvaerdierne i de to grupper forudseatter at de to
grupper har samme varians, kan man eventuelt ogsa teste hypotesen om varianshomo-
genitet (se opgave 8.2). Testet er baseret pa varianskvotienten

2
Sappelsinsaﬂ _ 19.69 —257.
7.66

R= 32
kunstigt

Denne veerdi skal sammenholdes med F-fordelingen med (9, 9) frihedsgrader i et tosidet
test. Tabelopslag (f.eks. side 212ff) viser at 95%-fraktilen er 3.18 og 90%-fraktilen 2.44;
der er derfor mellem 10 og 20 procents chance for at fa en veerre R-vaerdi selvom hypote-
sen er rigtig, og pa dette grundlag vil vi ikke afvise antagelsen om varianshomogenitet.
Den felles varians estimeres til s = 13.68 med 18 frihedsgrader.

Vi kan nu ga over til det egentlige, nemlig at teste om der er signifikant forskel pa to
gruppers niveauer. Til det formal udregnes t-teststorrelsen

13.18-8.00 5.18
=1 =313
13.68(&H+4)

Den fundne veerdi skal sammenholdes med t-fordelingen med 18 frihedsgrader. I denne
fordeling er 99.5%-fraktilen 2.878, sa der er mindre end 1% chance for at fa en veerdi
numerisk storre end 3.13. Konklusionen bliver derfor at der er en klart signifikant
forskel mellem de to grupper. — Som det ses af tallene, bestar forskellen i at den

»kunstige« gruppe har mindre odontoblastvaekst end appelsingruppen. Kunstigt C-
vitamin synes altsa ikke at virke sa godt som det naturlige.
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8.3 Opgaver

Opgave 8.1

Antag at xy,xp,...,x, er en stikprove fra normalfordelingen med middelvardi & og
varians 02, og at man ensker at teste hypotesen Hy, : & = &). Det gores med et t-test. —
Man kunne imidlertid ogsé gere folgende: Tag to tal a og b = 0 og seet

u=a+bé,
Mo =a+bs,
yi=a+bx;, i=12,...,n

Hvis x-erne er en stikprove fra normalfordelingen med parametre & og 02, sd er y-erne
en stikpreve fra normalfordelingen med parametre y og b%0? (setning 3.11 side 74),
og hypotesen Hy, : & = & er ensbetydende med hypotesen Hy, : p = po. Vis at t-
teststorrelsen for at teste Hy, er lig med t-teststorrelsen for at teste Hp, (det vil sige at
t-testet er invariant ved affine transformationer).

Opgave 8.2
I behandlingen af tostikpreveproblemet i normalfordelingen (side 110ff) antages uden
videre at de to stikprever har samme varians. Man kan imidlertid godt udfere et test
for om de to grupper kan antages at have samme varians. For at gore det udvider
vi modellen til folgende: 911,912,...,91,, er observationer fra normalfordelingen med
parametre y; og 0'12, 0g ¥21,¥22,---»Y2n, €T observationer fra normalfordelingen med
parametre ji; og 05. I denne model tester vi sa hypotesen H : 012 = 022.

Gor det! Dvs. opskriv likelihoodfunktionen, find maksimaliseringsestimaterne, og

opskriv kvotientteststorrelsen Q.
n;

1
, hvor 5:‘2 = 7117—1 § @ij —?i)z er det centrale
j=1

Vis at Q kan udtrykkes ved R = :

©n
SIS

varianssken i gruppe i,i=1,2.
Man kan udlede fordelingen af R nér antagelsen om om varianshomogenitet er rigtig;
den er en F-fordeling (se evt. side 173) med (1n; — 1,1, — 1) frihedsgrader.

9 Nogle eksempler

9.1 Rismelsbiller

Dette eksempel viser blandt andet hvordan man kan udbygge en binomialforde-
lingsmodel sddan at sandsynlighedsparameteren tillades at afthzenge af nogle
baggrundsvariable; derved féds en sakaldt logistisk regressionsmodel.

I en undersogelse (jf. Pack and Morgan (1990)) af insekters reaktion pa insekt-
giften pyrethrum har man udsat nogle rismelsbiller, Tribolium castaneum, for
forskellige mangder gift og derpa set hvor mange der var dede efter 13 dages
forleb. Forseget udfertes med fire forskellige giftkoncentrationer, dels pa han-
biller, dels pa hun-biller. Resultaterne (i reduceret form) ses i tabel 9.1.

Grundmodellen

Der indgar 144+69+54+...+47 = 641 biller i forseget. Hver bille har et bestemt
kon (to muligheder) og bliver udsat for en bestemt giftdosis (fire muligheder),
og i lobet af forseget er billen enten ded eller har overlevet.

Forste skridt i modelleringsprocessen bestar i at gore sig klart hvilken status
de forskellige storrelser skal have i modellen:

* Storrelserne dosis og ken er baggrundsvariable der er benyttet til at ind-
dele billerne i 2 - 4 = 8 grupper, idet man forestiller sig at dosis og ken
kan have betydning for billens overlevelse; det kan endda taenkes at selve
talverdierne af dosis har betydning.

* Totalantallene (144,69, 54,50,152,81,44,47) er kendte konstanter, nemlig
antal biller i de enkelte grupper.

¢ Antal dede (43,50,47,48,26,34,27,43) er observerede vardier af stokasti-
ske variable.

For at fa en idé om talmaterialets beskaffenhed kan man lave nogle simple
udregninger og tegninger (f.eks. tabel 9.1 og figur 9.1).

For hver af de otte grupper er det nerliggende at foresla at beskrive »antal
dode« som en observation fra en binomialfordeling med en antalsparameter
der er det samlede antal biller i den pageeldende gruppe, og med en (ukendt)
sandsynlighedsparameter der skal fortolkes som sandsynligheden for at en bille
af det pageldende kon dor af giften doseret i den pageldende koncentration.
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Tabel 9.1
Rismelsbiller:

For hvert kon og hver
dosis er angivet antal
dode/totalantal = obs.
dodssandsynlighed.
Dosis er anfort i
mg/cm?.

Figur 9.1
Rismelsbiller:
Observeret dodssand-
synlighed (relativ
hyppighed) som funk-
tion af dosis, for hvert
kon.
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dosis M F

0.20 43/144 =0.30 26/152 =o0.17
0.32 50/ 69=0.72 34/ 81=0.42
0.50 47/ 54=0.87 27/ 44=o0.61
0.80 48/ 50=0.96 43/ 47 =0.91
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¥
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0.8 —
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Her er det ikke sa interessant blot at fa at vide om der er en signifikant forskel
pa grupperne eller ej, det ville vere langt mere speendende hvis man kunne
give en nermere beskrivelse af hvordan sandsynligheden for at de afhanger af
giftkoncentrationen, og hvis man kunne udtale sig om hvorvidt giften virker ens
pa hanner og hunner. Vi indferer noget notation og praeciserer grundmodellen:

1. I den gruppe der svarer til dosis d og ken k, er der ny biller hvoraf y;;
dode; her er k € {M,F} og d € {0.20,0.32,0.50,0.80}.

2. Det antages at y,; er en observation af en stokastisk variabel Y;; som er
binomialfordelt med kendt antalsparameter n,4; og med sandsynligheds-
parameter pgg.

3. Det antages desuden at de enkelte Y,y -er er stokastisk uatheengige.

Likelihoodfunktionen i grundmodellen er

L= I_IH(ndk)P?;f 1= pgy) b
7
TG G2 1
i
= konst - ]:[ U(%) - ]:l U(l — pax)",

og log-likelihoodfunktionen er

oy
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InL = konst + ZZydk In ——— + Zank In(1-pax)
= konst + ZZ?M logit(pax) + Zzndk In(1 - pa)-
kK d K d

De otte parametre pyj varierer uafhengigt af hinanden, og pyx = var/n4x. Opga-
ven i det folgende er nu at modellere p’s afhengighed af d og k.

En dosis-respons model

Hvordan er sammenhzengen mellem giftkoncentrationen (dosis) d og sandsyn-
ligheden p, for at en bille der ved denne dosis? Hvis man vidste en hel masse
om hvordan netop dette giftstof virker i billeorganismen, kunne man formentlig
give et velbegrundet forslag til hvordan sandsynligheden afhanger af dosis. Men
den statistiske modelbyggers tilgang til problemet er af langt mere jordbunden
og pragmatisk karakter, som vi nu skal se.

I eksemplet har eksperimentator valgt nogle tilsyneladende merkvardige
dosis-veerdier (0.20, 0.32, 0.50 og 0.80). Hvis man ser neermere efter, opdager
man dog at der (nasten) er tale om en kvotientrakke, idet kvotienten mellem et
tal og det neaeste er (naesten) den samme, nemlig 1.6. Det tager den statistiske
modelbygger som et fingerpeg om at dosis antagelig skal males pa en logaritmisk
skala, dvs. man skal interessere sig for hvordan sandsynligheden for at de
atheenger af logaritmen til dosis. Derfor tegner vi figur 9.1 en gang til, idet vi nu
afsetter logaritmen til dosis ud ad abscisseaksen; resultatet ses i figur 9.2.

Vi skal modellere sandsynlighedernes afhangighed af baggrundsvariablen
Ind. En af de simpleste former for aftheengighed er lineer afheengighed. Imid-
lertid ville det vaere en darlig idé at foresla at p; skulle afhaenge linezrt af Ind
(altsa at p; = a + Blnd for passende valgte konstanter a og p) fordi dette ville

Figur 9.2
Rismelsbiller:
Observeret dodssand-
synlighed (relativ
hyppighed) som funk-
tion af logaritmen til
dosis, for hvert kon.



Figur 9.3
Rismelsbiller:

Logit til estimeret dods-
sandsynlighed (relativ
hyppighed) som funk-
tion af logaritmen til
dosis, for hvert kon.

LOGIT-FUNKTIONEN.
Funktionen

logit(p) =1In —
P
afbilder intervallet ]0,1[
bijektivt pa den reelle
akse R. Den omvendte
funktion er

p
1—

_ exp(z)
P= 1+exp(z)’

Nar p er sandsynlig-
heden for en bestemt
hendelse (f.eks. at do),
sa er p/(1 —p) forholdet
mellem sandsynlighe-
den for handelsen og
sandsynligheden for
den modsatte haendelse;
dette tal kaldes med et
udtryk hentet fra spil-
lebranchen for odds for
den péageldende hen-
delse. Vi kan dermed
sige at logit-funktionen
udregner logaritmen til

odds.
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veere uforeneligt med kravet om at sandsynlighederne skal ligge mellem 0 og 1.
Ofte gor man sa det at man omregner p; til en ny skala og postulerer at »p; pa
den ny skala« afheenger lineart af Ind. Omregningen kan forega ved hjelp af
logit-funktionen.

Vi vil foresla/postulere folgende ofte anvendte model for sammenhzengen
mellem dosis og sandsynligheden for at de: For hvert af de to ken afhaenger
logit(py) lineaert af x = Ind, eller mere udferligt: Der findes fire konstanter ay,,
Bu og ag, P sdledes at

logit(pam) = am + v Ind
logit(psr) = ap + frlnd.

En sadan model kaldes en logistisk regressionsmodel.

I figur 9.3 er logit til de relative hyppigheder afsat mod logaritmen til dosis;
hvis modellen er rigtig, skal hvert af de to punktsat fordele sig tilfeeldigt
omkring en ret linje, og det ser jo ikke helt urimeligt ud; der beheves dog en
naermere undersogelse for at afgore om modellen giver en tilstraekkeligt god
beskrivelse af datamaterialet.

I de folgende afsnit skal vi se hvordan man estimerer de ukendte parametre,
hvordan man underseger om modellen er god nok, og hvordan man sammenlig-
ner giftens virkning pa han- og hunbiller.

Estimation

Likelihoodfunktionen Ly i den logistiske model fas ved i grundmodellens likeli-
hoodfunktion at opfatte p-erne som funktioner af a-erne og p-erne. Vi far

InLo(ap, ap, Bats Br)
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= konst + ZZydk(ak +BrInd) + Zzndk In(1-pax)
d

k d k
= konst + Z(O{ky_k + ﬁk Z}}dk Ind + ank ln(l - pdk))r
k d d

sa log-likelihoodfunktionen bestar altsé af to separate bidrag, et for hanbillerne
og et for hunbillerne. Parameterrummet er IR*.

Hvis man differentierer In Ly med hensyn til hver af de fire variable og satter
de partielle afledede lig 0, far man efter lidt omskrivning de fire ligninger

ZydM = Z”dedM’ Z?dF = Z”dPPdF’
d d d d
) vauind =) navpawind, ) yarlnd=) ngrparind,
d d d d

Ind
M, Man kan ikke lose disse ligninger eksplicit, sa
1 +exp(ay + fiInd)

vi ma klare os med en numerisk lgsning.

hvor pyi =

Et almindeligt statistik-computerprogram kan finde folgende estimater: aj; =
4.27 (med en standardafvigelse pa 0.53) og By = 3.14 (standardafvigelse 0.39),
og for hunbillerne er de @y = 2.56 (standardafvigelse 0.38) og Zi\p = 2.58 (stan-
dardafvigelse 0.30).

Hvis vi i figur 9.3 indtegner de estimerede regressionslinjer, far vi figur 9.4.

Modelkontrol

Vi har nu estimeret parametrene i den model der siger at
logit(pgx) = ax + PxInd

eller

exp(ay + prInd)

Pak = 1+exp(ay + fxlnd)’

Figur 9.4
Rismelsbiller:

Logit til estimeret dods-
sandsynlighed (relativ
hyppighed) som funk-
tion af logaritmen til
dosis, for hvert kon,
samt de estimerede
regressionslinjer.
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En neerliggende form for modelkontrol er derfor at indtegne graferne for de to
funktioner

exp(ap + Bmx) , _explag+ppx)

= 1 +exp(ay + fmx) 8 1 +exp(ag + pgx)

i figur 9.2 hvorved man far figur 9.5. Den viser at modellen ikke er helt hen i
vejret. Man kan desuden ved hjeelp af likelihoodmetoden konstruere et numerisk
test baseret pa L

L(@y, @, Bu Br)

Lmax

Q= (9.1)

hvor Ly, er likelihoodfunktionens maksimale verdi i grundmodellen (si-
de 140). Med betegnelserne iy = logit™ (@) + Py Ind) og Tux = naxPax bliver

rl ]_[ (”dk)Aydk (1 = Pgge) vV
Yak
]_“_[(ndk)(M)ydk(l : %)”dk’}’dk
X Vi )\ Mk Ndk

d
I_I ]_I( Yk )yd‘ ( 14k = Yk )"d* Yak
k YVdk Nak = Ydk

d

0og
Ydk Ndk — Ydk
-2lnQ =2 ( InZ= + (ngg — In ——=—= )
Ek Ed VarIn 2 (nax = Yax) P

Store verdier af —2InQ (eller sma verdier af Q) er tegn pa at der er for stor
uoverensstemmelse mellem de observerede antal (yi; 0g ngs — Vi) og de for-
udsagte antal (Y4 0g 1y — Vig) til at modellen kan siges at vaere god nok. I det
konkrete tilfeelde er —21In Qg = 3.36, og testsandsynligheden, dvs. sandsyn-
ligheden (nar den testede model er rigtig) for at fa en —2In Q-verdi som er

9.1 Rismelsbiller 145

storre end —21n Q,ps, kan bestemmes ved at udnytte at nar modellen er rigtig, er
—21n Q asymptotisk x2-fordelt med 8 — 4 = 4 frihedsgrader; man finder at test-
sandsynligheden er ca. 0.50. (Antallet af frihedsgrader er antal frie parametre i
grundmodellen minus antal frie parametre i den testede model.)

Da der séledes er henved 50% chance for at fa et saet observationer der har-
monerer darligere med den postulerede model, mé vi konkludere at modellen
ser ud til at veere anvendelig.

Hypoteser om parametrene

Vi har opstillet en model som indeholder fire parametre, og som ser ud til at
give en ganske god beskrivelse af observationerne. Neeste punkt pa dagsordenen
er at undersege om modellen kan forsimples.

Eksempelvis kan man undersege om de to kurver er parallelle, og hvis det
kan accepteres, kan man derefter undersoge om kurverne er sammenfaldende.
Vi formulerer derfor to statistiske hypoteser:

1. Hypotesen om parallelle kurver: Hy : S = Br, eller mere udferligt: Der

findes konstanter a);, ap og p saledes at

logit(pam) = aym + flnd og logit(psr) = ap + flnd.

2. Hypotesen om sammenfaldende kurver: H, : ap; = ap og By = B, eller
mere udferligt: Der findes konstanter a og f séledes at

logit(pgm) = a+ plnd og logit(pgr) = a + flnd.
Vi undersoger forst hypotesen H; om parallelle kurver. Maksimaliseringsesti-

materne er @y = 3.8 84 (med en standardafvigelse pa 0.34), ay = 2.83 (standard-

afvigelse 0.31) og ﬁ = 2.81 (standardafvigelse 0.24). Hypotesen testes med det
seedvanlige kvotienttest hvor man sammenligner den maksimale likelihood-
funktion under antagelse af H; med den maksimale likelihoodfunktion i den
senest accepterede model:

MID‘F',B ﬁ
L(a ,@r, B Br)

ngx — Uy
:Zgg(ydkln*Jr gk = Yak)In Lidk)

Nak = Yak

-2InQ=-

~ T+ pind
hvor 3, = ”dk%ﬂj;)~ Man fér at —=2In Qs = 1.31, der skal sam-
1 +exp(ay+pInd)

menlignes med y?-fordelingen med 4 — 3 = 1 frihedsgrader (sendring i antal



Figur 9.6
Rismelsbiller:
Den endelige model.
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parametre). Testsandsynligheden (o: sandsynligheden for at fa veerdier storre
end 1.31) er ca. 25%, sa veerdien 1.31 er ikke usaedvanligt stor. Modellen med
parallelle kurver giver saledes ikke en signifikant darligere beskrivelse af obser-
vationerne end den hidtidige model gor.

Efter at have accepteret hypotesen H; kan vi ga videre med hypotesen H,
om sammenfaldende kurver. (Hvis Hy var blevet forkastet, ville man ikke ga
videre til H,.) Nar man tester H, i forhold til Hy, far man —21n Qs = 27.50 der
skal sammenlignes med y?-fordelingen med et antal frihedsgrader pa 3-2 = 1;
sandsynligheden for at fa verdier storre end 27.50 er lig nul med adskillige
betydende cifre, hvilket viser at modellen med sammenfaldende kurver giver
en vasentligt darligere beskrivelse af observationerne end den forrige model
gor. Vi ma derfor forkaste hypotesen om sammenfaldende kurver.

Konklusionen pa det hele er, at vi kan beskrive sammenhzangen mellem
dosis d og sandsynligheden p for at de pa den made at for hvert kon afhenger
logitp linezrt af Ind; de to kurver er parallelle, men ikke sammenfaldende. De
estimerede kurver er

logit(pgp) = 3.84+2.81Ind og logit(psp) = 2.83+2.811nd,

svarende til at

exp(3.84+2.811nd) o _ exp(2.83+2.811nd)
1+exp(3.84+2.81Ind) & P exp(2.83+2.81Ind)’

Pam =

Figur 9.6 illustrerer situationen.
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9.2 Lungekreeft i Fredericia

Dette er et eksempel pa en sakaldt multiplikativ poissonmodel. I gvrigt er
eksemplet interessant pa den made at man tilsyneladende kan na frem til
modstridende konklusioner blot ved at endre en smule pa fremgangsméaden
ved analysen af modellen.

Situationen

I midten af 1970-erne var der en storre debat om hvorvidt der var serlig stor
risiko for at fa lungekreeft nar man boede i byen Fredericia. Grunden til at
der kunne vere en storre risiko, var at Fredericia havde en betydelig maengde
forurenende industri midt inde i byen. For at belyse sporgsmalet indsamlede
man data om lungekrafthyppigheden i perioden 1968-71, dels for Fredericia,
dels for byerne Horsens, Kolding og Vejle. De tre sidste byer skulle tjene som
sammenligningsgrundlag, idet det pa naer den mistaenkte industri var byer af
nogenlunde samme art som Fredericia.

Lungekraft opstar tit som et resultat af daglige pavirkninger af skadelige
stoffer gennem mange ar. En eventuel storre risiko i Fredericia kunne maske
derfor vise sig ved at lungekraeftpatienterne fra Fredericia var yngre end dem
fra kontrolbyerne; desuden er det under alle omsteendigheder tilfeeldet at lun-
gekreft optraeder med meget forskellig hyppighed i forskellige aldersklasser.
Det er derfor ikke nok at se pa totalantallene af lungekrefttilfeelde, man skal se
pa antallene af tilfeelde i forskellige aldersklasser. De foreliggende tal er vist i
tabel 9.2. Da antallene af lungekrafttilfeelde i sig selv ikke siger noget sa leenge
man ikke kender risikogruppernes storrelse, ma man ogsa rapportere antal
indbyggere i de forskellige aldersklasser og byer, se tabel 9.3.

Det er nu statistikerens opgave at beskrive tallene i tabel 9.2 ved hjalp af en
statistisk model hvori der indgar parametre der i en passende forstand beskriver
risikoen for at fa lungekraeft nar man tilhorer en bestemt aldersgruppe og
bor i en bestemt by. Endvidere ville det vaere formalstjenligt hvis man kunne
udskille nogle parametre der beskrev »byvirkninger« (dvs. forskelle mellem
byer) efter at man pa en eller anden made havde taget hejde for forskellene
mellem aldersgrupperne.

Modelopstilling

Den statistiske model skal ikke modellere variationen i antallet af indbyggere i
de forskellige byer og aldersklasser, sa derfor vil vi anse disse antal for givne
konstanter. Det er antallene af lungekrafttilfeelde der skal opfattes som obser-
verede vaerdier af stokastiske variable, og det er fordelingen af disse stokastiske



Tabel 9.2
Lungekrefttilfelde
i fire byer fordelt
pd aldersklasser (fra
Andersen, 1977).
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aldersklasse Fredericia Horsens Kolding Vejle  ialt

40-54 11 13 4 5 33
55-59 11 6 8 7 32
60-64 11 15 7 10 43
65-69 10 10 11 14 45
70-74 11 12 9 8 40

75+ 10 2 12 7 31

ialt 64 58 51 51 224

variable der skal specificeres af den statistiske model. Vi indferer noget notation:

v;j = antal tilfelde i aldersgruppe i i by j,

r;; = antal personer i aldersgruppe i i by j,

hvor i =1,2,3,4,5,6 nummererer aldersgrupperne, og j = 1,2, 3,4 nummererer
byerne. Observationerne y;; opfattes som observerede veerdier af stokastiske
variable Y;;.

Hvilken fordeling skal Y-erne have? I forste omgang ville man maske foresla
at Yj; skulle veere binomialfordelt med antalsparameter r;j; nu er sandsynlig-
heden for at fa lungekraeft temmelig lille, sa med henvisning til seetningen om
approksimation af binomialfordelinger med poissonfordelinger (s@tning 2.15
side 60) vil vi i stedet foresld at Y;; skal veere poissonfordelt med en parameter
pij der afhenger af aldersgruppe og by (modellen skal ikke indeholde observa-
tionsperiodens leengde da denne er konstant lig 4 dr). Hvis vi skriver y;; som
Hij = Aijrij, sd kan intensiteten A;; fortolkes som »antal lungekreaefttilfelde pr.
person i aldersgruppe i i by j i den betragtede firearsperiode«, dvs. A er den
alders- og byspecifikke cancer-incidens. Endvidere vil vi ga ud fra at de enkelte
Y;j-er er stokastisk uafhaengige. Vi fir dermed folgende grundmodel:

De stokastiske variable Yj; er stokastisk uathngige og poissonfor-
delte sdledes at Y;; har parameter A;;r;; hvor A;;-erne er ukendte
positive parametre.

Det er let at estimere parametrene i grundmodellen. Eksempelvis estimeres in-
tensiteten A for 55-59—arige i Fredericia til 11/800 = 0.014 (dvs. 0.014 tilfeelde
pr. person pr. 4 ar). Den generelle opskrift er jij =9ij/tij.

Nu var det jo tanken at vi gerne ville blive i stand til at sammenligne byerne
efter at have taget hojde for deres forskellige aldersfordelinger, og det kan ikke
uden videre lade sig gore i grundmodellen. Derfor vil vi undersege om det lader
sig gore at beskrive data med en anden model, nemlig en model hvor 1;; er
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aldersklasse Fredericia Horsens Kolding  Vejle ialt
40-54 3059 2879 3142 2520 11600
55-59 800 1083 1050 878 3811
60-64 710 923 895 839 3367
65-69 581 834 702 631 2748
70774 509 634 535 539 2217
75+ 605 782 659 619 2665
ialt 6264 7135 6983 6026 26408

spaltet op i et produkt «;B; af en aldersvirkning a; og en byvirkning g;. Hvis
dette lader sig gore, er vi heldigt stillede, for sa kan vi sammenligne byerne
ved at sammenligne byparametrene f;. Vi vil derfor i ferste omgang teste den
statistiske hypotese

Hy: Ajj = a;p;

hvor ay,ay, a3, a4, as,ag, 1, P2, B3, Pa er ukendte parametre. Mere udferligt er
hypotesen at findes parameterveerdier ay, ay, a3, ag, as, &g, f1, B2, B3, fs € Ry sé-
ledes at der for by j og aldersgruppe i gelder at lungekreftrisikoen A;; fis som
Ajj = a;B;. — Den model som Hj specificerer, er en multiplikativ model, fordi
aldersparametre og byparametre indgér multiplikativt.

En detalje vedrorende parametriseringen

Der er det sxrlige ved parametriseringen af modellen under Hj at den ikke er
injektiv: afbildningen

fra RO til R?* er ikke injektiv, idet billedmaengden er faktisk kun en 9-dimen-
sional flade. (Man overbeviser sig let om at a; B; = a; p; for alle i og j, hvis og
kun hvis der findes et ¢ > 0 séledes at a; = ca; for alle i og ﬁ]f =cpj foralle j.)

De 10 parametre skal derfor palegges ét band for at fa en injektiv parametri-
sering. Et sddant band kan vere at a1 =1, eller at a; + @, +--- + ag = 1, eller at
aja,...aq =1, eller det tilsvarende for 8, osv. I det aktuelle eksempel vil vi be-
nytte betingelsen f; = 1, dvs. vi fikserer Fredericia-parameteren til 1. Modellen
indeholder herefter ni ukendte parametre.

Estimation i den multiplikative model

I den multiplikative model lader det sig ikke gore at opskrive eksplicitte udtryk
for estimaterne, man er henvist til i de konkrete tilfeelde at benytte numeriske

Tabel 9.3

Antal indbyggere i de
forskellige aldersklas-
ser i de fire byer (fra

Andersen, 1977).
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metoder, f.eks. i form af hensigtsmaessige computerprogrammer. Likelihood-
funktionen i grundmodellen er

Lo e T i) konst. 6 4 N -
_I_[ | ———exp(-4;;r;j) = kons ]_”_[ exp(—

-l
}/1]~ 1:1]

i=1 j

Nédr man maksimaliserer med hensyn til A;;-erne, fdr man som allerede nzevnt
at maksimaliseringsestimaterne i grundmodellen er ;\\ij =;j/1ij.

Nér vi i udtrykket for L erstatter A;; med a;p;, fér vi likelihoodfunktionen Ly
under Hy:

6 4
LO:konst~]_[Hay y”exp (~aipjrij)
i=1 j=1
6 . 6 4
:konst-(]_[af“‘)(l_l/};")exp( ZZa,/}jrij),
i=1 j=1 i=1 j=1

og log-likelihoodfunktionen er
6 4 6 4
h‘ILO = konst + (Zy,-_lna,—)+ (Zyj h’lﬂ])— ZZ[X”@]‘FU.
i=1 j=1 i=1 j=1
maliserer In L. De partielle afledede er
dinLy ;. .
3 _a—;]z'ﬁjrij, i=1,2,3,4,56

dinL . .
n OZL{—ZQH‘U, ]:1,2,3,4.
i

IB;
Det ses at de partielle afledede er lig 0 hvis og kun hvis

.= Za,—ﬁ]-rij for alle i og v.j= Zaiﬁjrij for alle j.
j i

Vi noterer til senere brug at der heraf folger at
=ZZ@ﬁAjm' (9-2)
i

Man finder folgende maksimaliseringsestimater i den multiplikative model:

9.2 Lungekreft i Fredericia 151

@ =0.0036 Bi=1

@, =0.0108 B2 =0.719
@3 =0.0164 B3 =0.690
@y =0.0210 B1=0.762
@5 = 0.0229

@ = 0.0148.

Den multiplikative models beskrivelse af data

Herefter vil vi undersege hvor god en beskrivelse den multiplikative model
faktisk giver af datamaterialet. Det vil vi gore ved at teste multiplikativitets-
hypotesen Hj i forhold til grundmodellen, og det foregar med et almindeligt
kvotienttest: Man udregner

-2InQ=-
L1, 12+ 63, /\64)
Store vaerdier af —21n Q er signifikante, dvs. tyder pa at Hy ikke giver en tilstrek-
kelig god beskrivelse af data. For at afgere om —21n Qs er signifikant stor, skal
vi se pa testsandsynligheden ¢ = PO(—Z InQ > -21InQqps ), altsd sandsynligheden
for at fa en storre —21In Q-veerdi forudsat at Hy er rigtig. Nar Hj er rigtig, er
-2InQ approksimativt xy2-fordelt med f =24 -9 = 15 frihedsgrader (forudsat
at de forventede antal alle er mindst 5). Det betyder at testsandsynligheden kan
udregnes som ¢ = P(Xls >-2In Qobs)
Ved almindelige omskrivninger, hvor man undervejs skal benytte (9.2), finder
man at

og dermed
-2InQ =2 ZZ;},] In=— yl]
i=1 j=
hvor 3;; = aﬁf?jr,-]- er det forventede antal lungekraefttilfeelde i aldersklasse i i
by j.
Som led i beregningerne af 7;; udregnes de estimerede alders- og by-specifikke
lungekreeftintensiteter 5?11/3\] Verdierne af 1000 Ez\iﬁ\j, dvs. de forventede antal
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Tabel 9.4
Estimerede alders-

aldersklasse Fredericia Horsens Kolding  Vejle
og byspecifikke lun-
gekreftintensiteter 40-54 3.6 2.6 2.5 2.7
i perioden 1968-71 55-59 10.8 7.8 7.5 8.2
under forudsetning 60-64 16.4 11.8 11.3 12.5
af den multiplikative 65-69 21.0 15.1 14.5 16.0
poissonmodel. 70-74 22.9 16.5 15.8 17.4
Verdierne er antal pr. 75+ 14.8 10.6 10.2 113
1000 indbyggere pr.
4 ar.
aldersklasse Fredericia Horsens Kolding Vejle ialt
40-54 11.01 7-45 7.80 6.91 33.17
Tabel 9.5 _ 55-59 8.64 8.41 7.82 7.23 32.10
De forventede antal 3 60-64 11.64 10.88 10.13 10.48 43.13
of lungekrefitilfelde 65-69 12.20 12.59 10.17 10.10 45.06
under den multiplika- 70-74 11.66 10.44 8.45 941 39-96
tive poissonmodel. : : : ’ ’
75+ 8.95 8.32 6.73 6.98 30.98
ialt 64.10 58.09 51.10 51.11 224.40

tilfeelde pr. 1000 indbyggere, ses i tabel 9.4. Selve de forventede antal g;; i de

forskellige byer og aldersklasser ses i tabel 9.5, og den konkrete verdi af —21n Q
bliver —21n Qups = 22.6. 1 x2-fordelingen med f = 249 = 15 frihedsgrader er
90%-fraktilen 22.3 og 95%-fraktilen 25.0; den opnaede verdi —21In Qups = 22.6
svarer altsa til en testsandsynlighed ¢ pa godt 5%, og der er dermed ikke alvorlig
evidens imod modellens brugbarhed. Vi tillader os at ga ud fra at modellen
faktisk er anvendelig, o: lungekreftrisikoen afhenger multiplikativt af by og alder.

Hermed er vi naet frem til en statistisk model der beskriver data ved hjeelp
af nogle by-parametre (f-erne) og nogle alders-parametre (a-erne), men uden
parametre svarende til en vekselvirkning mellem by og alder. Det betyder at
den forskel der er mellem byerne, er den samme for alle aldersklasser, og at
den forskel der er mellem aldersklasserne, er den samme i alle byer. Nar vi
skal sammenligne byerne, kan vi derfor gore det ved udelukkende at betragte
p-erne.

Ens byer?

Det hele gar ud pé at undersoge om der er signifikant forskel pa byerne. Hvis der
ikke er nogen forskel pa byerne, er byparametrene ens, dvs. 1 = f, = 3 = fa,
og da 1 = 1, mé den fealles veerdi vere 1. Vi vil derfor teste den statistiske
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hypotese

Hy:pr=pr=p3=ps=1
Hypotesen skal testes i forhold til den aktuelle grundmodel Hy, sa teststorrelsen
bliver

-2InQ=-2In

hvor L (al, ay,.. ,aﬁ) Lo(aq,an,...,a6,1,1,1,1) er] llkehhoodfunktionen under
Hi,0g @1,a,..., 0 er estimaterne under Hy, dvs. (al,az, :’1\\6) er maksimums-
punktet for L;.

Funktionen L; er et produkt af seks funktioner med hver sit a:

6 4
Li(ay,ay,...,a6) = konst - I_I l_locff’ exp(-a;r;;)

i=1 j=1
6
= konst - H a?" exp(-a;r;,) .
i=1
Maksimaliseringsestimaterne findes derfor til @; a, n ,i=1,2,...,6. Talveerdier-

rl -
ne bliver

@y =45/2748=0.0164
a5 =40/2217=0.0180
@ =31/2665=0.0116.

@, =33/11600 = 0.002845

7,=32/3811 =0.00840

@, =43/3367 =0.0128
Almindelige omskrivninger giver at

6 4 T\
0= Li(@y, @, 03, 0y, 05, ) I—“—I(?ij )y’
AAAAAA j=1\Yii

Lo(@, @, @3, @y, @5, @6, L, B2 B3 P1) 1

og dermed

—2InQ= ZZZy,J ln y’] ;

i=1 j=1

her eri—j = ;Jz’:,-r,']» og som for J;; = E\?,‘ﬁj rij. De forventede antalﬁ-- er vist i tabel 9.6.

Store veerdier af —21n Q er signifikante. Man skal sammenholde —21n Q med
x2-fordelingen med f = 9 -6 = 3 frihedsgrader.

Man finder at —21n Qs = 5.67. 1 x2-fordelingen med f = 9— 6 = 3 frihedsgra-
der er 80%-fraktilen 4.64 og 90%-fraktilen 6.25, siledes at testsandsynligheden
er nasten 20%. De foreliggende observationer er altsd udmaerket forenelige med
hypotesen H; om at der ikke er nogen forskel pa byerne. Sagt pa en anden made,
der er ikke nogen signifikant forskel pd byerne.
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Tabel 9.6

De forventede antal?\i ;
af lungekrefttilfelde
under antagelsen om
at der ikke er forskel pa
byerne.
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aldersklasse Fredericia Horsens Kolding  Vejle ialt
40-54 8.70 8.19 8.94 7.17 33.00
55-59 6.72 9.10 8.82 7.38 32.02
60-64 9.09 11.81 11.46 10.74 43.10
65-69 9.53 13.68 11.51 10.35 45.07
70-74 9.16 11.41 9.63 9.70 39-90
75+ 7.02 9.07 7.64 7.18 30.91
ialt 50.22 63.26 58.00 52.52 224.00

En anden mulighed

Det er sjeeldent sddan at der kun er én bestemt made at undersege en praktisk

problemstilling pa ved hjalp af en statistisk model og nogle statistiske hypoteser.

Det aktuelle sporgsmal om der er en oget risiko for lungekraft ved at bo i
Fredericia, blev i forrige afsnit belyst ved at vi testede hypotesen H; om ens
byparametre. Det viste sig at H; kunne accepteres, og man kan séledes sige at
der ikke er nogen signifikant forskel pa de fire byer.

Nu kunne man imidlertid angribe problemet pa en anden made. Man kunne
sige at det hele drejer sig om at vurdere om det er farligere at bo i Fredericia
end i de ovrige byer. Dermed er det indirekte forudsat at de tre gvrige byer stort
set er ens, hvilket man kan og ber teste. Man kunne derfor anlegge folgende
strategi for formulering og test af hypoteser:

1. Vi benytter stadig den multiplikative poissonmodel Hy som grundmodel.

2. Forst undersoges om det kan antages at de tre byer Horsens, Kolding og
Vejle er ens, dvs. vi tester hypotesen

Hy: By = B35 =P

3. Hvis H, bliver accepteret, er der et faelles niveau g for de tre »kontrolbyer«.

Vi kan derefter sammenligne Fredericia med dette faelles niveau ved at
teste om B; = . Da B, pr. definition er lig 1, er den hypotese der skal
testes,

H3 : ﬁ =1.

Sammenligning af de tre kontrolbyer

Vi skal teste hypotesen H, : , = 3 = f4 om ens kontrolbyer i forhold til den
multiplikative model Hy. Det gores med teststorrelsen

Ly(ay, ay,..., @, B)

Lo(ay,@,..., a6, 1, B2, B3, Ba)

Q=

aldersklasse Fredericia Horsens Kolding  Vejle ialt

40-54 10.95 7.44 8.12 6.51 33.02
55-59 8.64 8.44 8.19 6.85 32.12
60-64 11.64 10.93 10.60 9.93 43.10
65-69 12.20 12.65 10.64 9.57 45.06
70-74 11.71 10.53 8.88 8.95 40.07
75+ 8.95 8.36 7.04 6.61 30.96
ialt 64.09 58.35 53.47 48.42 224.33

hvor Ly(ay, ay,..., a4, ) = Lo(ay, ay,..., a6, 1, B, B, B) er likelihoodfunktionen un-
der H,, og El,ﬁz,...,&vﬁ,ger maksimaliseringsestimaterne under H,.

Nar H, er rigtig, er —2InQ approksimativt x2-fordelt med f = 9-7 =2
frihedsgrader.

Modellen H, svarer til en multiplikativ poissonmodel med to byer (nemlig
Fredericia og resten) og seks aldersklasser, og der er derfor ingen principielt nye
problemer forbundet med at estimere parametrene under H,. Man finder

@ =0.00358  @;=0.0210 =1
@, =0.0108 @5=0.0230 B =0.7220
@; = 0.0164 @ = 0.0148
Endvidere bliver o 4
Yij
*211‘1Q: ZZZ})UII’IT
i=1 j=1 Yij
hvor jfl-]- = Zx‘ifi}ri]-, se tabel 9.5, og
Vi1 = @it

i)v,-j:b?,-ﬁr,-j, ]':2,3,4‘

De forventede antal 3;; ses i tabel 9.7. Man finder at —2In Qs = 0.40; denne
veerdi skal sammenholdes med x2-fordelingen med f = 9 -7 = 2 frihedsgrader.
I denne fordeling er 20%-fraktilen 0.446, sa testsandsynligheden er altsa godt
80%, og det betyder at H, er udmarket forenelig med de foreliggende data. Vi
kan altsa sagtens tillade os at g& ud fra at der ikke er nogen signifikant forskel
mellem de tre byer.

Herefter kan vi gd over til at teste Hj, der siger at alle fire byer er ens, og
at der er de seks forskellige aldersgrupper med hver sin parameter a;. Under
forudseztning af H, er H; identisk med hypotesen H; fra tidligere, sa estimaterne
over aldersparametrene er ;31\\1,52,.‘.,’07\6 fra side 153.

Tabel 9.7

De forventede antal 9;;
af lungekrefttilfelde
under Hj.
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I denne omgang skal vi teste H3 (= Hj) i forhold til den nu geeldende grund-
model H,. Teststorrelsen er —21n Q hvor

Li(@1,@s,..., @) _ Lo(@1,@s,...,@6,1,1,1,1)

Lo(@1,@,.... %, B)  Lo(@,@..., 05 1,5, 5. B)

sa at
6 4 T
—2InQ=2 Zzy,j 1n§.
i=1 j=1 Yij
Store verdier af —2In Q er signifikante. Nar Hj er rigtig, er —2InQ approksi-
mativt x>-fordelt med f =7 -6 =1 frihedsgrad (forudsat at alle de indgdende
forventede antal er mindst fem).

Ved at indszette veerdierne fra tabel 9.2, tabel 9.6 og tabel 9.7 i det seneste
udtryk for —2In Q fas —2In Qups = 5.27. I x*-fordelingen med 1 frihedsgrad er
97.5%-fraktilen 5.02 og 99%-fraktilen 6.63, sa testsandsynligheden er omkring
2%. Pa det grundlag vil man almindeligvis forkaste hypotesen Hj (= H;). Kon-
klusionen bliver altsé at der ikke er signifikant forskel pa lungekrefthyppigheden i de
tre byer Horsens, Kolding og Vejle, hvorimod Fredericia har en signifikant anderledes
lungekrefthyppighed.

Den relative lungekreafthyppighed i de tre ens byer i forhold til Fredericia
estimeres til f = 0.7, s& lungekreafthyppigheden i Fredericia er alts signifikant
storre end i kontrolbyerne.

Se det var jo en paen og klar konklusion, der blot er stik modsat den vi naede
frem til pa side 153!

Sammenligning af de to fremgangsmader

Vi har benyttet to fremgangsmader der kun var en smule forskellige, men gav
helt modsatte resultater. De to fremgangsmader er begge opbygget over folgende
skema:
1. Find en passende grundmodel.
2. Formuler en hypotese der giver en forsimpling af den aktuelle grundmo-
del.
3. Test hypotesen i forhold til den aktuelle grundmodel.
4. a) Hvis hypotesen accepteres, har vi derved faet en ny aktuel grundmo-
del (nemlig den gamle med de simplifikationer som den accepterede
hypotese giver). Fortseet med punkt 2.
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Model/Hypotese -2InQ f €
M:  vilkdrlige parametre ) (5 54 915 godt 5%
H: multiplikativitet
M:  multiplikativitet B o
H:  fire ens byer 5.67 9-6=3 ca. 20%
Model/Hypotese -2InQ f €
M: - vilkdrlige parametre ) (5 5y 915 godt 5%
H: multiplikativitet
M: multiplikativitet
.4 -7=2 9
H: de tre byer ens 0409 godt 80%
M: de tre byer ens
.27 7-6=1 .29
H: de fire byer ens > 6 ca. 2%

b

Hvis hypotesen forkastes, sa slut. Data beskrives da ved den senest
anvendte grundmodel.
Begge de anvendte fremgangsmader tager udgangspunkt i den samme poisson-
model, de adskiller sig udelukkende ved valgene af hypoteser i punkt 2. I den
forste fremgangsmade tages skridtet fra den multiplikative model til »fire ens«
pa én gang, hvilket giver en teststorrelse pa 5.67, som, da den kan fordeles pa
3 frihedsgrader, ikke er signifikant. I den anden fremgangsmade spalter vi op i
de to skridt »multiplikativitet — tre ens« og »tre ens — fire ens«, og det viser
sig da at de 5.67 med 3 frihedsgrader spaltes op i 0.40 med 2 frihedsgrader og
5.27 med 1 frihedsgrad, hvoraf den sidste er temmelig signifikant.

Det kan undertiden vare hensigtsmeassigt at foretage en sadan trinvis testning.
Man ber dog ikke straebe efter at spalte op i s&@ mange tests som muligt, men
kun teste hypoteser der er rimelige i den foreliggende faglige sammenhzng.

Om teststorrelser

Leeseren vil maske have bemerket visse felles traek ved de —21n Q-udtryk der
forekommer i afsnittene 9.1 og 9.2. De er alle af formen

modellens forventede antal

-2InQ = ZZ obs.antal - In

hypotesens forventede antal

og er (tilnermelsesvis) x>-fordelt med et antal frihedsgrader som er »antal frie

parametre under modellen« minus »antal frie parametre under hypotesen«.

Dette gaelder faktisk helt generelt nar man tester hypoteser om poissonfordelte
observationer (dog under forudsatning af at summen af de forventede antal er
lig summen af de observerede antal).

Owersigt over den
forste fremgangsmade.

Oversigt over den
anden fremgangsmdde.
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9.3 Ulykker pa en granatfabrik

I dette eksempel virker det oplagt at forsege sig med en poissonfordelingsmodel.
Det viser sig dog at den ikke passer sarlig godt, s man ma finde pa noget andet.

Situationen

Man har undersogt hvor mange ulykkestilfeelde hver enkelt arbejder pé en
granatfabrik i England kom ud for i lobet af en fem ugers periode. Det hele
foregik under forste verdenskrig, sa de pageeldende arbejdere var kvinder (mens
meendene var soldater). I tabel 9.10 ses fordelingen af n = 647 kvinder efter
antallet y af ulykkestilfaelde i en fem ugers periode. Man seger en statistisk
model der kan beskrive dette talmateriale. (Eksemplet stammer fra Greenwood
and Yule (1920) og er her i landet isaer kendt via sin forekomst i Hald (1948,
1968) der gennem mere end en menneskealder har veret en toneangivende
dansk lerebog i statistik.)

Lad y; betegne antal ulykker som kvinde nr. i kommer ud for. Vi benytter
betegnelsen f, for antallet af kvinder der har veret ude for netop y ulykker, dvs.
i det foreliggende tilfeelde er fy =447, f; = 132, osv. Det samlede antal ulykker

er Ofg+1f+2f,+... = nyy = 301. Vi gar ud fra at y; er observation af en
y=0

stokastisk variabel Y;, i = 1,2,...,n, og vi vil antage at de stokastiske variable

Yy, Y,,..., Y, er indbyrdes uafheengige, omend dette maske er en lidt diskutabel

antagelse.

Den forste model

I forste omgang kan man forsege sig med en model gaende ud pa at Y1, Y,..., Y,
er uafhangige og identisk poissonfordelte med parameter y, saledes at
’4}1
P(Yi=y)= o exp(—p).

Poissonfordelingen kommer ind i billedet ud fra en forestilling om at ulykkerne
sker »helt tilfaeldigt«, og man kan sige at parameteren u beskriver kvindernes
»ulykkestilbgjelighed«.

Poissonparameteren p estimeres ved jr=7 = 301/647 = 0.465 (der sker 0.465
ulykker pr. kvinde pr. fem uger). Det forventede antal kvinder med y ulykker er

I

fy =n ‘;—' exp(—p); veerdierne heraf ses i tabel 9.11. Der er tilsyneladende ikke

nogen serlig god overensstemmelse mellem de observerede og de forventede
antal. Man kan udregne det centrale variansestimat s? = ﬁ Y(yi-7)*tils? =
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antal kvinder

V med y ulykker
o 447
1 132
2 42
3 21
4 3
5 2
6+
647
y fy /?V
f
o 447 406.3
1 132 189.0 400 1
2 42 44.0 300 4
3 21 6.8
1 3 0.8 200 1
2 0.1
5 ]
6+ o 0.0 100
O__
647 6470 01 2 3 4 5 6+ 7

0.692, og det er nasten halvanden gange 7; da poissonfordelingen har den
egenskab at middelveerdien er lig variansen, har vi sdledes endnu et tegn pa at
poissonmodellen er darlig. Man mé derfor overveje en anden model.

Den anden model

Man kan udvide model 1 pé folgende made:

* Det antages stadig at Y, Y>,..., Y, er uafthaengige og poissonfordelte, men
nu tillader vi at de har hver sin middelverdi, sd nu er Y; poissonfordelt
med parameter y;, i =1,2,...,n.

Hvis modelopstillingen gjorde holdt her, ville der veere en parameter for
hver person; derved kunne man opna et perfekt fit (med estimaterne
;i =v;,1=1,2,...,n), men man ville i hoj grad vere i strid med Fisher’s
maksime om at statistikkens formal er datareduktion (jf. side 100). Men
der endnu et trin i modelopbygningen:

Det antages endvidere at p1, yy, ..., 4, er uafheengige observationer fra en
og samme sandsynlighedsfordeling. Denne sandsynlighedsfordeling skal
vere en kontinuert fordeling pa den positive halvakse, og det viser sig

Tabel 9.10
Fordelingen af 647
kvinder efter antallet y
af ulykkestilfelde i en
fem ugers periode (fra
Greenwood and Yule
(1920)).

Tabel 9.11

Model 1: Tabel og graf
med de observerede
antal fy (sorte sojler)
og de forventede antal
¥, (hwide sojler).
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bekvemt at benytte en gammafordeling med, lad os sige, formparameter x
og skalaparameter f, altsd med teethedsfunktion

8w = r(%)ﬁ,(ﬂlﬂ exp(=p/p), u>0.

Den betingede sandsynlighed for at en kvinde kommer ud for netop
y
y ulykker, givet at hun har et bestemt y, er ”—' exp(—p). Den ubetingede

sandsynlighed fas ved at blande de betingede sandsynligheder med hensyn

til y’s fordeling:
+00 ”y
P(Y=y)= ?exp(—ﬂ) 8w dp
0 !
- J*m e exp(—) L < exp(—p/B)dp
o ¥ (k) p*

T+ 1\ BV
T oplT(x) \B+1) \p+1]"’
hvor det sidste lighedstegn folger af definitionen pa gammafunktionen

(benyt f.eks. formlen sidst i sidebemaerkningen side 72). Hvis « er et
naturligt tal, er I'(x) = (x — 1)!, og sa er

(y+1<—1)7 T(y+x)
vy CYIT(e)

Her er hojresiden imidlertid defineret for alle x > 0, og vi kan derfor bruge
ligningen som en definitionsligning der definerer symbolet pa venstre
side af lighedstegnet for alle x > 0 og alle y € {0,1,2,...}. Idet vi desuden
indferer betegnelsen p = 1/(f + 1), kan vi alt i alt skrive den fundne
sandsynlighed for y ulykker som

-1
P(Y=y):(y+z )p“(l—p)?, y=0,12,... (9:3)

Vi ser at Y er negativt binomialfordelt med formparameter x og sandsynlig-
hedsparameter p = 1/(p + 1) (jf. definition 2.9 side 58).

I den negative binomialfordeling er der to parametre man kan »skrue pé, og
man kan habe at det derved er muligt at fd denne model til at passe bedre til
observationerne end model 1 gjorde.

I den nye model er (jf. eksempel 4.5 side 81)

B(Y)=x(1-p)/p=xp,
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Var(Y) = k(1 - p)/p> = xp(p +1).

Heraf ses blandt andet at variansen er (§ + 1) gange storre end middelvaerdi-
en. — I det foreliggende talmateriale fandt vi netop at variansen var sterre end
middelveerdien, sa forelobig kan det ikke udelukkes at den negative binomial-
fordelingsmodel er brugbar.

Estimation af parametrene i Model 2
Vi benytter som altid likelihoodmetoden til estimation af de ukendte parametre.
Likelihoodfunktionen er et produkt af sandsynligheder af formen (9.3):

n

L(k,p) = I_I(y’ +; ) 1)p’<(1 -p)¥

i=1 !

n
yi+trx—1
=p"(1 - p)P1 2t ] [( )
=\ Y

=konst-p"™ (1 —p)-| [(xc+k—1)fctfentfnat

s

o~
I
—_

hvor f; stadig betegner antal observationer som har verdien k. Logaritmen til
likelihoodfunktionen bliver derfor (pa neer en konstant)

InL(x,p) =nxlnp+y In(l-p)+ i(ifj)ln(K‘*'k— 1)
=1 =k

der i det konkrete eksempel antager det mere uskyldige udseende

InL(x,p) = 647x1Inp +3011In(1 —p)
+200Inx +68In(x +1)+26In(x +2)
+5In(x + 3) + 2In(x + 4).

Denne funktion kan man let bestemme maksimum for med seedvanlige numeri-
ske metoder til bestemmelse af ekstremumspunkter, for eksempel en generel
simplexmetode. Disse numeriske metoder itererer sig frem til losningen, og man
kan finde et godt udgangspunkt for iterationen ved at lose de to ligninger

teoretisk middelveerdi = empirisk middelverdi

teoretisk varians = empirisk varians

der i det foreliggende tilfaelde bliver xf = 0.465 og x(f + 1) = 0.692, hvor =
(1-p)/p. Ligningerne har losningen (%, 5) = (0.953,0.672) (og dermed B = 0.488).



Tabel 9.12

Model 2: Tabel og graf
med de observerede
antal fy (sorte sojler)

og forventede antal fAy

(hvide sajler).
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y fy fy f
o 447 4459 400 |
1 132 1349

2 42 44.0 300
3 21 14.7 200
4 3 5.0

5 2 1.7 100
6+ o 0.9

G__ =
047 6471 001 2 3 4 5 6+ 7

De fundne verdier benyttes som startveerdier i en iteration der leder frem til
likelihoodfunktionens maksimumspunkt; man finder estimaterne

T=0.8651
7=0.6503 (ogdermed B = 0.5378).

I tabel 9.12 ses de tilsvarende forventede antal

fy = n(“Z‘l)ﬁ%—W

beregnet ud fra den estimerede negative binomialfordeling. Pa baggrund heraf
tillader vi os at konkludere at den negative binomialfordelingsmodel beskriver
observationerne godt nok.

10 Den flerdimensionale
normalfordeling

STATISTISKE MODELLER for normalfordelte observationer kan, som vi skal se i
kapitel 11, formuleres meget overskueligt og elegant ved brug af terminologi
fra linezer algebra, og bestemmelse af estimatorer og teststorrelser og udledning
af deres fordelinger kan med stor fordel forega inden for disse rammer.

Inden vi for alvor kan ga i gang med normalfordelingsmodellerne, er der
nogle forberedende ting der skal overstas, og undervejs vil leeseren maske
have glaede af at se i tillegget om linezer algebra (side 203ff). I afsnit 10.1
preciseres enkelte ting i forbindelse med flerdimensionale fordelinger, blandt
andet om middelveerdi og varians. Derefter (i afsnit 10.2) skal vi definere den
flerdimensionale normalfordeling, hvilket viser sig at veere besveerligere end
man maske umiddelbart skulle tro.

10.1 Flerdimensionale stokastiske variable

En n-dimensional stokastisk variabel X kan opfattes som et set bestaende af n
endimensionale stokastiske variable, eller som en stokastisk vektor (i vektorrum-
met V = R") hvis koordinater i standardkoordinatsystemet er n endimensionale
stokastiske variable. Middelverdien af den n-dimensionale stokastiske variabel

X, EX,
X, EX,

X =| . |ervektoren EX =| _ |, altsd talsattet bestdende af middelvardierne
X" E Xn

af de enkelte koordinater — forudsat at alle de optreedende endimensionale sto-
kastiske variable har middelveerdi. Variansen af X er den symmetriske positivt
semidefinitte 1 x n-matrix Var X hvis (i, j)-te element er Cov(X;, X;):

Var X, Cov(Xy,X,) -+ Cov(Xy,X,)

Cov(X,, X Var X «o Cov(X,, X,)

VarX = X2 1) %2 . (.2 n
Cov(X,,X;) Cov(X,,X;) --- Var X,,

163
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=E((X-EX)(X-EX)'),

forudsat at alle de optraeedende endimensionale stokastiske variable har en
varians.
Ud fra definitionerne viser man let

SAETNING 10.1

Lad X vere en n-dimensional stokastisk variabel, og antag at X har middelverdi og
varians. Hvis A er en lineer afbildning fra R" til RP og b en konstant vektor i IRP
[eller A er en p x n-matrix og b en p x 1-matrix), sd er

E(AX+b)=A(EX)+b (10.1)
Var(AX +b) = A(VarX)A'. (10.2)

Eksempel 10.1:  Multinomialfordelingen
Multinomialfordelingen (side 105) er et eksempel pa en flerdimensional fordeling. Hvis

X 21 npy
X, . . p2| npy
X =| . | er multinomialfordelt med parametre nogp =| .|, sderEX =] | |og
Xy Pr npy
npi(1-p1)  —npipa -+ —npip,
—npopr mpa(l=py) -+ —npypy
VarX = . . . .
—np;p1 —npypy o np(l-py)

Summen af X-erne er altid n, dvs. AX = n, hvor A er den linezre afbildning

X1 X1
X2 X2

Al |—>[ll,.,1] =X rxp X,
XV XV

Derfor er Var(AX) = 0. Da Var(AX) = A(Var X)A’ (formel (10.2)), har vi her et eksempel
hvor Var X ikke er positivt definit (men kun positivt semidefinit).

10.2 Definition og egenskaber

I dette afsnit definerer vi den flerdimensionale normalfordeling og viser den
flerdimensionale udgave af satning 3.11 side 74: hvis X er n-dimensionalt
normalfordelt med parametre y og X, og hvis A er en p x n-matrix og b en
p x 1-matrix, s er AX + b p-dimensionalt normalfordelt med parametre Ay +b
og AXA’. Det er imidlertid ikke helt trivielt at definere den n-dimensionale

normalfordeling med parametre y og X i det tilfeelde hvor X ikke er reguleer.

Derfor gar vi frem i en rakke skridt.
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DEFINITION 10.1: 11-DIMENSIONAL STANDARDNORMALFORDELING
Den n-dimensionale standardnormalfordeling er den n-dimensionale kontinuerte
fordeling som har tethedsfunktion

flx)= exp(~3llxl?), xeR". (10.3)

1
(27()”/2
Bemaerkninger til definitionen:

1. For n = 1 stemmer definitionen overens med den tidligere definition af
standardnormalfordeling (definition 3.9 side 74).
X

X5
2. Den n-dimensionale stokastiske variabel X =| | er n-dimensionalt stan-
X
dardnormalfordelt hvis og kun hvis Xy, X»,..., X, er uafhangige og endi-
mensionalt standardnormalfordelte. Det folger af at

1 1 2 Inl 1 1,2
expl\—5Ix . exp(—3X;
(271)"/2 ( 2” ” ) L 1/27 ( 2 1)

(jf. seetning 3.2 side 67).
3. Hvis X er standardnormalfordelt, sa er EX = 0 og Var X =1I; det folger af
punkt 2.

SETNING 10.2
Hvis A er en isometrisk lineer afbildning af R" ind i sig selv, og X er n-dimensionalt
standardnormalfordelt, sd bliver AX igen n-dimensionalt standardnormalfordelt.

Bevis
Ifolge setningen om transformation af taetheder (saetning 3.5 side 68) har
Y = AX tethedsfunktionen f(A~'y)|detA~!| hvor f er givet ved (10.3). Da

f kun afhanger af x gennem ||x||, og da ||A~!y|| = [ly|| fordi A er en isometri,
er f(A™'y) = f(»); desuden er detA™! = 1, igen fordi A er en isometri. Altsd er
f(A™'y)ldetA™!| = f (). O

KoROLLAR 10.3

Hvis X er n-dimensionalt standardnormalfordelt og ey, e,,..., e, er en ortonormalba-
sis for R", sd er X's koordinater X, X,,...,X,, i denne basis uafhengige og endimen-
sionalt standardnormalfordelte.

Koordinaterne Xj,X,,...,X,, for X i basen ej,e,,...,e, er som bekendt X; =
(X,e;),i=1,2,...,n
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Bevis
Da koordinattransformationsmatricen er en isometri, folger pastanden af sat-
ning 10.2 og bemaerkning 2 til definition 10.1. O

DEFINITION 10.2: REGUL&R NORMALFORDELING

Antag at p € R" og at X er en positivt definit lineer afbildning af R" ind i sig selv

[eller at p er en n-dimensional sgjlevektor og X en positivt definit n x n-matrix].
Den n-dimensionale regulere normalfordeling med middelverdi y og varians X er

den n-dimensionale kontinuerte fordeling hvis tethedsfunktion er

1
=————eX
(2n);1/2 |detZ|1/2

f(x) p(f%(x—p)'x’l(x—y)), x eR".
Bemeerkninger til definitionen:
1. For n = 1 fas den sedvanlige (endimensionale) normalfordeling med
middelverdi y og varians 02 (= det ene element i ).
2. Hvis X = 021, reducerer teethedsfunktionen til

2
exp(fénxaizﬂ”), x eR".

flx)= W
Med andre ord er X n-dimensionalt regulaert normalfordelt med parame-
tre p og 021, hvis og kun hvis X;, X,,..., X,, er uaftheengige og endimensio-
nalt normalfordelte sadan at X; har middelverdi p; og varians o2.

3. Definitionen omtaler rask veek parametrene y og X som middelverdi og

varians. Strengt taget burde man i forste omgang have givet dem nogle
neutrale navne og sidenhen vise at de faktisk er henholdsvis middelverdi
og varians.
Man kan vise at de virkelig er middelverdi og varians: Ifelge bemaerk-
ning 3 til definition 10.1 er pastanden rigtig nar p = 0 og X = 1. I det
generelle tilfaelde ser vi pa X = p+ XU, hvor U er n-dimensionalt stan-
dardnormalfordelt og 3% ersomi setning B.5 side 205 (med A = X). Ifelge
nedenstdende saetning 10.4 er X reguleert normalfordelt med parametre p
og X, og ifolge setning 10.1 er EX = pog VarX = X.

SETNING 10.4

Hvis X er n-dimensionalt regulert normalfordelt med parametre y og X, hvis A er
en bijektiv lineeer afbildning af R" ind i sig selv, og hvis b € R" er en konstant vektor,
sd er Y = AX + b n-dimensionalt regulert normalfordelt med parametre Ap+b og
AZA'.

Bevis
Ifelge setningen om transformation af tetheder (setning 3.5 side 68) har
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Y = AX + b teethedsfunktionen fy(y) = f(A™'(y — b))|detA~!| hvor f er som
i definition 10.2. Ved almindelig udregning fas dette til

fr®)

1 _ ’ _

T (20077 |det 5|72 [det A| eXp(_%(A Hy-b)-p) (A 1(”_")_"))
1 ’ S

= 202 [det (AT A2 exp(~b(y~ 4+ D) (AZA) (o~ (ap+ )

som gnsket. ]

Eksempel 10.2
X1

er todimensionalt
X5

Lad os prove med et simpelt eksempel med n = 2. Antag at X = [

reguleert normalfordelt med parametre p = [I}:I] ogZ=0%= 02[
2

Y] X +X,
Y| | XX,

1 0| . ..
0 1].Vlvﬂfmde

fordelingen af [ ], dvs.Y = AX hvor A = [1 1 ]

1 -1

m+ P‘z]
H1— 2
og varians 02AA’ = 261, dvs. X; + X, og X — X, er uafhengige og normalfordelte med
middelveerdi hhv. p; + iy 0g py — pp, 0og med samme varians 202.

Ifelge seetning 10.4 er Y todimensionalt reguleaert normalfordelt med EY = [

Vi vil definere den generelle n-dimensionale normalfordeling pa folgende made:

DEFINITION 10.3: DEN 11-DIMENSIONALE NORMALFORDELING
Antag at y € R" og at X er en positivt semidefinit lineer afbildning af R" ind i sig
selv [eller u er en n-dimensional sojlevektor og X en positivt semidefinit n x n-matrix).
Lad p betegne rangen af X.

Den n-dimensionale normalfordeling med middelverdi p og varians X er fordelin-
gen af y+ BU hvor U er p-dimensionalt standardnormalfordelt og B er en injektiv
linewr afbildning af RP ind i R" sddan at BB’ = X.

Bemeerkninger:

1. Vi ved fra saetning B.6 side 205 at der altid findes et B med de omtalte
egenskaber, og at B er entydigt bestemt pa ner isometri. Da standardnor-
malfordelingen er invariant ved isometrier af IRP (saetning 10.2), folger det
nu at fordelingen af y + BU ikke afhanger af hvordan man har valgt B,
blot B er injektiv og BB’ = X.

2. Definitionen generaliserer definition 10.2; det folger af saetning 10.4.

SETNING 10.5

Hvis X er n-dimensionalt normalfordelt med parametre p 0og X, og hvis A er en
liner afbildning af R" ind i R™, sd er Y = AX m-dimensionalt normalfordelt med
parametre Ap og AXA’.
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Bevis

Lad os sige at X = p+ BU hvor U er p-dimensionalt standardnormalfordelt og B
er en injektiv linezer afbildning af RP ind i R"”. Sd er Y = Au+ ABU. Det vi skal
vise, er at ABU har samme fordeling som CV, hvor C er en velvalgt injektiv
linezer afbildning af IR7 ind i R", og V er g-dimensionalt standardnormalfordelt;
her er g rangen af AB.

Vi saetter L = R((AB)’), altsd billedrummet for (AB)’, og vi setter ¢ = dim L.
Ideen i beviset er at vi som C kan bruge restriktionen af AB til L ~ RY. Ifolge
seetning B.1 side 204 er L det ortogonale komplement til A'(AB), nulrummet for
AB (hvoraf felger at restriktionen af AB til L er injektiv). Vi kan derfor veelge
en ortonormalbasis e, e....e, for IRP sadan at e, ey,..., e eren basis for L, og
resten af e-erne er en basis for N'(AB). Lad Uy, Uy, ..., U, betegne U’s koordinater
i forhold til denne basis, altsd U; = (U, e;). Da eg,1,€442,---,€, € N(AB), er

P q
ABU = AB Z Use; = ZU,-ABe,.
i=1 i=1

Ifolge korollar 10.3 er Uy, Uy, ..., U, uafhengige endimensionalt standardnor-
malfordelte; derfor er ogsé Uy, Uy, ..., Uq uafhzngige endimensionalt standardn-
ormalfordelte, sa hvis vi definerer V til at vaere den g-dimensionale stokastiske
variabel som bestar af koordinaterne Uy, Uy,..., Uy, sd er V g-dimensionalt stan-
dardnormalfordelt.
Hvis vi definerer den linezre afbildning C af R? ind i R" som den afbildning
V1
q
over i ZviABe,-, har vi nu angivet et V og et C med de
i=1

v
der afbilder v =

v,
onskede egenskaber. O

SATNING 10.6: SPALTNINGSSATNINGEN

Antag at X er n-dimensionalt normalfordelt med middelverdi 0 og varians o>1. Hvis
R'"=L®L,®---® Ly er en ortogonal opspaltning og py,py,...,px de tilhorende
projektioner, sd er de stokastiske variable p1X,p,X,...,p X uafhengige; p;X er n-
dimensionalt normalfordelt med middelverdi 0 og varians 02pj, 0g ||p]-X||2 er x2-
fordelt med skalaparameter 0% og fj =dimL; frihedsgrader.

Bevis

Det er nok at se pa tilfeeldet 02 = 1. — Man kan velge en ortonormalbasis
e1,e,...,e, hvor hver basisvektor ligger i et af underrummene L;. De stokastiske
variable X; =(X,e;), i =1,2,...,n, er uafheengige endimensionalt standardnor-
malfordelte ifolge korollar 10.3. Projektionen p;X af X pa L; er summen af led af
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formen X;e; hvor der summeres over alle i for hvilke e; € L;, dvs. f; led. Derved
bliver p;X iht. definition 10.3 n-dimensionalt normalfordelt med de péstdede
parametre. Da de enkelte p;X-er er funktioner af hver deres X;-er, bliver de
uafhangige af hinanden. Da ||;:|]~X||2 er summen af de f; X,-Zfer for hvilke e; € L},
er den y2-fordelt med f; frihedsgrader (setning 3.13 side 75). O

10.3 Opgaver

Opgave 10.1

Pa side 163 haevdes det at Var X er positivt semidefinit. Vis at dette faktisk er tilfeeldet. -
Tip: Benyt regnereglerne for kovarianser (setning 1.30 side 41 — saetningen er rigtig for
alle typer reelle stokastiske variable med varians) til at vise at Var(a’Xa) = a’(VarX)a
hvor a er en 1 x 1-matrix (o: en sejlevektor).

Opgave 10.2
Udfyld detaljerne i argumentationen for bemaerkning 2 til definitionen af den #-dimen-
sionale standardnormalfordeling.

Opgave 10.3
Antag at X = §1 er todimensionalt normalfordelt. Vis at X; og X, er uafhaengige hvis
2

og kun hvis deres kovarians er 0. (Sammenlign med setning 1.31 side 41 der geelder for
alle slags stokastiske variable (med varians).)

Opgave 10.4
Lad t veere funktionen givet ved f(x) = —x ndr [x| < a og t(x) = x ellers; her er a en positiv
konstant. Lad X, vere en en-dimensional standardnormalfordelt stokastisk variabel,
og saet X, = t(X;).

Er X, og X, uafheengige? Vis at man kan velge a pa en sadan made at Cov(X;, X;) = 0.
Hvordan harmonerer det med opgave 10.3? (En lignende problemstilling behandledes i
opgave 1.21.)
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11 Lineaere normale modeller

DerTE KAPITEL praesenterer de klassiske lineaere normalfordelingsmodeller som
variansanalyse og regressionsanalyse formuleret i linezer algebra-sprog.

11.1 Estimation og test, generelt

Vi vil studere den generelle linezre normale model gaende ud pa at y er en
observation af en n-dimensionalt normalfordelt stokastisk variabel Y med mid-
delveerdivektor p og variansmatrix o2I; det antages at parameteren y er et punkt
iunderrummet L af V =R", og at 02>0, dvs. parameterrummet er L x ]0; +oo[.
Modellen kaldes en line@r normal model fordi middelvardien tilhgrer et lineaert
underrum L.

Likelihoodfunktionen svarende til observationen y er

1 lly - pll”
L(y,oz):mexp(—% ) KeL a2>0.

Estimation

Lad p betegne ortogonalprojektionen af V = R" pa L. For et vilkarligt z € V er
z = (z—pz)+pz hvor z—pz L pz, og dermed er ||z||? = ||z—pz||* +||pz||> (Pythagoras);
anvendt pa z =y — p giver det at

lly - ull® = lly — o9l + llpy — pll?,

hvoraf felger at L(}l,Gz) < L(py, o) for ethvert 02, dvs. maksimaliseringsestima-
tet for p er py. Ved seedvanlige metoder finder man at L(py, 0%) maksimaliseres
med hensyn til 62 nar o2 er lig %lly - py||>. Maksimumsverdien L(py, %lly -pll?)
findes i ovrigt ved almindelige omskrivninger at veere a,, (||[y — py||*)™™? hvor a,,
er et tal der afhanger af n, men ikke af .

Ved nu at anvende s@tning 10.6 pd X =Y — u og den ortogonale opspaltning
R=LeL* farvi

SETNING 11.1
I den generelle lineere model geelder

171
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middelverdivektoren p estimeres ved f = py, altsd projektionen af y vinkelret
ned pd L,

estimatoren p = pY er n-dimensionalt normalfordelt med middelverdi p og
varians o2p,

variansen 2 estimeres centralt ved s> = ﬁ lly—pyl1?, og maksimaliserings-

estimatoren for o2 er G2 = %lly —pyll%,
o estimatoren s* er x*-fordelt med skalaparameter o*/(n—dimL) og n—dimL
frihedsgrader,

de to estimatorer i 0g s> er stokastisk uafhengige (og de to estimatorer i 0g
G2 er ligeledes stokastisk uafhengige).

Vektoren y — py kaldes residualvektoren, og sterrelsen ||y — pyl|? kaldes residual-
kvadratsummen. Tallet (n —dim L) er antallet af frihedsgrader for variansskennet
og/eller residualkvadratsummen. — Man kan bestemme 7 af relationen y - 1 L
som i realiteten er dim L linezre ligninger med lige sa mange ubekendte; disse
ligninger kaldes normalligningerne (de udtrykker at y —7 er normal til L).

Test af hypotese om middelvardien

Antag at der foreligger en middelverdihypotese af formen Hy : u € Ly hvor L
er et underrum af L. Ifolge seetning 11.1 er maksimaliseringsestimaterne for p
og o2 under Hy hhv. pyp og }7||3) - poy|l?. Kvotientteststerrelsen bliver derfor

_ L(poy, 51y — poyll®) :( lly - pyll? )”/2
Lipy, Ly —pyl?)  \lly —popll?

DaLyCL erpy—poy €L, sdy—py L py—poy. Ifelge Pythagoras er da [ly—poyll> =
ly — pwlI? + llpy — popll*. Ved hjelp heraf omskriver vi Q videre:

:( Iy - syl )"/2

lly - pylI2 + llpy — poyll?

_ (1 ey —poyl? )‘"/2 _ (1 dimL—dimL, F)—m
lly - pyII? n—dimL

hvor
m llpy - }30}’”2

gt v — 2
er den teststorrelse man i praksis benytter. - Da Q er en aftagende funktion
af F, skal man forkaste for store verdier af F. Det folger af setning 10.6 at
under H er teelleren og navneren i F-teststorrelsen stokastisk uafhangige og
x2-fordelte; teelleren er x2-fordelt med skalaparameter 02/(dim L —dim L) og

F=
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(dim L —dim Ly) frihedsgrader, og naevneren er x?-fordelt med skalaparameter
0%/(n—dimL) og (n—dimL) frihedsgrader. Fordelingen af teststorrelsen er en
F-fordeling med (dim L —dim Ly) og (n —dim L) frihedsgrader.

Hermed er estimations- og testproblemerne i princippet lost (og setningerne
7.1 0g 7.2 side 121/122 vist). Vi kan sa ga over til at se hvordan det tager sig ud
i konkrete modeller.

11.2 Enstikpreveproblemet

Man har observationer vy,7,,...,9, af stokastiske variable Y},Y,,...,Y, som er
uafhzngige og identisk (endimensionalt) normalfordelte med middelvaerdi y og
varians o2 hvor y € R og 02 > 0. Man ensker at estimere parametrene y og o>
og sidenhen at teste hypotesen Hy : y = 0.

Vi vil opfatte p;-erne som arrangeret i en n-dimensional vektor y der opfattes
som en observation af en n-dimensional stokastisk variabel Y som er normalfor-
delt med middelveerdi u og varians %I, og hvor det ifolge modellen antages at
p tilherer det endimensionale underrum L = {u1 : u € R} af vektorer der har den
samme verdi y pa alle pladser; her og i det folgende betegner 1 den vektor som
har veerdien 1 pa alle pladser.

Ifolge seetning 11.1 kan maksimaliseringsestimatet J findes ved at projicere y
vinkelret ned pé L. Vi kan fé en ligning til bestemmelse af 7 ved at bemaerke at
y — 7 skal sta vinkelret pa enhver vektor i L, specielt pa vektoren 1, sa

0=(y-F1)=) i-M=y.~nfi
i=1

hvor y, som sedvanlig er summen af y;-erne. Heraf ses at ¢ = 71 hvor i =7, dvs.
y estimeres ved gennemsnittet af observationerne. Maksimaliseringsestimatet

for 02 er derefter
n

7= %ll}’ ~Hl* = % ;(?i 7Y,
i
og det centrale variansskon er
1 1 ¢ 2
s?= T dimL ||?—ﬂ|2 = HZ(%‘ —?) :

i=1
Disse estimater blev fundet pa anden vis pa side 121.

Vi vil herefter teste hypotesen Hy : = 0 eller rettere u € Ly, hvor Ly = {0}. Under
Hj estimeres u ved projektionen af y pa L, dvs. ved 0. Hypotesen kan derfor

F-FORDELINGEN
F-fordelingen med f; =
fraeller 08 fu = fnzvner
frihedsgrader er den
kontinuerte fordeling

pa den positive halvakse

som har tethedsfunk-
tion

hvor

xfi=2)/2
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testes med F-teststorrelsen

o lE-0” _ np? :( 7 )2
Loy -2 52 Vs2/n

F=

dvs. F = t? hvor t er den sedvanlige t-teststorrelse, jf. side 133. Man kan derfor
efter behag benytte F (med 1 og n—1 frihedsgrader) eller t (med n—1 friheds-
grader) som teststorrelse.

Hypotesen pu = 0 er den eneste hypotese af formen u € Ly hvor Ly er et
underrum af L; men hvad ger man sa hvis den interessante hypotese er af
formen p = pg hvor pg ikke er 0? Svar: Traek pg fra alle y-erne og benyt den
netop beskrevne metode. Derved far man en F- eller t-storrelse hvor der i
teelleren star y — g i stedet for 9, alt andet er uforandret.

11.3 Ensidet variansanalyse
Man har observationer der er delt ind i k grupper; observationerne benzevnes

Yij hvori=1,2,...,k er gruppenummer, og j = 1,2,...,n; nummererer observa-
tionerne inden for gruppen. Skematisk ser det sddan ud:

observationer
gruppel vy V12 ... V1j oo Vin
gruppe 2 Va1 Y2 - Y2j - Yom,
gruppei Y1 Yi2 .o Yij .- Yin
gruppek Vi1 Yk2 oo Vkj oo Ykny

Vi gar ud fra at forskellen mellem observationerne inden for en gruppe er tilfeel-
dig, hvorimod der er en systematisk forskel mellem grupperne. Vi gér endvidere
ud fra at y;;-erne er observerede veerdier af uafhengige stokastiske variable
Y;j, og vi vil beskrive den tilfeldige variation ved hjelp af en normalfordeling.
Det skal derfor alt i alt veere sddan at Y;; er normalfordelt med middelverdi
p; og varians 2. Formuleret mere omhyggeligt: vi antager at der findes reelle
tal piy, i,..., pg 0g et positivt tal o siledes at Y;; er normalfordelt med mid-
delveerdi p; og varians 02, j =1,2,...,n;,i = 1,2,...,k; desuden er alle Yjj-erne
uafhengige. Pa denne made beskriver middelvardiparametrene py, pip, ..., i
den systematiske variation, nemlig de enkelte gruppers niveauer, mens varianspa-
rameteren o2 (samt normalfordelingen) beskriver den tilfeldige variation inden
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for grupperne. Den tilfeeldige variation antages at veere den samme i alle grup-
perne, og denne antagelse kan man undertiden teste, se afsnit 11.4.

Man ensker at estimere parametrene iy, yy,..., Yy 0g a?, og man ensker at
teste hypotesen Hy : py = piy = -+ = pj om at der ikke er forskel pa de k grupper.

Vi vil opfatte y;;-erne som en vektor y € V = R"” hvor n = n_ er antallet
af observationer. Grundmodellen er da at y er en observeret vardi af en n-
dimensionalt normalfordelt stokastisk variabel Y med middelverdi y og varians
021, hvor 62 > 0, og hvor p tilherer det underrum som man kort skriver som

L={EeV &=}

mere udferligt er L meengden af vektorer £ € V for hvilke der findes et talseet

(M1, pos-- o pix) € R* sadan at &;j = pj for alle i og j. Dimensionen af L er k (idet vi

gar ud fra at alle n;-erne er storre end nul). KRONECKERS &
Ifolge setning 11.1 estimeres u ved 7 = py hvor p er projektionen af V pa L. er symbolet

For at na frem til et mere brugbart udtryk til bestemmelse af 7 udnytter vi at 1 hvisi=j

der skal geelde at e L og y—p L L, i seerdeleshed skal y — 7 std vinkelret pa de k

vektorer e!,e?,...,eF € L som er defineret pa den made at den (i, j)-te komponent

i vektoren e° er (€°);; = O;5, dvs. for s = 1,2,..., k skal geelde

5 =
7710 ellers

s
0= <3} _ﬁ'es> = Z(ysj _ﬁ\s) =Ys.— ”574\5,
=1

hvoraf folger at i1; = y; /n; =7, dvs. Ji; er gennemsnittet i gruppe i.
Variansparameteren o estimeres ved

1 n;
I [ 2__+
so—nfdimLIIy pyll )

1

k
=1 j=

Wi -7,
1

der har n -k frihedsgrader og er stokastisk uafheengig af 7.

Hypotesen Hy om ens grupper formuleres som Hj : u € Ly, hvor
Ly={&eV:&j=p)

er det endimensionale underrum af vektorer hvor der star det samme pa alle
pladser. Fra afsnit 11.2 ved vi at projektionen af y pa Ly er den vektor pyy hvor
der pa alle pladser star totalgennemsnittet 7 =y, /n,. Hypotesen Hj testes med
teststorrelsen
amramr Py —poyl? 52
p_ dmL-dimL, Py —Po¥Im st

1 2
n—dimL ||}/—D}1||2 5p
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hvor
2_ 1 ol
1= GimL-dimLy llpy = poyll
1 k n o, 1 k o,
:mz @i-7 :kani(yi—y) ,
i=1 j=1 i=1

der under Hy er F-fordelt med k — 1 og -k frihedsgrader. Man taler om at s;
beskriver variationen inden for grupperne, og at 512 beskriver variationen mellem
grupperne. Teststorrelsen maéler derfor variationen mellem grupper i forhold til
variationen inden for grupper — heraf metodens navn: ensidet variansanalyse.

Hvis hypotesen accepteres, estimeres middelveerdivektoren y ved den vektor
poy hvor der star ¥ pa alle pladser, og variansen o2 ved

2 = poyl? = — W =P¥I +1lpy —poyll®
0™ i —dimL, Y =Py (n—dimL)+(dimL-dimLg)”

dvs.

1
2

§h =
01 1 4

1

k n; 1 k n; k
1L wij-9)7°= n—l( . _l(yij—7;)2+ . "i(?,'—f)z)-

]

j=1 1 1

Eksempel 11.1: Kvelning af hunde

I en undersogelse af sammenhangen mellem hypoxivarighed og hypoxantinkoncentra-
tion i cerebrospinalvesken (se en neermere beskrivelse i eksempel 11.2 side 193) har
man malt hypoxantinkoncentrationen i nogle hunde efter fire forskellige hypoxivarig-
heder, se tabel 11.7 side 194. Vi vil her undersege om der er signifikant forskel pa de
fire grupper svarende til de fire forskellige hypoxivarigheder.

Indledningsvis udregnes forskellige hjelpestorrelser samt estimater over de ukendte
parametre, se tabel 11.1. De fire middelveerdiparametre estimeres saledes til 1.46, 5.50,
7.48 og 12.81, og variansen estimeres til 5(2) =4.82 med 21 frihedsgrader. Variansen mel-
lem grupper estimeres til sf =465.5/3 = 155.2 med 3 frihedsgrader, sa teststorrelsen
for hypotesen om homogenitet mellem grupper er F = 155.2/4.82 = 32.2 der er overor-
dentlig signifikant, dvs. der er i hoj grad forskel pa de fire gruppers middelveerdier.

Traditionelt opsummerer man udregninger og testresultater i et variansanalyseskema,
se tabel 11.2.

Variansanalysemodellen forudseetter at der er varianshomogenitet, og det kan man
teste ved hjelp af Bartletts test (afsnit 11.4). Vi indseetter s>-veerdierne fra tabel 11.1 i

Bartletts teststorrelse (11.1) og far B = — 61n%+51n%+41n%+61n %) =5.5der

skal sammenlignes med x2-fordelingen med k — 1 = 3 frihedsgrader. Tabelopslag viser

at der er over 10% chance for at fa en storre B-verdi end verdien 5.5 som derfor ikke er

signifikant stor. Med andre ord kan vi opretholde antagelsen om varianshomogenitet.
> [Se ogsa eksempel 11.2 side 193.]
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n; n;
i n; Z?i/ Vi fi Z(%‘j -7 8
1 i=1

-
Il
-

1 7 10.2 1.46 6 7.64 1.27 Tabel 11.1
2 6 33.0 5.50 5 14.94 2.99 Kvelning af hunde:
3 5 37.4 7.48 4 30.51 7.63 Nugle hjaz.lpestﬂrrelser
4 7 89.7 12.81 6 48.23 8.04 til beregningerne.
sum 25 170.3 21 101.32
gennemsnit 6.81 4.82
B Tabel 11.2
f 5S s test Kvelning af hunde:
variation inden for grupper 21 101.32 4.82 Variansanalyseskema.

f star for antal friheds-
grader, SS er sum af
variation omkring feelles gn.snit 24 566.79  23.62 kvadratiske afvigelser,
o0g s2=SS/f.

variation mellem grupper 3 46547 155.16 155.16/4.82=32.2

Tostikpreveproblemet, uparrede observationer

Tilfeeldet k = 2 benaevnes ikke overraskende tostikpreveproblemet. I mange
leereboger praesenterer man tostikpreveproblemet for sig selv, ofte endda for
k-stikproveproblemet. Det eneste interessante ved dette tostikpreveproblem er
vel ellers at F-teststorrelsen kan skrives som #? hvor

fo_ 179

1 112
(s

jf. side 136. Under H er t t-fordelt med n — 2 frihedsgrader.

11.4 Bartletts test for varianshomogenitet

I normalfordelingsmodeller er det meget ofte en forudsaetning at observatio-
nerne stammer fra normalfordelinger med samme varians (eller varians som
er kendt pa naer en ukendt faktor). I dette afsnit skal vi omtale et test der kan
anvendes ndr man ensker at vurdere om et antal grupper af normalfordelte
observationer kan antages at have samme varians, det vil sige vurdere om der er
varianshomogenitet. Testet kan ikke benyttes hvis en af grupperne kun indehol-
der en enkelt observation, og for at man skal kunne anvende den sadvanlige
x2-approksimation til fordelingen af —21n Q, skal hver gruppe indeholde mindst
seks observationer, eller rettere: i hver enkelt gruppe skal variansestimatet have
mindst fem frihedsgrader.
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Den generelle situation taenkes at veere som i k-stikpreve-situationen (eller
ensidet variansanalyse-situationen), jf. side 174, og vi ensker altsa nu at teste
antagelsen om at grupperne har samme variansparameter o2.

En méde at udlede teststorrelsen pa er som folger. Antag at de k grupper har
hver sin middelveardiparameter og hver sin variansparameter, dvs. normalfor-

delingen herende til gruppe i har middelveaerdi y; og varians 0'1-2. Varianspara-
ni

metrene estimeres i henhold til det tidligere centralt ved s? = % Z(})z‘j -7,)%
=1

hvor f; = n; — 1 er antallet af frihedsgrader for variansskennet, ojg n; er antal

observationer i gruppe i. Ifolge seetning 7.1 side 121 er s? gammafordelt med

formparameter f;/2 og skalaparameter 2¢7/f;. Lad os derfor se pa folgende

statistiske problem: Antag at s7,52,...,s7 er uafhengige observationer fra gam-

mafordelinger saledes at 51-2 stammer fra gammafordelingen med formparameter

fi/2 og skalaparameter 2¢7/f; hvor f; er et kendt tal; i denne model ensker vi at

teste hypotesen

HOZO'IZZD'ZZZ...:UkZ.

For at gore det opskriver vi likelihoodfunktionen svarende til observationerne

)

sf,s%,,‘.,sf; den er

20",.2
i

k
L(o},d2,..., D'kz) = ]_[ % (sf)ﬁ/z_l exp(fsl-z/ 7

r ) 2
= konst D(U,-Z) e XP(*%:T})

k 1 s?
:konst~(l—[((7,‘2)7f‘/2)'eXp(_E Zf’gilz)

i=1

Maksimaliseringsestimaterne for 012,022,...,013 er sf,s%,...,si. Maksimaliserings-

estimatet for den felles veerdi o under Hy er maksimumspunktet for funktio-
k k

1 .

nen 2 L(062,02,...,02), og det er 5(2] = 7 ) f,-sl-z, hvor f, = E fis 5(2) er altsa

det vaegtede gennemsnit af de enkelte Varianszllmn med frihedsgl;;dstallene som
vagte. Kvotientteststorrelsen er Q = L(sé,s(z,,...,sé)/L(s,z,sg,...,sf). Man kan med
fordel anvende —2In Q som teststorrelse, og den betegnes i denne forbindelse
ofte B og kaldes Bartletts teststorrelse for varianshomogenitet; den findes let at
veere

B:—Zfilns—i. (11.1)
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Teststorrelsen B er altid et positivt tal, og store veerdier af B er signifikante,
dvs. tyder pa at hypotesen om varianshomogenitet er forkert. Hvis hypotesen
er rigtig, er B approksimativt x2-fordelt med k — 1 frihedsgrader, dvs. man
kan udregne den omtrentlige testsandsynlighed som ¢ = P()(,%_1 > Byps). Denne
x?-approksimation er god nér alle f;-erne er store; som tommelfingerregel siger
man at de alle skal veere mindst 5.

Hvis der kun er to grupper (dvs. k = 2), kan man alternativt teste hypotesen om
varianshomogenitet med et test baseret pa forholdet mellem de to variansestima-
ter; dette er omtalt i forbindelse med tostikpreveproblemet i normalfordelingen,
se opgave 8.2 side 138. (Dette tostikprovetest er ikke baseret pa nogen x?-ap-
proksimationer, sa det har ingen restriktioner pa antallene af frihedsgrader.)

11.5 Tosidet variansanalyse

Man har nogle observationer y der er arrangeret i et tosidet skema:

1 2 .. j . s
L vk Y12k V1jk Visk
k=1,2,..,ny | k=1,2,..,n1, k:l,z____,nu k=1,2,.,n4
2| vk Y22k Vajk Yask
k=1,2,..,n3; | k=1,2,..,n5, k=1,2,...,15; k=1,2,...,15
i Vitk Viok Vijk Visk
k=1,2,..,n;y | k=1,2,...n;» k=1,2,...,1;5 k=1,2,...,1;;
r Yrik Yrok Yrik Yrsk
k=121 | k=1,2,...,1,, k=1,2,...,1,; k=1,2,...,1,

Vi benytter betegnelsen ;i for observation nr. k i skemaets (i, j)-te celle, hvori
der i alt er n;; observationer. Den (i, j)-te celle befinder sig i skemaets i-te rekke
og j-te sgjle; der er i alt r reekker og s sejler (i engelske tekster vil der typisk vaere

‘r rows and ¢ columns’).

Vi opstiller en statistisk model gdende ud pa at y;x-erne er observerede veerdier
af uafhengige normalfordelte stokastiske variable Y;j; med samme varians a?
og med en middelverdistruktur der er bestemt ud fra den made observatio-
nerne er inddelt pa — eller maske er det inddelingen der er bestemt af den
formodede middelverdistruktur. Her er en preasentation af grundmodel og
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mulige interessante hypoteser (dog kun hypoteser om middelverdiparametrene;
det er bestandigt underforstiet at alle Y-er har samme ukendte varians ¢2):

e Grundmodellen G siger at Y-er der herer til samme celle, har samme
middelverdi. Mere preecist siger den at der findes tal Mij» i=1,2,...,r1,
j=12,...,s,sdledes at EY;;; = 1;; for alle 7, j og k. Vi formulerer grund-
modellen kort som

G:EYijk:Wij'

Additivitetshypotesen eller hypotesen om forsvindende vekselvirkning siger
at der ikke er nogen vekselvirkning mellem raekker og sejler, men at
reekkevirkninger og sejlevirkninger indgér additivt. Mere precist siger
hypotesen at der findes tal ay,a,...,a, 0g p1, B2, ..., fs sledes at EY;jy =
a; + B for alle i, j og k. Den korte formulering af additivitetshypotesen er

H():EYi]'k:ll,'+ﬁ]‘.

Hypotesen om ens sgjler eller om forsvindende sojlevirkning siger at der
ikke er nogen forskel pa sgjlerne, mere precist siger den at der findes tal
ay,Qy,...,a, siledes at EYjj; = o; for alle i, j og k. Den korte formulering
er

Hl ZEY,'jk:DL,*.

Hypotesen om ens rekker eller om forsvindende rekkevirkning siger at der
ikke er nogen forskel pa raekkerne, mere praecist siger den at der findes tal
B1,B2,--., Bs sdledes at EY;j; = B; for alle i, j og k. Den korte formulering
er

HZZEYijk:Igj'

Hypotesen om total homogenitet siger at der ikke er nogen forskel pa
cellerne overhovedet, mere precist siger den at der findes et tal y siledes
at EYjj; = y for alle 7, j og k. Den korte formulering er

H3:Eyijk:y-

Vi vil skrive tingene op i lineaer algebra-sprog. Vi opfatter da observationerne
som udgerende en vektor y € V =R", hvor n = n_, er antallet af observationer;
vektorerne er struktureret i et todimensionalt skema som ovenfor. Grundmodel-
len og de fire hypoteser kan formuleres som udsagn om at middelverdivektoren
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p =EY tilhorer bestemte underrum:

G :pel  hvorLl ={&: &=}
Hy:peLlp hvorLo={&: &k =ai+pjl

Hy:pely hvorLi={&: &k =ai),

Hy:pel, hvorLy={&: &k =pjh

Hy:pels hvorLy={&: &=y}
Der geelder visse relationer mellem hypoteserne/underrummene:
H, Ly
GeH S Sh L 2 L 2/

§H2&

Grundmodellen samt modellerne svarende til H; og H, er eksempler pa k-
stikproveproblemer (k er hhv. rs, r og s), og modellen svarende til Hj er et
enstikpreveproblem. Derfor kan vi uden videre opskrive estimaterne over mid-
delveerdiparametrene i disse fire modeller:

under Ger;; =7;; altsd gennemsnittet i celle (i, j),
under Hy er @; =7;  altsd gennemsnittet i den i-te rackke,
under H; er 73\1 =7, altsd gennemsnittet i den j-te sojle,

under Hyer =7, altsa totalgennemsnittet.
Det er derimod ikke neer sa enkelt at estimere parametrene under additivitets-
hypotesen H,. Forst vil vi indfere begrebet sammenhangende model.
Sammenhangende modeller

Hvilke krav/ensker kan det veere hensigtsmessigt at stille til antallene af obser-
vationer i de forskellige celler, altsa til nedenstdende »antalstabel«?

My | My | o0 | Mg

Moy | Mo | ==+ | Mg
n=

Ny Nyp | o0 | Pys

Det siger sig selv at der ikke ma vere hele rakker eller sojler udelukkende med
0-er, men kan der tillades 0-er pa enkelte pladser?

For klarleegge problemerne ser vi pa et overskueligt eksempel. Lad os sige at
r=2o0gs=2,o0gat




Y
L

(LyNLY) L (LyNLY)
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I dette tilfeelde er additivitetsunderrummet L todimensionalt (der er kun de to
parametre 11, 0g 1]51), og faktisker L =Ly = Ly = L,.Iseerdeleshed er LyNL, # L3,
selv om mange maske ville have troet at der altid gjaldt at L; N L, = L3. Sagen
er, at denne model i realiteten bestar af to separate delmodeller (for hhv. celle
(1,2) og celle (2,1)), og derfor bliver dim(Ly NL;) > 1 eller ensbetydende hermed
dim(Lg) <7 +s—1 (det folger ved brug af den generelle formel dim(L; + L,) =
dimL; +dimL; —dim(L; N L,) og det faktum at Ly = Ly + L,).

En model der ikke kan deles op i separate delmodeller, kaldes en sammen-
hengende model. Begrebet sammenhzengende model kan praciseres pa folgende
made: Ud fra antalstabellen n danner vi en graf hvor knuderne er de talpar (i, j)
for hvilke 1;; > 0, og hvor kanterne forbinder par af »naboknuder« (dvs. knuder
som enten har samme i eller samme j). Eksempel:

*—o

51810
1/0|4

*—o

Vi siger at modellen er sammenhzngende, hvis grafen er sammenhangende
(som det er tilfaeldet i eksemplet).

Man overbeviser sig let om at modellen er sammenhzangende hvis og kun
hvis nulrummet for den linezre afbildning der afbilder den ( +s)-dimensionale
vektor (ay,as,...,a, 1, B2s- .., Bs) over i den »tilsvarende« vektor i L, er endi-
mensionalt, altsa hvis og kun hvis L3 = Ly N L,. Udtrykt pa almindeligt dansk er
en sammenhzngende model derfor en model hvor felgende udsagn er korrekt:
»hvis alle rekkeparametre er ens og alle sgjleparametre er ens, sa er der total
homogenitet«.

I det folgende beskeeftiger vi os kun med sammenhaengende modeller.

Projektionen pa L,

Ifolge den generelle teori estimeres middelveardivektoren y under Hy ved pro-
jektionen pyy af p pa L. I visse tilfeelde findes en nem formel til beregning af
denne projektion. — Vi minder indledningsvis om at Ly = L; + L, og L3 = L1 N L,.

Lad os antage at
(LyNLy) L(LyNLy). (11.2)

1sa fald er
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Ly =(LnLy)@ (LaNnLly)e@ Ly
og dermed

po = (p1—p3) + (p2—p3) + p3
dvs.

G+ = (71.-9.0+ (0=,
=Y.ty .70

Se, det er jo en meget fin formel til beregning af (koordinaterne for) projektionen
pa Ly. Spergsmalet er blot hvornér forudsaetningen er opfyldt. Nedvendigt og
tilstraekkeligt for (11.2) er at

(pe—psepof —p3f)=0 (11.3)
for alle e, f € I, hvor B er en basis for L. Som 1 kan man f.eks. bruge vektorerne
ef? hvor (ef?);jx = 1 hvis (i, j) = (p, 0), og 0 ellers. Hvis man indsatter sédanne
vektorer i (11.3), finder man at den nedvendige og tilstreekkelige betingelse for
(11.2) er at

nj = , i=1,2,..,rj=12,.,s (11.4)

Nér denne betingelse er opfyldt, siger man at der foreligger det balancerede
tilfelde. Bemeerk at hvis der er lige mange observationer i alle celler, sa er (11.4)
automatisk opfyldt.

Sammenfattende kan vi nu sige, at i det balancerede tilfeelde, dvs. nér (11.4)
er opfyldt, kan estimatorerne under additivitetshypotesen udregnes efter op-
skriften

ai+Bi=9.tV. Y. (11.5)

Test af hypoteser

De forskellige hypoteser om middelverdistrukturen kan nu testes; hver gang
kan man benytte en F-teststorrelse hvor navneren er variansskennet i den
aktuelle grundmodel, og teelleren er et skan over »hypotesens variation omkring
grundmodellen. Sine to frihedsgradsantal arver F fra hhv. teller- og naevner-
variansskennet.

1. Additivitetshypotesen H testes med F = sf/sg hvor

1 1 ros  Mj 5

2 2 =

= - = ik =i .6
= mamr VI ,2:1 ]§:1 k§=1(y1]k 7s) (11.6)
beskriver variationen inden for grupper (§ = dimL er antal ikke-tomme
celler), og

1
2 _ _ 2
1= dimL-dimL, lloy = poy
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n
1 r s ij 3 o,
i - (3 - (@i +B))
g=(r+s=1) j=1 k=1

beskriver vekselvirkningsvariationen. — I det balancerede tilfeelde er

ros M
s% = m ZZZ(?U ~3i.=9.; +?...)2‘

i=1 j=1 k=1

Ovenstaende forudsatter at n > g, dvs. der skal veere celler med mere end
én observation.

2. Hvis additivitetshypotesen accepteres, udnaevnes den til aktuel grundmo-
del, og man udregner man et nyt varianssken

2 1

- _ 2
So1 = n—dimLg [ly = poyll

- - _ 2 _ 2
a1y =Pyl +lley —poyl”)-
Alt efter de konkrete omstendigheder og problemstillinger vil man deref-
ter teste Hy og/eller Hy.
* For at teste hypotesen Hy om forsvindende sojlevirkning benyttes test-
storrelsen F = sf/sgl hvor

st = llpoy - p12l1>

1
dimLy—dimL,

= 511 Zznij(ai +B; —?i.)2~

i=1 j=1

I det balancerede tilfeelde er

* For at teste hypotesen H, om forsvindende rekkevirkning benyttes
teststorrelsen F = s%/sgl hvor

3= lIroy — p2yII”

1
dim L() —dim L2

r S
=LY Y e B-n)

i=1 j=1
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kveelstof

591 450 584 619 618 524

o
509 636 413 651 655 564
fosfor 1 722 689 625 801 688 682
584 614 513 703 774 623
» 702 677 684 814 757 810

643 668 699 792 790 703

I det balancerede tilfeelde er

Bemerk at H; og H, testes sideordnet, altsd begge i forhold til Hy med vari-
ansskennet sgl; i det balancerede tilfelde er de to F-teellere sf og 5% stokastisk
uafhaengige (fordi poy — p1y og poy — p2V er ortogonale).

Et eksempel

For at opna de optimale vaekstbetingelser skal planter have de fornedne nee-
ringsstoffer i de rette forhold. Dette eksempel handler om at bestemme det
rette forhold mellem maengden af tilfort kvelstof- og fosforgedning til kartofler.
Man har dyrket nogle kartoffelmarker pa seks forskellige mader, svarende til
seks forskellige kombinationer af mangde tilfort fosfor (o, 1 eller 2 enheder) og
meengde tilfort kveelstof (o eller 1 enhed), og derefter har man malt hestudbyt-
tet. P4 den made far man nogle observationer, hostudbytterne, som er inddelt i
grupper efter dyrkningsmetode saledes at grupperne er fastlagt ved hjlp af to
kriterier, nemlig tilfert fosfor og tilfert kvaelstof.

Et sadant dyrkningsforseg udfert i 1932 ved Ely gav de resultater der er vist
i tabel 11.3. Opgaven er nu at undersege hvordan de to faktorer kvzelstof og
fosfor virker hver for sig og sammen. Er det f.eks. sddan at virkningen af at ga
fra en til to enheder fosfor athanger af om der tilfores kvalstof eller ej? Det kan
undersoges med en tosidet variansanalyse.

* Bemeaerk i ovrigt at hostudbytterne har undergaet visse forandringer pa deres vej til tabel 11.3.
Den vasentligste er at man har taget logaritmen til tallene. Grunden hertil er, at erfarings-
massigt er hostudbyttet af kartofler ikke saerlig normalfordelt, hvorimod det det ser bedre ud
med logaritmen til hestudbyttet. Da man havde taget logaritmen til tallene, viste det sig at
alle resultaterne hed 3-komma-et-eller-andet, sa for at fa nogle peene tal ud af det har man
trukket 3 fra og ganget med 1000.

Tabel 11.3
Dyrkningsforsag:
Udbytte ved dyrknings-
forsog med kartof-

ler pd 36 parceller.
Verdierne er 1000 x
(log(udbytte [Ibs])-3).



Tabel 11.4
Dyrkningsforseg:
Middeltal y (overst)
og variansestimat s
(nederst) i hver af
de seks grupper, jf.
tabel 11.3.
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kvelstof
o 1
530.50  605.17
7680.30 2644.57
624.50  711.83
5569.90  4248.57
678.83 77767
474.97 1745.07

fosfor 1

Man kan maske for den gode ordens skyld vere interesseret i at teste grund-
modellens antagelse om varianshomogenitet, og derfor beregnes for hver af de
seks grupper ikke blot gennemsnit, men ogsa variansestimater, se tabel 11.4.
Man finder den samlede kvadratsum til 111817, saledes at den felles varians
inden for grupper estimeres ved 5(2) =111817/(36—-6) = 3727.2 (jf. formel (11.6)).
Bartletts teststorrelse bliver By, = 9.5 der skal sammenlignes med x2-fordelin-
gen med 6 — 1 =5 frihedsgrader. Tabelopslag viser at der er knap 10% chance
for at fa en storre verdi, og der er siledes ikke noget der taler alvorligt imod
antagelsen om varianshomogenitet. Vi kan derfor basere de videre undersogelser
pa den formodede grundmodel.

Vi vil derefter gé i gang med at undersoge om talmaterialet kan beskrives
med en model hvor virkningerne af de to faktorer »tilfort fosfor« og »tilfert
kvelstof« indgar additivt. Vi betegner den k-te observation i den i-te reekke og
j-te sojle y;jr. Grundmodellen er at y;;x-erne opfattes som observerede verdier
af uafhengige normalfordelte stokastiske variable Y;j;, hvor Y;j; er normalfor-
delt med middelveerdi yi;; og varians 0. Additivitetshypotesen kan formuleres
som Hy : EYjjx = a; + f;. Da vi har at gere med et »balanceret tilfeelde« (idet
formel (11.4) er opfyldt), kan estimaterne m udregnes efter formel (11.5).
Vi udregner hjalpestorrelserne

Y. =654.75 V,.-7..=-86.92 V-9, =—4347 .
Vy.—9..= 1342y ,-V = 4347
93.-9..= 7350

Ved hjelp heraf udregnes de estimerede gruppemiddelverdier &i’*'\ﬁj under
additivitetshypotesen, se tabel 11.5. Det variansestimat der benyttes hvis additi-

112693.
vitetshypotesen er rigtig, er 551 = ﬁ =3521.7 med 36—(3+2-1) = 32
frihedsgrader.
Vi kan nu teste om der er additivitet mellem fosfor og kvaelstof i kartoffeldyrk-

ningseksemplet. Vi har tidligere fundet at sg = 3727.2. Vekselvirkningsvariansen
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kveelstof
o 1

530.50 605.17

© 524.36 611.30
fosfor 1 624.50 711.83
624.70 711.64
» 678.83  777.67
684.78 771.72
variation  f SS s? test

inden for grupper 30 111817 3727
vekselvirkning 2 877 439  439/3727=0.12

additivitetshypotesen 32 112694 3522

mellem N-niveauer 1 68034 68034 68034/3522=19
mellem P-niveauer 2 157641 78820 78820/3522=22

omkring total-gns. 35 338369

findes til

der skal sammenlignes med F-fordelingen med 2 og 30 frihedsgrader. Tabelop-
slag viser at testsandsynligheden er lidt under 90%, sé der er naeppe nogen tvivl
om at additivitetshypotesen kan godkendes.

Som forbedret estimat over den felles varians benyttes herefter

5 112694

-7t 35517
017 36-(3+2-1)

med 36— (3+2—-1) =32 frihedsgrader.

Nu da vi véd at den additive model giver en god beskrivelse af observationerne,
og det saledes har mening at tale om en kvzlstofvirkning og en fosforvirkning,
kan det veere af interesse at undersoge om der er en signifikant virkning af
kvzeelstof hhv. fosfor.

For at undersege om kvelstof har en virkning, testes hypotesen H; om for-
svindende kvelstofvirkning (sejlevirkning). Variansen mellem kvaelstofniveauer

Tabel 11.5
Dyrkningsforsag:
Gruppegennemsnit
(overst) og estimerede
gruppemiddelverdier
under additivitetshypo-
tesen (nederst).

Tabel 11.6
Dyrkningsforseg med
kartofler: Variansana-
lyseskema.

f stdr for antal friheds-
grader, SS for Sum af
kvadratiske afvigelser,
s2 = SS/f.
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udregnes til
68034

= 4.
-1 6803

2 _
Sy =

Variansestimatet i den additive model var 5(%1 = 3522 med 32 frihedsgrader, og
F-teststorrelsen bliver derfor
s3 68034 .

Fobs =7 =
o1 3522

der skal sammenlignes med F; 3,-fordelingen. Veerdien Fgps = 19 er ganske
utvetydigt signifikant stor, og hypotesen om forsvindende kvzlstofvirkning
ma derfor forkastes, dvs. konklusionen bliver at det har en virkning at tilfere
kvaelstof.

Hvis man undersoger om der er en forsvindende fosforvirkning, s ma ogsa
denne hypotese forkastes, dvs. det har ogsa en signifikant virkning at tilfere
fosforgedning.

Variansanalyseskemaet (tabel 11.6) giver en samlet oversigt over analysen.

11.6 Regressionsanalyse

Regressionsanalyse handler om at undersoge hvordan én malt storrelse athaenger
af en eller flere andre. Antag at der foreligger et datamateriale som er fremkom-
met pa den made at man pé hvert af nogle »individer« (f.eks. forsegspersoner
eller forsegsdyr eller enkelt-laboratorieforseg osv.) har malt veerdien af et antal
storrelser (variable). En af disse storrelser indtager en serstilling, idet man
nemlig gerne vil »beskrive« eller »forklare« denne storrelse ved hjelp af de
ovrige. Tit kalder man den variabel der skal beskrives, for v, og de variable ved
hjeelp af hvilke man vil beskrive, for x1,x,,..., x,. Andre betegnelser fremgar af
folgende oversigt:

v X1,X2-0 4, Xp

den modellerede variabel baggrundsvariable
den afhzngige variabel de uafhangige variable
den forklarede variabel de forklarende variable
responsvariabel

Her skitseres et par eksempler:
1. Leegen observerer den tid y som patienten overlever efter at vere blevet
behandlet for sygdommen, men leegen har ogsa registreret en maengde
baggrundsoplysninger om patienten, sasom ken, alder, vaegt, detaljer om
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sygdommen osv. Nogle af baggrundsoplysningerne kan maske indeholde
en eller anden form for information om hvor leenge patienten kan forventes
at overleve.

2. I en reekke nogenlunde ens i-lande har man bestemt mal for lungekreeft-
forekomst, cigaretforbrug og forbrug af fossilt braendstof, altsammen pr.
indbygger. Man kan da udneevne lungekreeftforekomst til y-variabel og
soge at »forklare« den ved hjelp af de andre to variable, der sa far rollen
som forklarende variable.

3. Man onsker at undersoge et bestemt stofs giftighed. Derfor giver man
det i forskellige koncentrationer til nogle grupper af forsegsdyr og ser
hvor mange af dyrene der der. Her er koncentrationen x en uafheengig
variabel hvis veerdi eksperimentator bestemmer, og antallet y af dede er
den afhzngige variabel.

Regressionsanalyse gar ud pa at finde en statistisk model hvormed man kan
beskrive en y-variabel ved hjelp af en kendt simpel funktion af nogle baggrunds-
variable og nogle parametre. Parametrene er de samme for alle observationsszt,
hvorimod baggrundsvariablene typisk ikke er det.

Man ma naturligvis ikke forvente at den statistiske model leverer en perfekt
beskrivelse, dels fordi den model man matte finde frem til, naeppe er fuldsteendig
rigtig, dels fordi en af pointerne med statistiske modeller jo netop er at de kun
beskriver hovedtraekkene i datamaterialet og ser stort pa de finere detaljer. Der
vil derfor vere en vis forskel mellem en observeret vaerdi y og den tilsvarende
fittede veerdi y, dvs. den verdi som man ifelge regressionsmodellen skulle fa
med de givne veerdier af baggrundsvariablene. Denne forskel kaldes residualet
og betegnes ofte e. Vi har sa opspaltningen

Y = v + e
observeret vaerdi = fittet veerdi + residual.
Residualerne er det som modellen ikke beskriver, og derfor er det naturligt at
man (eller rettere modellen) anser dem for tilfeldige, dvs. for at vaere tilfeeldige
tal fra en vis sandsynlighedsfordeling.

-000-

Vesentlige forudsatninger for at kunne benytte regressionsanalyse er at

1. det er ikke x-erne, men kun y-erne og residualerne, der er behaftede med
tilfeeldig variation (»usikkerhed«),

2. de enkelte malinger er stokastisk uafhengige af hinanden, det vil sige de
tilfeeldigheder der indvirker pa én bestemt y-veerdi (efter at man har taget
hejde for baggrundsvariablene), har ikke nogen sammenhaeng med de
tilfeeldigheder der spiller ind pa de ovrige y-verdier.
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Det simpleste eksempel pa regressionsanalyse er det hvor der kun er én enkelt
baggrundsvariabel, som vi sa betegner x. Opgaven bliver da at beskrive y-erne
ved hjzlp af en kendt simpel funktion af x. Det simpleste ikke-trivielle bud pa
en sadan funktion ma vel veere en funktion af typen y = a + xp hvor a og f er
to parametre, dvs. man formoder at y er en affin funktion af x. Derved far man
den sékaldte simple lineere regressionsmodel, jf. side 112.

En lidt mere avanceret model er den multiple linemre regressionsmodel hvor

man har p forklarende variable X1,X2,...,X, Og soger at beskrive y-veerdierne
P
med en funktion af formen y = ijﬁj.

j=1

Formulering af modellen

For at regressionsmodellen kan blive til en genuin statistisk model, skal man
specificere den sandsynlighedsfordeling som skal beskrive y-ernes variation
omkring deres middelvaerdi. I dette kapitel gar vi ud fra at denne sandsyn-
lighedsfordeling er en normalfordeling med varians o2 (den samme for alle
observationer).

Vi vil formulere modellen mere precist pa folgende made: Der foreligger n
sammenherende veerdier af en aftheengig variabel y med tilherende p baggrunds-
variable xy,x,...,xp. Det i-te set veerdier er (yl-, (xl-l,xg,...,x,'p)). Det antages at
Y1,92,-.., Yy er observerede vaerdier af uafthengige normalfordelte stokastiske
variable Yy, Y,,...,Y, med samme varians ¢? og med

P
EYi:ZXijﬂj’ i:1,2,.,.,n, (11.7)
j=1
hvor By, 2,..., Bp er ukendte parametre. Ofte vil en af de forklarende variable
veere konstanten 1, dvs. den har vardien 1 for alle i.

I matrixnotation kan (11.7) skrives som EY = X8, hvor Y er sgjlevektoren
bestaende af de n Y-er, X er en kendt n x p-matrix (den sakaldte designmatrix)
indeholdende x;;-veerdierne, og B sejlevektoren bestdende af de p ukendte S-er.
Man kan naturligvis ogsa formulere det ved hjalp af underrum: EY € L; hvor
Ly ={XB € R" : B € IRP}. — Betegnelsen lineer regression skyldes at EY er en
linezer funktion af g.

Ovenstaende kan generaliseres pa flere mader. I stedet for observationer med
samme varians kan man have observationer hvis varians er kendt pa neer en
konstant faktor, dvs. VarY = 62 X hvor X > 0 er en kendt matrix og o2 en ukendt
parameter; sa bliver der tale om vegtet lineaer regressionsanalyse. Man kan
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udskifte normalfordelingen med f.eks. binomialfordelingen, poissonfordelingen
eller gammafordelingen, og samtidig generalisere (11.7) til

p

g(EY;) = injﬁj; i=1,2,...,n

j=1

for en passende funktion g; sa bliver der tale om generaliseret lineaer regression.
Logistisk regression (afsnit 9.1, specielt side 141ff) er et eksempel pa generalise-
ret lineaer regression.

I det folgende vil vi kun beskeftige os med ordinzr lineaer regression.

Estimation af parametrene

Ifolge den generelle teori estimerer man middelvardivektoren XB som pro-
jektionen af y vinkelret ned pa L; = {Xp € R" : B € RP}. Det betyder at g skal
estimeres ved en vektor § med den egenskab at y — XB 1 L;. Nuery - Xg 1 L,
ensbetydende med at <y —Xﬁ,Xﬁ> =0 for alle B € IR?, som er ensbetydende
med at <X’y7X’X/ﬁ\,ﬁ> =0 for alle B € IR?, som igen er ensbetydende med at
X’XB = X’y. Ligningssystemet X’XB = X'y bestér af p linezere ligninger med
p ubekendte, og det kaldes normalligningerne (se ogsa side 172). Hvis p x p-
matricen XX er reguler, er der en entydig losning, nemlig:

B=(X'X)1Xy.
(Betingelsen at X’X er reguler, kan formuleres pa mange forskellige ensbety-

dende mader: dimensionen af L, er p; rangen af X er p; rangen af X'X er p;
sojlerne i X er linezert uafhangige; parametriseringen er injektiv.)

Variansparameteren estimeres ved

o Iy XBIR
n—dimL; "

Ved at bruge regnereglerne for variansmatricer fas i ovrigt
Var f = Var((X'X)"' XY
=((X'X)1 X ) Var Y ((X'X) 7' X7)
=((xX'x)71X) 21 ((X'X) 1 x)
=02 (X'X)™!

der estimeres ved s?(X’X)”!. Kvadratroden af diagonalelementerne heri er
estimater over middelfejlen (standardafvigelsen) pa de tilsvarende B-er.
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Ethvert ordentligt computerprogram til statistik har en indbygget funktion til
losning af normalligningerne; funktionen vil returnere parameterestimaterne
og deres middelfejl, og muligvis ogsa hele den estimerede Var f.

Simpel liner regression
I simpel linezr regression (jf. bl.a. side 112) er
1 x " ixi i}ii
x=0 2| xx=|, T | e x| |
s, L

1
2
X E XY
i=1 i=1
og normalligningerner bliver

n n
RS

i=1 i=1

n n n

a in +p lez = ZX:‘%‘
i1

i=1 i=1

som det ikke er uoverkommeligt at lgse. Det er dog endnu lettere simpelthen
at udregne projektionen py af y pa L. Man ser umiddelbart at de to vektorer
1 X1 -X
1 X2 -X
u=| |ogv=| . |erortogonale og udspender L;. Dermed bliver

—
=
s
|
=|

@u) (yv)
= u+ v=
P e T Il

u+

il’i i(xi -X)y;
o1 i1
n n

2

v,
(x; =)
f

n

Z(Xi —-X)y;

i=1

séledes at den j-te koordinat i py bliver (py); = p+-5——— (x;=X), jf. side 124.

Z(Xi -%)’
i=1
Ved at udregne variansmatricen (11.8) finder man de varianser og korrelationer

som postuleredes i saetning 7.3 side 125.
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Hypoteseprgvning

Hypoteser af formen Hy: EY € Ly hvor Ly er et underrum af Ly, testes pa helt
seedvanlig made med et F-test.

Ofte vil man vere interesseret i en hypotese af formen H : §; = 0, svarende til
at den tilsvarende forklarende variabel x; er uden betydning. En sddan hypotese
kan testes enten med et F-test eller med t-teststorrelsen
B

t= —.
estimeret middelfejl pd g;

Om faktorer

Der kan vere to forskellige slags baggrundsvariable. I det foregaende er omtalt
eksempler pa kvantitative baggrundsvariable, dvs. nogle der angiver en eller
anden numerisk storrelse. Man kan imidlertid ogsa operere med kvalitative
baggrundsvariable, faktorer, der angiver tilhersforhold til en klasse i forbindelse
med en klassificering.

Eksempel: I ensidet variansanalyse optraeder observationer y der er inddelt
i et antal grupper, se evt. side 174; man kan opfatte data som bestdaende af
sammenhoerende verdier (y, f) af en observation y og en faktor f som simpelt-
hen er navnet pa den gruppe som y tilherer. Man kan formulere det som et
regressionsproblem: Lad os sige at der er k forskellige niveauer af f (dvs. der er
k grupper), og lad os kalde dem 1, 2,..., k. Sa indferer vi nogle kunstige (kvanti-
tative) forklarende variable xq,x5,..., x; sadan at x; = 1 hvis f =i og x; = 0 ellers.
Pa den made erstatter man (y, f) med (y, (xl,xz,...,xp)) hvor det er sadan at alle
x-er pa neer ét er lig 0, og det x som er lig 1, udpeger den gruppe som v tilhorer.
Ensidet variansanalyse-modellen kan nu skrives

p
EY = Zx]ﬂ]
j=1

hvor §; svarer til y; i den oprindelige formulering af modellen.

Ved at kombinere kvantitative baggrundsvariable og faktorer kan man formu-
lere komplicerede modeller, eksempelvis med over- og underordnede grupper
eller med forskellige linezere sammenhzenge i forskellige delgrupper.

Et eksempel

Eksempel 11.2:  Kvelning af hunde
Syv hunde er under bedevelse blevet udsat for iltmangel ved sammenpresning af



Tabel 11.7

Kvelning af hunde:
Malinger af hypoxan-
tinkoncentration til
de fire forskellige tids-
punkter. I hver gruppe
er observationerne
ordnet efter storrelse.
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varighed koncentration
(min) (pmol/1)
o 0.0 0.0 1.2 1.8 2.1 2.1 3.0
6 30 49 51 51 70 7.9
12 4.9 6.0 6.5 8.0 12.0
18 9.5 10.1 12.0 12.0 13.0 16.0 17.1

luftroret, og hypoxantinkoncentrationen maltes efter o, 6, 12 og 18 minutters forleb.
Det var af forskellige grunde ikke muligt at foretage malinger pa alle syv hunde til
alle fire tidspunkter, og det kan heller ikke afgeres hvordan malinger og hunde herer
sammen. Resultaterne af forseget er vist i tabel 11.7.

Man kan anskue situationen pa den made at der foreligger n = 25 par sammenheren-
de vardier af koncentration og varighed. Varighederne er kendte storrelser — de indgar
i forsegsplanen — hvorimod koncentrationerne kan betragtes som observerede veerdier
af stokastiske variable: tallene er ikke ens fordi der er en vis biologisk variation og en
vis forsogsusikkerhed, og det kan passende modelleres som tilfaeldig variation. Det er
derfor neerliggende at soge at modellere tallene ved hjelp af en regressionsmodel med
koncentration som y-variabel og varighed som x-variabel. Man kan naturligvis ikke
pa forhand vide om varigheden i sig selv er en hensigtsmaessig forklarende variabel.
Maske viser det sig at man bedre kan beskrive koncentrationen som en linezer funktion
af kvadratroden af varigheden end som en linezr funktion af selve varigheden, men
det betyder blot at der er tale om en lineeer regressionsmodel med kvadratroden af
varigheden som forklarende variabel.

Vi vil antage at hypoxantinkoncentrationen kan beskrives ved en linear regressions-
model med hypoxivarigheden som uafhzngig variabel.

Vi lader x, x, x3 og x4 betegne de fire tidspunkter o, 6, 12 og 18 min, og vi lader
vij betegne den j-te koncentrationsverdi til tid x;. Med de indforte betegnelser kan
den foresldede statistiske model for talmaterialet formuleres pa den made at y;;-erne
antages at veere observerede veerdier af uafhangige stokastiske variable Yj;, hvor Y;; er
normalfordelt med EY;; = a + Bx; og varians a2

Estimaterne over a og f udregnes, f.eks. ved brug af formlerne pa side 124, til
B'=0.61 ymol1"! min~! og @ = 1.4 pmol I"!. Variansen estimeres til 53, = 4.85 ymol? 172
med 25 -2 = 23 frihedsgrader.

Middelfejlen pa B er [s2,/55, = 0.06 ymol ™! min~!, og pa @ er den (% + %)séz =

0.7pumol 17! (satning 7.3). Sterrelsen af de to middelfejl viser at det er passende at angive
B med to og @ med én decimal, sa vi konkluderer at den estimerede regressionslinje er

y=1.4pmol 17! +0.61 ymol I"! min~' x .

Som en form for modelkontrol kan vi nu teste om hypoxantinkoncentrationen afhanger
lineart (eller rettere affint) af hypoxiens varighed. Vi indlejrer derfor regressionsmo-
dellen i en k-stikprovemodel hvor grupperne bestemmes af x-erne pd den made at en
gruppe bestar af observationer med samme x-verdi, jf. eksempel 11.1 side 176.
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Vi formulerer metoden i linezr algebra-sprog. Lad L; = {& : &ij = a+ px;} veere
underrummet svarende til modellen med linezr sammenheng mellem x og y, og lad
L ={&: & = p;} veere underrummet svarende til k-stikprovemodellen. Der geelder at
Ly C L. Fra afsnit 11.1 ved vi at teststorrelsen for at teste L; i forhold til L er

1 2
dim L-dim L, “P}) - pl?“

F= T >
m”?‘ﬂ?”

hvor pog p; er projektionerne pa Log L. Vived atdimL—-dimL; =4-2 =2o0gn—dimL =
25-4 = 21.1den tidligere behandling af eksemplet (side 176) fandt vi quayll2 til 101.32;
[lpy — p1w||* kan f.eks. udregnes som |ly — pyll> = |ly — py|> = 111.50 - 101.32 = 10.18.
Teststorrelsen bliver dermed F = 5.09/4.82 = 1.06 der skal sammenholdes med F-
fordelingen med 2 og 21 frihedsgrader. Tabelopslag viser at testsandsynligheden bliver
over 30%, sa hypotesen godtages, dvs. der synes at vere en lineeer sammenhaeng mellem
varigheden af hypoxien og hypoxantinkoncentrationen. Det fremgar ogsa af figur 11.1.

11.7 Opgaver

Opgave 11.1: Indianere i Peru
Zndringer i menneskers livsbetingelser kan give sig udslag i fysiologiske sendringer,
eksempelvis i eendret blodtryk.

En gruppe antropologer undersogte hvordan blodtrykket @ndrer sig hos peruvianske
indianere der flyttes fra deres oprindelige primitive samfund i de heje Andesbjerge
til den sdkaldte civilisation, dvs. storbyen, der i ovrigt ligger i langt mindre hojde
over havets overflade end deres oprindelig bopal (Davin (1975), her citeret efter Ryan
et al. (1976)). Antropologerne udvalgte en stikprove pa 39 mand over 21 ar der havde
undergaet en sadan flytning. Pa hver af disse maltes blodtrykket (det systoliske og
det diastoliske) samt en rackke baggrundsvariable, heriblandt alder, antal ar siden flyt-
ningen, hejde, vagt og puls. Desuden har man udregnet endnu en baggrundsvariabel,
nemlig »breokdel af livet levet i de nye omgivelser«, dvs. antal ar siden flytning divideret
med nuvarende alder. Man forestillede sig at denne baggrundsvariabel kunne have stor
»forklaringsevne«.

Figur 11.1

Kvelning af hun-

de: Sammenhorende
verdier af hypoxan-
tinkoncentration og
hypoxivarighed, samt
den estimerede regres-
sionslinje.



Tabel 11.8

Indianere i Peru: Sam-
menhorende verdier af
y: systolisk blodtryk
(mm Hg),

x1: brokdel af livet i de
nye omgivelser, og x;:
vegt (kg).
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v X1 X2 v X1 X2

170  0.048 71.0 114 0.474 59.5
120 0.273 56.5 136 0.289 61.0
125 0.208 56.0 126 0.289 57.0
148 0.042 61.0 124 0.538 57.5
140 0.040 65.0 128 0.615 74.0
106 0.704 62.0 134 0.359 72.0
120 0.179 53.0 112 0.610 62.5
108 0.893 53.0 128 o0.780 68.0
124 0.194 65.0 134 0.122  63.4
134 0.406 57.0 128 0.286 68.0
116 0.394 66.5 140 0.581 69.0
114 0.303 59.1 138 0.605 73.0
130 0.441 64.0 118 0.233 64.0
118 o0.514 69.5 110 0.432 65.0
138 0.057 64.0 142 0.409 71.0
134 0.333 56.5 134 0.222 60.2
120 0.417 57.0 116 0.021 55.0
120 0.432 55.0 132 0.860 70.0
114 0.459 57.0 152 0.741 87.0
124 0.263 58.0

Her vil vi ikke se pa hele talmaterialet, men kun pa blodtrykket (det systoliske) der
skal optraede som y-variabel, og péa de to x-variable brokdel af livet i de nye omgivelser og
vegt. Disse er angivet i tabel 11.8 (fra Ryan et al. (1976)).

1. Antropologerne mente at x;, brokdel levet i de nye omgivelser, var et godt mal for
hvor leenge personerne havde levet i de civiliserede omgivelser, og at det derfor
matte vaere interessant at se om x; kunne forklare variationen i blodtrykket .
Forste skridt kunne derfor veere at estimere en simpel linezr regressionsmodel
med x; som forklarende variabel. Gor det!

2. Hvis man i et koordinatsystem afsetter y mod x;, viser det sig imidlertid at det
faktisk ikke virker serlig rimeligt at haevde at (middelvardien af) y afthanger
linezert af x;. Derfor ma man give sig til at overveje om andre af de mélte bag-
grundsvariable med fordel kan inddrages.

Nu ved man at en persons vegt har betydning for den pageldendes blodtryk, sa
naeste modelforslag kunne veere en multipel regressionsmodel med bade x; og x,
som forklarende variable.
a) Estimér parametrene i denne model. Hvad sker der med variansestimatet?
b) Undersog residualerne for at vurdere modellens kvalitet.
3. Giv en tolkning af slutmodellen i forhold til de peruvianske indianere.

Opgave 11.2
Dette er en beromt tosidet variansanalyse-opgave fra Kebenhavns Universitet; som man
vil se, indeholder opgaveteksten en vis portion underforstaet lokalkendskab:
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En student cykler hver dag fra sit hjem til H.C. Orsted Institutet og tilbage igen. Han
kan cykle to forskellige veje, én som han plejer at benytte, og én som han misteenker
for at veere en genvej. For at undersoge om det faktisk er en genvej, maler han nogle
gange hvor lang tid han er om turen. Resultaterne fremgar af nedenstaende skema hvor
tiderne er opgivet med 10 sekunder som enhed og ud fra et beregningsnulpunkt pa 9
minutter.

genvej seedvanlig vej

udtur 4 -1 3 13 8 11 5 7
hjemtur 11 6 16 18 17 21 19

Da det som bekendt kan vere vanskeligt at slippe vaek fra H.C. Orsted Institutet pa
cykel, tager hjemturen gennemsnitligt leengere tid end udturen.

Havde studenten ret i sin mistanke?

Vejledning: Det er klart at disse resultater ma kunne behandles ved tosidet varians-
analyse; da cellerne imidlertid ikke indeholder lige mange observationer, kan den
seedvanlige formel for projektionen pd underrummet svarende til additivitetshypotesen
ikke bruges.

Opgave 11.3
Betragt den simple linere regressionsmodel EY = a + xf, og antag at der foreligger et
antal sammenherende verdier (y;,x;), i =1,2,...,n.

Hvordan ser designmatricen ud? Skriv normalligningerne op og los dem.

Find formler for middelfejlene (o: standardafvigelserne) p4 @ og B, samt en formel
for korrelationen mellem de to estimatorer. Tip: udnyt formel (11.8).

I visse typer forsog kan eksperimentator (eller statistikeren) selv bestemme x-veerdi-
erne inden for visse greenser. Hvordan skal man vealge x-erne?



A En udledning af normalfordelingen

NORMALFORDELINGEN ER MEGET BENYTTET i statistiske modeller. Nogle gange kan
man begrunde brugen af den ved henvisninger til Den Centrale Greensevzrdiseet-
ning, andre gange skyldes det naeermest matematiske bekvemmelighedsgrunde.
Der findes imidlertid ogsa argumentationer af formen »hvis man har tenkt sig
at analysere data pa den-og-den made, sa svarer det indirekte til at antage at
observationerne stammer fra den-og-den fordeling«. I dette afsnit vil vi pree-
sentere et eksempel pa en sddan argumentation; grundideen hidrerer fra Gauf$
(1809, bog II, afsnit 3).

Den overordnede opgave er at finde et forslag til en type sandsynlighedsforde-

linger der kan bruges til at beskrive hvordan observationer fordeler sig tilfaeldigt

omkring en bestemt ukendt veerdi p. Vi gor nogle antagelser:

Antagelse 1: Fordelingerne er kontinuerte fordelinger pa IR, dvs. de har en kon-
tinuert tethedsfunktion.

Antagelse 2: Parameteren y kan have en vilkarlig reel veerdi og er en positionspa-
rameter, dvs. modelfunktionen er af formen

flx—p), (xp)eR?

for en passende funktion f som er defineret pa hele R (og som er kontinu-
ert ifolge antagelse 1).

Antagelse 3: Funktionen f er kontinuert differentiabel.

Antagelse 4: Maksimaliseringsestimatet for u skal vaere gennemsnittet af obser-
vationerne, mere praecist: for enhver stikpreve xy,x,,...,x, fra fordelingen
med tethedsfunktion x — f(x — p), skal maksimaliseringsestimatet vaere
gennemsnittet X.

Vi skal nu se hvad man kan deducere herudfra.

Log-likelihoodfunktionen svarende til observationerne xy,x5,...,x, bliver
n
InL(p) = Zlnf(x,- — 1)
i=1

Den er differentiabel med
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hvor g =—(Inf)".
Da f er en teethedsfunktion, vil der galde at liminf f(x) = 0, og derfor er
X—*00
liminfInL(y) = —co; det betyder at InL antager sit maksimum i (mindst) et
X—*o00

punkt 7, og at dette er et stationeert punkt, dvs. (InL)’(#) = 0. Da det forlanges
at =X, er vi hermed naet frem til at der skal gelde at

Zg(xi -x)=0 (A.1)
i=1

for alle stikprover xq,xy,...,X,.

Tag nu en stikprove med to elementer x og —x; da gennemsnittet af disse to
er 0, giver (A.1) at g(x)+ g(—x) =0, dvs. g(—x) = —g(x) for ethvert x. Specielt er
g(0)=0.

Tag derneest en stikprove med tre elementer x, y og —(x + y); da deres gen-
nemsnit er 0, giver (A.1) at g(x) + g(y) + g(—(x +)) = 0, og da vi netop har vist
at g er en ulige funktion, kan vi konkludere at g(x + y) = g(x) + g(v) for alle x
og v. Det folger nu af setning A.1 nedenfor at funktionen g ma veere af formen
g(x) = cx for en eller anden konstant c. Da g var defineret til at veere —(In f)’, ma
Inf derfor veere af formen In f(x) = b— 1cx?, hvor b er en integrationskonstant,
og sa bliver f af formen f(x) = aexp(—%cxz), hvor a = e¥. Da f skal integrere
til 1, ma konstanten ¢ nedvendigvis vere positiv — og man kunne sa passende
omdebe den til 1/6? — og konstanten a er entydigt bestemt (og der gelder at
a=1/V2mro?, jf. side 74). Funktionen f ma altsd nedvendigvis vare tetheds-
funktionen for normalfordelingen med middelverdi 0 og varians o2, og den
sogte type fordelinger er siledes normalfordelingerne med middelverdi y og
varians ¢2.

Opgave A.1

Ovenstaende undersogelse handler om en situation hvor der er tale om observationer
fra en kontinuert fordeling pa den reelle akse, og hvor man ensker at maksimaliserings-
estimatoren for positionsparameteren skal vere gennemsnittet af observationerne.

Antag at man i stedet har at gore med observationer fra en kontinuert fordeling pa den
positive halvakse, at der indgér en skalaparameter, og at maksimaliseringsestimatoren
for skalaparameteren skal vaere gennemsnittet af observationerne. — Hvad kan man i
denne situation sige om observationernes fordeling?

Cauchys funktionalligning

I dette afsnit vises en s@tning som anvendes i det forrige, og som derudover ma
siges at hore med til den »matematisk almendannelse«.
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SETNING A.1
Antag at f er en reel funktion med den egenskab at

fx+v)=f(x)+f() (A.2)

for alle x,y € R. Hvis f er kontinuert i et punkt xq = 0, sd findes der et tal c € R
sddan at f(x) = cx for alle x € R.

Bevis
Vi ser forst pa hvad man kan deducere ud fra betingelsen f(x+7v) = f(x)+ f(v).
1. Hvis man seetter x =y =0, fas at f(0) = f(0) + £(0), dvs. f(0) = 0.
2. Hvis man satter y = —x, fas at for vilkarligt x e Rer f(x)+f(-x) = f(0) =0,
altsd f(-x)=—f(x).

3. Ved gentagne anvendelser af (A.2) fas at for vilkarlige x;,x,,...,x, er
flra+xp+.+x,) = flx)+ fxa) +...+ f(xp). (A3)
Tag nu et reelt tal x = 0 og naturlige tal p og g, og st a = p/q. Da

flax+ax+...+ax) = f(x+x+...+Xx),
Nt e e

qled pled

giver (A.3) at qf (ax) = pf(x) eller f(ax) = af(x). Vi kan konkludere at for
alle rationale tal a og alle reelle tal x er

flax)=af(x). (A.4)

Indtil videre har vi ikke benyttet at f er kontinuert i xy, men det kommer nu.
Lad x veare et reelt tal forskelligt fra 0. Der findes en folge (a,) af rationale
tal som konvergerer mod x(/x, og som alle er forskellige fra 0. Da folgen (a,x)
konvergerer mod x, og f er kontinuert i x;, vil

f(a,,x) N f(XO) _ f(XO) X

a, Xo/x Xo

Men ifplge (A.4) er = f(x) for ethvert a,, sa der ma dbenbart gelde at

flx)= @x, altsa f(x) = cx hvor ¢ = M. Da x var vilkarlig (og da c ikke
0

X0
afhaenger af x), er seetningen hermed vist. O
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B Nogle resultater fra liner algebra

DE N£STE SIDER praesenterer nogle resultater fra linezer algebra, neermere bestemt
fra teorien for endeligdimensionale reelle vektorrum med indre produkt.

Notation og definitioner

Vektorrummet betegnes typisk V. Underrum betegnes L,Ly,L,,... Vektorer be-
tegnes normalt med fede bogstaver (x,p,u,v osv.). Nulvektoren er 0. Nar vi
repreasenterer vektorerne ved hjelp af deres koordinatszt i forhold til en valgt
basis, skriver vi koordinatseettene som sgjlematricer.

Linecre afbildninger [og deres matricer] betegnes ofte med bogstaver som
A og B; den transponerede til A betegnes A’. Nulrummet for A betegnes N (A)
og billedrummet betegnes R(A); rangen af A er tallet dimR(A). Den identiske
afbildning [enhedsmatricen] betegnes I.

Skalarproduktet eller det indre produkt af u og v skrives (u#,v) og i matrixnota-
tion u'v. Lengden af u skrives ||ul|.

To vektorer u og v er ortogonale, kort u 1 v, hvis (u,v) = 0. To underrum
L, og L, er ortogonale, kort L; L L,, hvis enhver vektor i L; er ortogonal pa
enhver vektor i L,. I sa fald defineres den ortogonale direkte sum af L, og L,
som underrummet

Li®Ly,={u;+uy:uy €L, uy €Ly}

Hvis ve L; ® L,, sa har v en entydig opspaltning som v = uy + u; hvor u; € L,
og Uy € L,. Der geelder at dimLy @ L, =dimL; + dimL,.

Det ortogonale komplement til underrummet L betegnes L*. Der geelder at V =
LeL+. Ortogonalprojektionen af V pa underrummet L er den linezre afbildning
p:V — V for hvilken px e Log x —px € L+ forallex e V.

En symmetrisk linezer afbildning [en symmetrisk matrix] A er positivt semidefinit
hvis (x, Ax) > 0 [eller x’Ax > 0] for alle x; den er positivt definit hvis uligheds-
tegnet er skarpt for alle x # 0. Vi vil undertiden bruge skrivemaderne A > 0 og
A >0 til at angive at A er positivt semidefinit hhv. positivt definit.

203

vV L

u,v,x,y 0

L+

A>0
A>0



204 Nogle resultater fra linear algebra

Forskellige resultater
Denne satning turde vere velkendt fra lineeer algebra:

S&TNING B.1
Lad A vere en lineer afbildning af RP ind i R". Da gelder at R(A) og N (A’) er
hinandens ortogonale komplementer (i R"), eller kort R" = R(A) @ N (A).

Kororrar B.2
Lad A vere en symmetrisk lineer afbildning af R" ind i sig selv. Da gelder at R(A)
0g N (A) er hinandens ortogonale komplementer (i R").

KoroLLar B.3
R(A) =R(AA).

BEVIS FOR KOROLLAR B.3
Ifolge seetningen kan vi vise korollaret ved at vise at N'(A") = N/(AA’), altsa at
Au=0oAAu=0.

Det er klart at A’0 = AA’u = 0. Vi behover saledes kun vise at AA'u=0=
A’u = 0. Antag derfor at AA'u = 0. Da A(A’u) =0, er A'u e N(A)=R(A")*, og
da automatisk A’u € R(A’), er A'u € R(A’)L NR(A’) = {0}. O

S&TNING B.4
Lad A og B vere injektive linere afbildninger af RP ind i R" sdledes at AA’ = BB’
Sd findes en isometri C af RP ind i sig selv med den egenskab at A = BC.

Bevis
Seet L = R(A). Ifelge antagelsen og korollar B.3 er L = R(A) = R(AA’) = R(BB’) =
R(B).

Da A er injektiv, er NV'(A) = {0}; ifolge setning B.1 er da R(A’) = {0}+ = R?,
dvs. til et givet # € RP har ligningen A’x = # mindst en losning x € R”, og da
N(A’)=R(A)*+ = L+, er der i L preecis én losning x(u) til A’x = u.

Vi vil vise at den herved definerede afbildning u + x(u) af RP ind i L er lineaer.
Lad u; og u, vare to vektorer i RP og a; og a, to skalarer. Da er

A'(x(alul + azuz)) =au; +aru,
=a1A'x(uy) + arA'x(uy)
:A'(alx(u1)+a2x(u2)),

og da ligningen A’x = u som naevnt har en entydig losning x € L, folger heraf at
x(ajuy + aruy) = a;x(uy) + ax(uy), hvilket skulle vises.

Vi kan derfor definere en lineeer afbildning C : R? — IR? givet ved Cu = B’x(u).

For u € RP er da BCu = BB'x(u) = AA’x(u) = Au, altsd A = BC.
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Afslutningsvis vil vi vise at C bevarer indre produkt, hvoraf specielt fol-
ger at den er en isometri: For uy,u; € RP er (Cuy, Cuy) = (B'x(uy), B'x(uy)) =
(x(u1), BB'x(u3)) = (x(u1), AA'x(u3)) = (A'x(u1), A'x(u3)) = (uy, u5). o

S£&TNING B.5

Antag at A er en symmetrisk og positiv semidefinit lineer afbildning af R" ind i sig
selv. Der findes netop én symmetrisk og positivt semidefinit lineer afbildning A af
R" ind i sig selv med den egenskab at A”A% = A,

Bevis

Lad ey, ey,...,e, vere en ortonormalbasis af egenvektorer for A, og lad de tilhe-
rende egenveerdier vaere Ay, Ay,..., A, > 0. Hvis vi definerer A" som den linezre
afbildning der afbilder e; over i /\;-/zej, j=1,2,...,n, har vi en afbildning med
den onskede egenskab.

Antag at A* er en losning, dvs. A* er symmetrisk og positivt semidefinit og
A*A* = A. Der findes en ortonormalbasis e}, €3,..., e}, af egenvektorer for A*; lad
de tilhorende egenveardier veere iy, yy, ..., g, = 0. Da Ae}-* = A*A* }* = y]?e}-*, er e}-*
en A-egenvektor med tilherende egenvaerdi ;4]2. Deraf folger at A* nodvendigvis
ma have de samme egenrum som A og med egenvardier som er de ikke-negative
kvadratredder af de tilsvarende A-egenverdier, altsa A* = A, [}

SETNING B.6
Antag at A er en symmetrisk og positiv semidefinit lineer afbildning af R" ind i sig
selv, og set p = dimR(A).

Da findes en injektiv lineer afbildning B af RP ind i R" med den egenskab at
BB’ = A, og B er entydigt bestemt pd ner isometri.

Bevis

Lad ey, ey,..., e, vere en ortonormalbasis af egenvektorer for A med tilherende
egenvektorer Ay, Ay,..., A, hvor Ay 2 Ay >+ >4, >008 Ay = Ay =... =4, =
0.

Som B kan vi bruge den linezre afbildning hvis matrixreprasentation i for-
hold til standardbasen i IRP og basen ey, e,,...,e, i R"” er den n x p-matrix som
pa den (i, j)-te plads har )\;/Z hvis i = j <p og 0 ellers. Entydigheden af B folger
f.eks. af seetning B.4. m]



C Tabeller

I FOR-COMPUTER-£RAEN var tabelverker over blandt andet fordelingsfunktio-
ner og inverse fordelingsfunktioner for de gaengse fordelinger et uundveerligt
arbejdsredskab for den praktisk arbejdende statistiker. De folgende sider inde-
holder nogle fa mindre eksempler pa sadanne statistiske tabeller.

Til orientering: For en sandsynlighedsfordeling med strengt voksende og konti-
nuert fordelingsfunktion F defineres a-fraktilen x, som lesningen til ligningen
F(x) = a; her er 0 < a < 1. (Hvis F ikke vides at vere strengt voksende og kon-
tinuert, kan man definere maengden af a-fraktiler som det afsluttede interval
med endepunkter sup{x : F(x) < a} og inf{x : F(x) > a}.)
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Tabeller

Fordelingsfunktionen ®(u)

for standardnormalfordelingen

u u+5  D(u) u u+5  D(u)

0.00 5.00 0.5000
-3.75 1.25 0.0001 0.10 5.10 0.5398
—-3.50 1.50 0.0002 0.20 5.20 0.5793
-3.25 1.75 0.0006 0.30 5.30 0.6179
-3.00 2.00 0.0013 0.40 5.40 0.6554
—2.80 2.20 0.0026 0.50 5.50 0.6915
—2.60 2.40 0.0047 0.60 5.60 0.7257
-2.40 2.60 0.0082 0.70 5.70 0.7580
—2.20 2.80 0.0139 080 580 0.7881
—2.00 3.00 0.0228 0.90 5.90 0.8159
-1.90 3.10 0.0287 1.00 6.00 0.8413
-1.80 3.20 0.0359 1.10 6.10 0.8643
-1.70  3.30 0.0446 1.20 6.20 0.8849
-1.60 3.40 0.0548 1.30 6.30 0.9032
-1.50 3.50 0.0668 1.40 6.40 0.9192
-1.40 3.60 0.0808 1.50 6.50 0.9332
-1.30 3.70 0.0968 1.60 6.60 0.9452
-1.20 3.80 o.1151 1.70 6.70 0.9554
-1.10 3.90 0.1357 1.80 6.80 0.9641
-1.00 4.00 0.1587 1.90 6.90 0.9713
—-0.90  4.10 0.1841 2.00 7.00 0.9772
-0.80 4.20 0.2119 2.20 7.20 0.9861
—-0.70  4.30 0.2420 2.40 7.40 0.9918
-0.60 4.40 0.2743 2.60 7.60 0.9953
—0.50 4.50 0.3085 2.80 7.80 0.9974
—0.40 4.60 0.3446 3.00 8.00 0.9987
-0.30  4.70 0.3821 325 8.25  0.9994
—0.20 4.80 0.4207 3.50 8.50 0.9998
—0.10  4.90 0.4602 3.75 8.75 0.9999
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Fraktiler i standardnormalfordelingen

a Uy =O ) un+5
0.001 -3.090 1.910
0.002 -2.878 2.122
0.005 -2.576 2.424
0.010 -2.326 2.674
0.015 —2.170 2.830
0.020 —2.054 2.946
0.025 -1.960 3.040
0.030 -1.881 3.119
0.035 -1.812 3.188
0.040 -1.751 3.249
0.045 -1.695 3-305
0.050 -1.645 3-355
0.055 -1.598 3.402
0.060 -1.555 3.445
0.070 —-1.476 3.524
0.080 —-1.405 3.595
0.090 —1.341 3.659
0.100 -1.282 3.718
0.125 -1.150 3.850
0.150 -1.036 3.964
0.175 —0.935 4.065
0.200 -0.842 4.158
0.220 —-0.772 4.228
0.240 -0.706 4.294
0.250 -0.674 4.326
0.260 -0.643 4.357
0.280 -0.583 4.417
0.300 —0.524 4.476
0.320 -0.468 4.532
0.340 —0.412 4.588
0.360 -0.358 4.642
0.380 -0.305 4.695
0.400 -0.253 4747
0.420 —-0.202 4.798
0.440 —0.151 4.849
0.460 —0.100 4.900
0.480 —0.050 4.950

a Uy =® Ya) u,+5
0.500 0.000 5.000
0.520 0.050 5.050
0.540 0.100 5.100
0.560 0.151 5.151
0.580 0.202 5.202
0.600 0.253 5.253
0.620 0.305 5.305
0.640 0.358 5.358
0.660 0.412 5.412
0.680 0.468 5.468
0.700 0.524 5.524
0.720 0.583 5.583
0.740 0.643 5.643
0.750 0.674 5.674
0.760 0.706 5.706
0.780 0.772 5.772
0.800 0.842 5.842
0.825 0.935 5935
0.850 1.036 6.036
0.875 1.150 6.150
0.900 1.282 6.282
0.910 1.341 6.341
0.920 1.405 6.405
0.930 1.476 6.476
0.940 1.555 6.555
0.945 1.598 6.598
0.950 1.645 6.645
0.955 1.695 6.695
0.960 1.751 6.751
0.965 1.812 6.812
0.970 1.881 6.881
0.975 1.960 6.960
0.980 2.054 7.054
0.985 2.170 7.170
0.990 2.326 7.326
0.995 2.576 7-576
0.998 2.878 7.878
0.999 3.090 8.090
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Tabeller

Fraktiler i y2-fordelingen med f frihedsgrader

Sandsynlighed i procent

f 50 90 95 97:5 99 99-5 99-9

1 0.45 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88 10.83

2 1.39 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60 13.82

3 2.37 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84 16.27
4 3.36 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86 18.47

5 4.35 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75 20.52

6 5.35 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55 22.46

7 6.35 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28 24.32

8 7.34 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95 26.12

9 8.34 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88
10 9.34 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19 29.59
11 10.34 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76 31.26
12 11.34 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30 32.91
13 12.34 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82 34.53
14 13.34 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12
15 14.34 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80 37.70
16 15.34 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 39.25
17 16.34 24.77 27.59 30.19 33.41 35-72 40.79
18 | 1734 2599 2887 3153  34.81 3716  42.31
19 18.34 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58 43.82
20 19.34 28.41 31.41 34.17 37-57 40.00 45.31
21 20.34 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40 46.80
22 21.34 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80 48.27
23 22.34 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 49.73
24 | 2334 3320 3642 3936 4298 4556  51.18
25 | 24.34 3438 37.65  40.65  44.31  46.93  52.62
26 | 2534 3556  38.89  41.92 4564 4829  54.05
27 | 2634  36.74  4o0.11 43.19  46.96  49.64  55.48
28 | 2734 37.92 4134 4446 4828 5099  56.89
29 | 2834  39.09 4256 4572  49.59 5234 5830
30 | 2934 4026 43.77 4698 5089  53.67  59.70
31 30.34 41.42 44.99 48.23 52.19 55.00 61.10
32 | 31.34 4258 46.19 4948  53.49 5633 6249
33 | 3234 4375 4740 5073 5478  57.65  63.87
34 | 3334 4490 4860 5197  56.06 5896  65.25
35 34.34 46.06 49.80 53.20 57.34 60.27 66.62
36 | 3534 4721 51.00 5444 5862  61.58  67.99
37 | 3634 4836 5219 5567 5989  62.88  69.35
38 | 3734 4951 5338  56.90 6116 6418  70.70
39 | 3834 5066 5457 5812 6243 6548  72.05
40 | 3934 5181 5576 5934  63.69  66.77  73.40

Fraktiler i y2-fordelingen med f frihedsgrader

Sandsynlighed i procent

f 50 90 95 97-5 99 99-5 99-9

41 | 4034 5295  56.94 6056  64.95  68.05  74.74
42 | 41.34  54.09 58.12 61.78 66.21 69.34 76.08
43 | 42.34 5523  59.30  62.99 6746  70.62  77.42
44 | 4334 5637 6048 6420 6871 7189  78.75
45 | 44.34 57.51 61.66 65.41 69.96 73.17 80.08
46 | 45.34 58.64 62.83 66.62 71.20 74-44 81.40
47 | 4634 5977  64.00 6782 7244 7570 8272
48 | 47.34 60.91 65.17 69.02 73.68 76.97 84.04
49 | 4833 6204 6634 7022 7492 7823 8535
50 | 4933 63.17 6750 7142 7615  79.49  86.66
51 | 50.33 6430 6867 7262 7739 8075  87.97
52 | 51.33 65.42 69.83 73.81 78.62 82.00 89.27
53 | 52.33 66.55 7099 7500  79.84 8325  go.57
54 | 53.33 6767 7215 7619  81.07 8450  91.87
55 | 54.33 68.80 7331 7738 8229 8575 9317
56 | 5533 69.92 7447 7857 8351  86.99  94.46
57 | 5633 7104 7562 7975 8473 8824 9575
58 | 57.33 7216 76.78 8094 8595  89.48  97.04
59 | 5833 7328  77.93 8212 8717  goz2  98.32
6o | 59.33 7440  79.08 8330 8838 9195  99.61
61 | 60.33 75.51 80.23 84.48 89.59 93.19  100.89
62 | 61.33 76.63 81.38 85.65 90.80 94.42  102.17
63 | 62.33  77.75 82.53 86.83 92.01 95.65  103.44
64 | 63.33 78.86 83.68 88.00 93.22 96.88  104.72
65 | 64.33 79.97 8482 8918 9442 9811  105.99
66 | 6533 81.09 8596 9035  95.63  99.33 107.26
67 | 66.33 82.20 87.11 91.52 96.83  100.55 108.53
68 | 67.33 83.31 88.25 92.69 98.03 101.78  109.79
69 | 68.33 84.42 89.39 93.86 99.23  103.00  111.06
70 | 69.33  85.53 90.53 95.02  100.43  104.21  112.32
71 | 70.33  86.64 91.67 96.19  101.62  105.43  113.58
72 | 71.33  87.74 92.81 97.35 102.82  106.65  114.84
73 | 72.33 88.85 93.95 98.52  104.01 107.86  116.09
74 | 7333 89.96 9508  99.68 10520 109.07 117.35
75 | 74.33  91.06 96.22  100.84 106.39 110.29 118.60
76 | 75.33  92.17 97.35 102.00 107.58 111.50 119.85
77 | 76.33  93.27 98.48 103.16 108.77 112.70  121.10
78 | 7733 9437 99.62 10432  109.96  113.91 12235
79 | 78.33 95.48 100.75 105.47 111.14 115.12  123.59
80 | 79.33 96.58 101.88 106.63 112.33 116.32 124.84
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Tabeller

90% fraktiler i F-fordelingen.

f1 er antal frihedsgrader for teelleren, f, er antal frihedsgrader for naevneren.

h

pl 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1(39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 58.91 59.44 59.86 60.19 61.22
2| 8.53 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.35 9.37 938 9.39 9.42
3| 554 546 539 534 531 528 527 525 524 523 5.220
4| 454 432 419 411 4.05 4.01 3.98 3.95 3.94 3.92 3.87
5| 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.37 3.34 3.32 3.30 3.24
6| 3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 3.01 2.98 2.96 2.94 2.87
7| 3.59 3.26 3.07 2.96 2.88 283 2.78 2.75 2.72 2.70 2.63
8] 3.46 3.11 2.92 2.81 2.73 2.67 2.62 2.59 2.56 2.54 2.46
9] 3.36 3.01 281 2.69 2.61 2.55 2.51 2.47 2.44 2.42 2.34
10| 3.29 2.92 2.73 2.61 2.52 246 241 2.38 2.35 2.32 2.24
11| 3.23 2.86 2.66 2.54 2.45 2.39 2.34 2.30 2.27 2.25 2.17
12| 3.18 2.81 2.61 248 2.39 2.33 2.28 2.24 221 2.19 2.10
13| 3.14 2.76 2.56 2.43 2.35 2.28 2.23 2.20 2.16 2.14 2.05
14| 3.10 2.73 2.52 2.39 2.31 2.24 2.19 2.15 2.12 2.10 2.01
15| 3.07 2.70 2.49 2.36 2.27 221 2.16 2.12 2.09 2.06 1.97
16| 3.05 2.67 2.46 2.33 2.24 2.18 2.13 2.09 2.06 2.03 1.94
17| 3.03 2.64 2.44 2.31 2.22 2.15 2.10 2.06 2.03 2.00 1.91
18| 3.01 2.62 242 2.29 2.20 2.13 2.08 2.04 2.00 1.98 1.89
19| 2.99 2.61 2.40 2.27 2.18 2.11 2.06 2.02 1.98 1.96 1.86
20| 2.97 2.59 2.38 225 2.16 2.09 2.04 2.00 1.96 1.94 1.84
22| 2.95 2.56 2.35 222 2.13 206 201 1.97 1.93 1.90 1.81
24| 2.93 2.54 2.33 2.19 2.10 2.04 1.98 1.94 1.91 188 1.78
26| 2.91 2.52 2.31 2.17 2.08 2.01 1.96 1.92 1.88 1.86 1.76
28| 2.89 2.50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.94 1.90 1.87 1.84 1.74
30| 2.88 2.49 2.28 2.14 2.05 1.98 1.93 1.88 1.85 1.82 1.72
40| 2.84 2.44 2.23 2.09 2.00 1.93 1.87 1.83 1.79 1.76 1.66
50| 2.81 2.41 2.20 206 1.97 1.90 1.84 1.80 1.76 1.73 1.63
75| 2.77 2.37 2.16 202 1.93 1.85 1.80 1.75 1.72 1.69 1.58
100| 2.76 2.36 2.14 2.00 1.91 1.83 1.78 1.73 1.69 1.66 1.56
150| 2.74 2.34 2.12 1.98 1.89 1.81 1.76 1.71 1.67 1.64 1.53
200| 2.73 2.33 2.11 1.97 1.88 1.80 1.75 1.70 1.66 1.63 1.52
300| 2.72 2.32 2.10 1.96 1.87 1.79 1.74 1.69 1.65 1.62 1.51
400| 2.72 232 2.10 1.96 1.86 1.79 1.73 1.69 1.65 1.61 1.50
500| 2.72 2.31 2.09 1.96 1.86 1.79 1.73 1.68 1.64 1.61 1.50
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95% fraktiler i F-fordelingen.

f1 er antal frihedsgrader for teelleren, f, er antal frihedsgrader for naevneren.

h

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1[161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 245.95
2| 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.43
3| 10.13 9.55 9.28 9.12 g9.01 8.94 889 885 881 879 8.70
4| 771 6.94 6.59 6.39 626 6.16 6.09 6.04 6.00 596 5.86
5/ 661 579 541 519 505 4.95 4.88 4.82 477 474 4.62
6| 599 514 476 453 439 4.28 421 415 410 406 3.94
7| 559 474 435 412 397 387 379 373 3.68 3.64 351
8| 532 446 407 384 369 358 3.50 344 339 335 322
9| 5.12 4.26 3.86 3.63 348 3.37 3.29 3.23 318 3.14 3.01
10| 4.96 4.10 3.71 348 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 298 285
11| 4.84 3.98 359 336 320 309 301 295 290 285 2.72
12| 475 3.89 3.49 326 3.11 3.00 291 285 280 275 2.62
13| 4.67 3.81 341 318 3.03 292 283 277 271 267 2.53
14| 4.60 3.74 334 311 296 285 276 2.70 2.65 2.60 2.46
15| 4.54 3.68 3.29 3.06 290 279 271 2.64 2.59 2.54 2.40
16| 4.49 3.63 324 301 285 274 266 259 254 249 2.35
17| 4.45 3.59 3.20 2.96 281 270 2.61 2.55 249 2.45 2.31
18| 4.41 3.55 3.16 293 2.77 2.66 2.58 2.51 246 241 2.27
19| 4.38 3.52  3.13 2.90 2.74 2.63 254 248 242 238 2.23
20| 4.35 3.49 3.10 287 271 260 2.51 245 239 235 2.20
22| 4.30 3.44 3.05 282 266 255 246 240 234 230 2.15
24| 4.26 340 3.01 278 2.62 2.51 242 236 230 225 2.11
26| 4.23 3.37 2.98 274 259 247 2.39 232 227 222 207
28| 4.20 3.34 295 271 256 245 236 229 224 219 2.04
30| 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 242 233 227 221 216 201
40| 4.08 3.23 284 2.61 245 234 225 218 212 208 1.92
50| 4.03 3.18 279 2556 240 229 2.20 2.13 207 203 187
75| 3.97 3.12  2.73 249 2.34 222 2.13 2.06 2.01 1.96 1.80
100 3.94 3.09 270 246 231 219 210 203 1.97 1.93 1.77
150 3.90 3.06 2.66 243 227 216 207 2.00 1.94 189 1.73
200| 13.89 3.04 2.65 242 226 214 206 198 1.93 1.88 1.72
300 13.87 3.03 2.63 240 224 213 204 1.97 191 1.86 1.70
400| 13.86 3.02 2.63 239 224 212 203 196 1.90 1.85 1.69
500| 13.86 3.01 2.62 239 223 212 203 196 1.90 185 1.69
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Tabeller

f1 er antal frihedsgrader for teelleren, f, er antal frihedsgrader for naevneren.

97.5% fraktiler i F-fordelingen.

h

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1(647.79 799.50 864.16 899.58 921.85 937.11 948.22 956.66 963.28 968.63 984.87
2| 38.51 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 3936 39.37 39.39 39.40 39.43
3| 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 14.42 14.25
4| 12.22 1065 9.98 9.60 936 920 9.07 8.98 8.90 884 8.66
5| 10.01  8.43 776 739 7.15 698 6.85 6.76 6.68 6.62 6.43
6| 881 726 6.60 623 599 582 570 560 552 546 527
7| 807 6.54 589 552 529 512 499 4.90 4.82 476 457
8| 757 6.06 542 505 482 4.65 4.53 443 436 430 410
9| 721 571 508 472 448 432 420 410 4.03 396 3.77
10| 6.94 546 483 447 424 407 395 385 378 372 352
11| 672 526 4.63 428 404 388 376 366 359 3.53 3.33
12| 6.55 510 447 412 389 373 3.61 351 344 337 318
13| 641 497 435 4.00 377 360 348 339 331 325 3.05
14| 630 4.86 4.24 389 3.66 350 3.38 329 321 315 2.95
15| 6.20 4.77 415 3.80 3.58 341 329 320 3.12 3.06 2.86
16| 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 2.99 2.79
17| 6.04 4.62 4.01 366 344 328 316 3.06 298 2.92 2.72
18| 598 456 395 3.61 338 322 310 3.01 293 287 2.67
19| 5.92 4.51 390 3.56 3.33 3.17 3.05 296 288 282 262
20| 587 446 386 351 329 313 301 291 284 277 257
22| 579 438 378 3.44 3.22 3.05 2.93 284 276 270 2.50
24| 572 432 3.72 3.38 3.15 2.99 287 278 270 264 244
26| 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 282 273 265 259 239
28| 561 422 3.63 329 3.06 290 278 269 261 255 234
30| 557 418 359 325 3.03 287 275 265 257 251 231
40| 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 245 239 2.18
50| 5.34 3.97 3.39 3.05 283 267 255 246 238 232 211
75| 523 3.88 3.30 2.96 274 2.58 246 237 229 222 201
100/ 518 3.83 3.25 2.92 2.70 2.54 2.42 2.32 224 218 1.97
150 5.13 3.78 3.20 2.87 2.65 2.49 237 228 220 213 1.92
200| s5.10 3.76 3.8 285 2.63 247 235 226 218 2.11 1.90
300| s5.07 3.73 3.16 2.83 2.61 245 233 223 216 2.09 1.88
400| 5.06 3.72 315 2.82 260 244 232 222 215 2.08 1.87
500| 5.05 3.72 3.14 2.81 2.59 243 231 222 214 2.07 1.86
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99% fraktiler i F-fordelingen.

f1 er antal frihedsgrader for teelleren, f, er antal frihedsgrader for naevneren.

h

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1/4052.18 4999.50 5403.35 5624.58 5763.65 5858.99 5928.36 5981.07 6022.47 6055.85 6157.28
2| 9850 99.00  99.17  99.25  99.30 9933  99:36  99.37  99.39  99.40  99.43
3| 34.12 3082 2946 28.71 2824 27.91 27.67 2749 27.35 27.23 2687
4| 2120 18.00 16.69 15.98 1552 1521 14.98 14.80 14.66 14.55 14.20
5| 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 1046 10.29 10.16 10.05 9.72
6| 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.56
7| 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.31
8| 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81 5.52
9| 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 4.96
10| 1004 756 655 599 564 539 520 506 494 485  4.56
11| 965 721 622 567 532 507 489 474 463 454 425
12/ 933 693 595 541 506 482  4.64 450 439 430 401
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 4.10 3.82
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03 3.94 3.66
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 3.80 3.52
16| 853  6.23 529 477 444 420 403 389 378 369 341
17| 840 611 518 467 434 410 393 379 368 359 331
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 3.51 3.23
19| 818 593 501 450 417 394 377 363 352 343 315
20| 810 585 494 443 410 387 370 356 346 337  3.09
22| 795 572 482 431 399 376 359 345 335 326 298
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 3.17 2.89
26|  7.72 553  4.64 414 382 359 342 329 318 309 281
28| 7.64 545 457 407 375 353 336 323 312 303 275
30 756 539 451 402 370 347 330 317 307 298 270
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 2.80 2.52
50 7.17 5.06 4.20 3.72 3.41 3.19 3.02 2.89 2.78 2.70 2.42
75| 6.99 490 405 358 327 305 289 276 265 257 229
100 6.90 4.82 3.98 3.51 3.21 2.99 2.82 2.69 2.59 2.50 2.22
150 6.81 4.75 3.91 3.45 3.14 2.92 2.76 2.63 2.53 2.44 2.16
200 6.76 4.71 3.88 3.41 3.11 2.89 2.73 2.60 2.50 2.41 2.13
300 6.72 4.68 3.85 3.38 3.08 2.86 2.70 2.57 2.47 2.38 2.10
400 6.70 4.66 3.83 3.37 3.06 2.85 2.68 2.56 2.45 2.37 2.08
500 6.69 4.65 3.82 3.36 3.05 2.84 2.68 2.55 2.44 2.36 2.07




216 Tabeller
Fraktiler i t-fordelingen med f frihedsgrader
Sandsynlighed i procent
f 90 95 975 99 995 99-9 f

1 3.078 6.314 12.706 31.821  63.657 318.309 1

2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327 2

3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215 3

4 | 1533 2132 2776 3747  4.604 7173 4

5 | 1476 2015 2571 3365  4.032 5.893 5

6 | 1.440  1.943 2.447  3.143 3.707 5.208 6

7 | 1415 1895 = 2365 2998  3.499 4.785 7

8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 8

9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 9
10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 10
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 11
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 12
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 13
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 14
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3-733 15
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 16
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 17
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 18
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 19
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 20
21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 21
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 22
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 23
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 24
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 25
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 30
50 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261 50
75 | 1293  1.665  1.992 2377  2.643 3.202 | 75
100 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174 | 100
150 1.287 1.655 1.976 2.351 2.609 3.145 | 150
200 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601 3.131 200
400 1.284 1.649 1.966 2.336 2.588 3.111 | 400
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Dansk-Engelsk

afbildning map
afkomstfordeling offspring distribution

betinget sandsynlighed conditional proba-
bility

binomialfordeling binomial distribution

Cauchyfordeling Cauchy distribution

central estimator unbiased estimator

Central Grenseverdisetning Central Li-
mit Theorem

delmengde subset

Den Centrale Grenseverdisetning The
Central Limit Theorem

disjunkt disjoint

diskret discrete

eksponentialfordeling exponential distri-
bution

endelig finite

ensidet variansanalyse one-way analysis
of variance

enstikproveproblem one-sample problem

estimat estimate

estimation estimation

estimator estimator

etpunktsfordeling one-point distribution

etpunktsmengde singleton

flerdimensional fordeling multivariate di-
stribution

fordeling distribution

fordelingsfunktion distribution function

foreningsmengde union

forgreningsproces branching process

forklarende variabel explanatory variable

formparameter shape parameter

forventet verdi expected value

fraktil quantile

frembringende funktion generating func-
tion

frihedsgrader degrees of freedom

feellesmengde intersection

gammafordeling gamma distribution

gennemsnit average, mean

gentagelse repetition, replicate

geometrisk fordeling geometric distribu-
tion

hypergeometrisk fordeling hypergeometric
distribution

hypotese hypothesis

hypoteseprovning hypothesis testing

hyppighed frequency

hendelse event

indikatorfunktion indicator function

khi i anden chi squared

klassedeling partition

kontinuert continuous

korrelation correlation

kovarians covariance

kvadratsum sum of squares

kvotientteststorrelse likelihood ratio test
statistic

ligefordeling uniform distribution
likelihood likelihood
likelihoodfunktion likelihood function

maksimaliseringsestimat maximum likeli-
hood estimate
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maksimaliseringsestimator maximum like-
lihood estimator

marginal fordeling marginal distribution

middelverdi expected value; mean

multinomialfordeling multinomial distri-
bution

mengde set

niveau level
normalfordeling normal distribution
nevner (i brok) nominator

odds odds

parameter parameter

plat eller krone heads or tails
poissonfordeling Poisson distribution
produktrum product space
punktsandsynlighed point probability

regression regression

relativ hyppighed relative frequency

residual residual

residualkvadratsum residual sum of squa-
res

reekke row

sandsynlighed probability

sandsynlighedsfunktion probability func-
tion

sandsynlighedsmdl probability measure

sandsynlighedsregning probability theory

sandsynlighedsrum probability space

sandsynlighedstethedsfunktion probabili-
ty density function

signifikans significance

signifikansniveau level of significance

signifikant significant

simultan fordeling joint distribution

simultan tethed joint density

skalaparameter scale parameter

skon estimate

statistik statistics

statistisk model statistical model

stikprove sample, random sample

stikprovefunktion statistic

stikproveudtagning sampling

stokastisk uafhengighed stochastic inde-
pendence

stokastisk variabel random variable

Store Tals Lov Law of Large Numbers

Store Tals Sterke Lov Strong Law of Large
Numbers

Store Tals Svage Lov Weak Law of Large
Numbers

stotte support

sufficiens sufficiency

sufficient sufficient

systematisk variation systematic variation

sojle column

test test

teste test

testsandsynlighed test probability

teststorrelse test statistic

tilbagelegning (med/uden) replacement
(with/without)

tilfeldig variation random variation

tosidet variansanalyse two-way analysis of
variance

tostikproveproblem two-sample problem

totalgennemsnit grand mean

teeller (i brok) denominator

tethed density

tethedsfunktion density function

uafhengig independent

uafhengige identisk fordelte independent
identically distributed; i.i.d.

uafhengighed independence

udfald outcome

udfaldsrum sample space

udtage en stikprove sample

uendelig infinite

variansanalyse analysis of variance
variation variation
vekselvirkning interaction
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analysis of variance variansanalyse
average gennemsnit

binomial distribution binomialfordeling
branching process forgreningsproces

Cauchy distribution Cauchyfordeling

Central Limit Theorem Den Centrale
Grenseverdisetning

chi squared khi i anden

column sejle

conditional probability betinget sandsyn-
lighed

continuous kontinuert

correlation korrelation

covariance kovarians

degrees of freedom frihedsgrader

denominator teller

density tethed

density function tethedsfunktion

discrete diskret

disjoint disjunkt

distribution fordeling

distribution function fordelingsfunktion

estimate estimat, skon

estimation estimation

estimator estimator

event heendelse

expected value middelverdi; forventet
veerdi

explanatory variable forklarende variabel

exponential distribution eksponentialfor-
deling

finite endelig

frequency hyppighed

gamma distribution gammafordeling

generating function frembringende funk-
tion

geometric distribution geometrisk forde-
ling

grand mean totalgennemsnit

heads or tails plat eller krone

hypergeometric distribution hypergeome-
trisk fordeling

hypothesis hypotese

hypothesis testing hypoteseprovning

i.i.d. = independent identically distributed
independence uafhengighed
independent uafheengig

indicator function indikatorfunktion
infinite uendelig

interaction vekselvirkning

intersection feellesmaengde

joint density simultan teethed
joint distribution simultan fordeling

Law of Large Numbers Store Tals Lov

level niveau

level of significance signifikansniveau

likelihood likelihood

likelihood function likelihoodfunktion

likelihood ratio test statistic kvotienttest-
storrelse

map afbildning

marginal distribution marginal fordeling

maximum likelihood estimate maksimali-
seringsestimat

maximum likelihood estimator maksimali-
seringsestimator

mean gennemsnit, middelveerdi

multinomial distribution multinomialfor-
deling

multivariate distribution flerdimensional
fordeling

nominator navner

normal distribution normalfordeling

odds odds

offspring distribution afkomstfordeling

one-point distribution etpunktsfordeling

one-sample problem enstikpreveproblem

one-way analysis of variance ensidet vari-
ansanalyse

outcome udfald
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parameter parameter

partition klassedeling

point probability punktsandsynlighed

Poisson distribution poissonfordeling

probability sandsynlighed

probability density function sandsynlig-
hedstaethedsfunktion

probability function sandsynlighedsfunk-
tion

probability measure sandsynlighedsmaél

probability space sandsynlighedsrum

probability theory sandsynlighedsregning

product space produktrum

quantile fraktil

r.v. = random variable

random sample stikprove

random variable stokastisk variabel

random variation tilfeeldig variation

regression regression

relative frequency relativ hyppighed

replacement (with/without) tilbageleg-
ning (med/uden)

residual residual

residual sum of squares residualkvadrat-
sum

row reekke

sample stikprove; at udtage en stikpreve
sample space udfaldsrum
sampling stikproveudtagning

scale parameter skalaparameter

set maengde

shape parameter formparameter

significance signifikans

significant signifikant

singleton etpunktsmengde

statistic stikprevefunktion

statistical model statistisk model

statistics statistik

Strong Law of Large Numbers Store Tals
Staerke Lov

subset delmangde

sufficiency sufficiens

sufficient sufficient

sum of squares kvadratsum

support stotte

systematic variation systematisk variation

test at teste; et test

test probability testsandsynlighed

test statistic teststorrelse

two-sample problem tostikpreveproblem

two-way analysis of variance tosidet vari-
ansanalyse

unbiased estimator central estimator
uniform distribution ligefordeling
union foreningsmaengde

variation variation

Weak Law of Large Numbers Store Tals
Svage Lov
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