TEKST NR 435 2004

BASISSTATISTIK

2. udgave

Jorgen Larsen

August 2006

TEKSTER fra

HMFUF ROSKILDE UNIVERSITETSCENTER
INSTITUT FOR STUDIET AF MATEMATIK OG FYSIK SAMT DERES

FUNKTIONER | UNDERVISNING, FORSKNING OG ANVENDELSER




IMFUFA t 44546742263
Roskilde Universitetscenter f +45 46743020
Postboks 260 m imfufa@ruc.dk
DK-4000 Roskilde w imfufa.ruc.dk
Jorgen Larsen: BASISSTATISTIK, 2. udgave

IMFUFA tekst nr. 435/2004 237 sider issn 0106-6242

Erstatter IMFUFA tekst nr. 304/1995

Denne bog er udarbejdet til brug som undervisningsmateriale til et indledende kursus i
statistik og statistiske modeller. Bogen beskeeftiger sig med simple eksempler pé statistiske
modeller. Statistiske modeller er en sarlig type matematiske modeller som bruges for at
beskrive talmaterialer som er behaftet med en eller anden form for tilfeeldig variation.
Der praesenteres en del af de simple og klassiske modeller for blandt andet binomialfordel-
te, poissonfordelte og normalfordelte observationer, men der er ogsa eksempler pa mere
komplicerede modeller sa som logistisk regression og multiplikative poissonmodeller.
I alle tilfeelde er der illustrative gennemregnede eksempler.

Nar man beskaftiger sig med statistik og statistiske metoder, har man brug for
hensigtsmassige regne- og tegneredskaber. I neervarende fremstilling er indfejet sma
afsnit der viser hvordan man kan regne og tegne med brug af programmet R (se http:
//www.r-project.org/).

August 2006: rettet nogle fejl og foretaget adskillige typografiske justeringer.


http://www.r-project.org/
http://www.r-project.org/

Indhold

Indledning

1

Binomialfordelingen

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

Et eksempel og en statistisk model . . . . ... ... ...
Binomialkoefficienter . . .. ... ... ... ... . ...
Egenskaber ved binomialfordelingen . ... .......
Regnogtegn . ... .....................
Opgaver . . ... ... .. . ..

Den simple binomialfordelingsmodel

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

Estimation af parameterenp . . ... ... ... .....
En simpel statistisk hypotese . . . ... ..........
Kvotientteststorrelsen . . . . ... .............
Regnogtegn .. ... ... ... .. ... .. .. ...
Opgaver . . .. ... ... ... .

Sammenligning af binomialfordelinger

31 Modellen . ......... . ... ... ... ... ...
3.2 Hypoteseprovning . . ... ......... ... ..
3.3 Deteksaktetestien2x2-tabel . .............
34 Regnogtegn . ................. .. .....
35 Opgaver . . ... .
Normalfordelingen

4.1 Udledning af normalfordelingen . . . . ... .......
4.2 Egenskaber ved normalfordelingen . . ..........
43 Regnogtegn . ........... ... .. .. ...
44 Opgaver . . ... ...

Enstikproveproblemet i normalfordelingen

5.1

Estimationaf g og o . . ... ...

23
23
27
28
33
33

37
39
40
43
49
50

53
54
57
58
59

61



Indhold

5.2 Test af hypotese om middelveerdien . . . . . ... ... ... ... ... ... 66
5.3 Histogrammer og fraktildiagrammer . . .. ... .............. 68
54 Regnogtegn . . ... ... ... ... 71
55 Opgaver . . . .. 72
Tostikproveproblemer i normalfordelingen 75
6.1 Tostikpreveproblemet med uparrede observationer . . . ... ....... 76
6.2 Tostikpreveproblemet med parrede observationer . ... ......... 84
6.3 Regnogtegn . ... ... ... ... ... 86
6.4 Opgaver . . . .. ... 86
Ensidet variansanalyse 89
7.1 Estimation af parametrene . . ... ..... .. .. ... ... ... ... . 91
7.2 Hypotesen om ens grupper . . . . . . . .. oottt 93
7.3 Bartletts test for varianshomogenitet . . .. ... ... ... ... ..... 97
74 Regnogtegn . ... .. ... .. ... e 98
75 Opgaver . . ... 100
Simpel linezr regressionsanalyse 103
8.1 Prasentationafmodellen . . ... .. ... ... ... ... ... ... 105
8.2 Estimation af parametrene . . ... ..... ... ... ... ........ 108
8.3 Parameterestimaternes middelfejl . . . ... ... . Lo 112
8.4 Enanden formuleringafmodellen . ... ... ............ ... 113
8.5 Modelkontrol . . . . .. ... 116
8.6 Test af hypoteser om linjens parametre . . . . ... ............. 120
87 Regnogtegn . ... .. ... ... . .. ... 122
88 Opgaver . . . . . 124
Multipel lineaer regressionsanalyse 131
9.1 Estimation af parametrene . . ... ... ... ... .. . ... .. .. .. 132
9.2 Modelkontrol . . . . . ... 133
9.3 Udvzlgelse af baggrundsvariable . ...................... 134
9.4 Regnogtegn . ... .. ... ... ... .. e 137
95 Opgaver . . . ... 139
Logistisk regression 141
10.1 Grundmodellen . ... ... ... .. ... .. ... L 141
10.2 Endosis-responsmodel . . . .. ... o 142
10.3 Estimation . ... ...... .. .. . .. ... . 144

10.4 Modelkontrol . . . . . . . . . e 147



10.5 Hypoteser om parametrene . . . . . ... ... .. ... ... .......
10.6 Regnogtegn . .. ... .. .. .. .. .. ...
10.7 Opgaver . . . . . oo

11 Poissonfordelingen
11.1 Udledning. . . . . . . ..o
11.2 Definition ogegenskaber . . . ... ... ... ... .. ... . . ...
113 Afrunding. . . . ... oo
114 Opgaver . . . . . ..o

12 En- og flerstikproveproblemer i poissonfordelingen
12.1 Enstikpreveproblemet . . . . ... ... ... ... ..
12.2 Sammenligning af to poissonfordelinger . . .. ... ... .........
12.3 Etsveerereeksempel . . . . ... ... L
124 Regnogtegn . .. ... ... ... ..
12.5 Opgaver . . . . . ottt

13 Multiplikative poissonmodeller
13.1 Preesentation af eksemplet: Lungekreeft i Fredericia . . . . ... ... ...
132 Modelopstilling . . ... ... ... . ...
13.3 Den multiplikativemodel . . . . . ... ... ... . oo
134 Ensbyer? . . . ...
13,5 Enandenmulighed . ... ... ... ... . ... ... ... . . ...
13.6 Sammenligning af de to fremgangsmader . ... ..............
13.7 Omteststorrelser . . . ... ... ... ... ... . . . . .
13.8 Regnogtegn . . ... ... ... .. . ... ..

14 Multinomialfordelingen
14.1 Den grundleggende multinomialfordelingsmodel . . ... ... ... ..
14.2 Sammenligning af multinomialfordelinger . . . . ... ... ... ... ..
143 Regnogtegn . .. ... ... ... ... i
144 Opgaver . . . . ... e

15 Tosidede kontingenstabeller
151 Grundmodellen . .. ... ..... . ... .. ... . . . ..
15.2 Uathangighedshypotesen. . . . . ... ... ... .............
15.3 Jeevnfering med andre tilsvarende modeller . . . .. ......... ...
154 Regnogtegn . ... ... ... . ...
155 Opgaver . . . . . oo

149
152
154

155
155
159
160
161

163
163
165
170
174
176

179
179
180
182
184
186
189
190
190

193
193
198
204
204



6 Indhold

16 Et storre eksempel: Torsk i Ostersoen
16.1 Preesentationafeksemplet . ... ... .. ... ... ... ..... ..
16.2 Hardy-Weinberg ligeveegt . . . . . . .. ... ... .............
16.3 Hypotesen om Hardy-Weinbergligeveegt . . . . . ... ... ... .. ...
164 Ensamletmodel . . .. ... ... .. ... ...
16.5 Regnogtegn . .. ... ... ... .. .. ...

Referencer
Kort om statistikprogrammet R
Tabeller

Stikord

215
215
216
217
219
220

223

225

227

235



Indledning

Denne bog beskzftiger sig med simple eksempler pa statistiske modeller. Statistiske
modeller er en seerlig type matematiske modeller som bruges for at beskrive talmaterialer
som er behzftet med en eller anden form for tilfeeldig variation. De statistiske modellers
force er at de kan bruges til at skille det systematiske fra det tilfeeldige. Der melder sig
forskellige slags sporgsmal i forbindelse med statistiske modeller:

¢ hvordan ser modellerne ud, og hvad er det for nogle matematiske ingredienser der
indgar?

¢ hvordan finder man pa en model der kan bruges i en given situation?

¢ hvad stiller man sa op med modellen i forhold til de konkrete tal?

o hvad er det for typer af sporgsmal man kan stille til en statistisk model, og hvad er
det for typer af svar man far?

Disse spergsmal diskuteres indgaende. Der praesenteres nogle af de simple og klassiske
modeller for blandt andet binomialfordelte, poissonfordelte og normalfordelte obser-
vationer, men der er ogsa eksempler pa mere komplicerede modeller sa som logistisk
regression og multiplikative poissonmodeller. I alle tilfaelde er der illustrative gennem-
regnede eksempler.

Fremstillingen er baseret pa likelihood-metoden hvis grundleeggende idéer praesente-
res omhyggeligt; derimod ma vi af tekniske grunde give afkald pa de matematiske beviser
for metodens fortraeffeligheder.

Allerede en hastig gennembladren af bogen vil méske give anledning til bekymrede sporgs-
mal om hvorfor der er sa meget matematik, og om det nu ogsa virkelig er nodvendigt
med alle de formler. Der er flere forskellige svar herpa:

1. Et darligt, men dog ikke uvzsentligt svar er at bogen skal bruges som kursusmate-
riale pa et kursus med status af matematikholdigt kursus.

2. Statistiske modeller er en underafdeling af matematiske modeller, og det kan derfor
ikke undre at modellerne og metoderne formuleres i matematiksprog. For bare at
forstd en given statistisk model og dens relation til den virkelige problemstilling er
det nedvendigt med en vis matematik-vanthed, og hvis man skal kunne arbejde
med og tilpasse modellen og forholde sig kritisk til dens funktion som model,
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fordres endnu flere matematikkompetencer. Hvis man derfor foler sig alvorligt
skreemt af de mange formlers tilstedeverelse, skulle man maske soge professionel
hjalp, enten til at fa lgst sine statistiske problemer eller til at fa et bedre forhold til
matematik.

3. Eter at fa at vide at man ud fra formel A kan deducere formel B, noget andet er at
have set hvordan det foregar, noget tredje er selv at have regnet det igennem, og
noget fjerde er selv at have udledt en deduktion af B fra A. Den forste mulighed
kan ikke veere enerddende i noget undervisningsforleb i matematik eller et mate-
matikbaseret fag, og af praktiske og tidsmeessige grunde kan man ikke basere et
helt undervisningsforleb pé den fjerde mulighed. Mulighed to ber altid indga i et
undervisningsforleb, og naervarende bog indeholder derfor en del gennemregnede
matematiske udledninger.

4. Faget statistik har i nogle sammenhange et lidt blakket ry (»man kan vise alt med
statistik, ogsa det modsatte«), og blandt andet af den grund er det vigtigt i en
introduktion til faget ogsa at klargere hvor der er tale om indiskutable matematiske
deduktioner, og hvor der er grund til at veere pa vagt, eller sagt pa en anden made:
at tydeliggore fagets blanding af vedtagne grundprincipper, eksakt videnskab og
ikke spor eksakt handvaerk. Matematik indgar pa uundveerlig vis i alle tre dele.

Nar man beskeeftiger sig med statistik og statistiske metoder, har man brug for hen-
sigtsmaessige regne- og tegneredskaber. Mange af de grundleeggende modeller kan uden
vanskeligheder analyseres med en almindelig lommeregner som regneredskab og med
blyant og ternet papir til tegninger, men sa snart modellerne bliver lidt mere indviklede,
er det en fordel at benytte en computer med et statistikprogram.

I naervaerende fremstilling er indfojet sma afsnit med overskriften »Regn og tegn«
der viser hvordan man kan regne og tegne med programmet R. R er et ‘freeware’ program,
se http://www.r-project.org/

Vi giver ikke en laerebogsagtig preesentation af R. Den bedste made at laere R pa er
formentlig ved en kombination af at se hvordan andre har gjort og selv at prove sig frem,
og undervejs ber man benytte on-line hjelpen (som er relativt god). Det er dog nok
nyttigt med en ultrakort introduktion, sa en sadan gives pa side 225.


http://www.r-project.org/

1

Binomialfordelingen

BINOMIALFORDELINGSMODELLER kan komme pa tale i situationer af folgende art:

<

1.1

Man har et bestemt elementarforsog der kan resultere i et af to mulige udfald som
vi kalder 1 og 0 (eller Gunstig og Ikke-gunstig, eller Succes og Fiasko).

Det er bestemt af tilfeeldigheder om elementarforsoget giver det ene eller det andet
udfald.

Man udferer n gentagelser af elementarforseget, hvor n er et pa forhand fastlagt
tal. Derefter man teeller op hvor mange af de n gentagelser der giver udfaldet 1.
Resultatet bliver et antal y der i sagens natur er et heltal mellem 0 og n. De forskel-
lige mulige veerdier af y vil indtraeffe med visse sandsynligheder der atheenger af
tilfeeldighedsmekanismens naermere indretning.

Det samlede forseg, altsd det som bestér af de n elementarforseg og som resulterer
i antallet y, kaldes et binomialforsog.

Et eksempel og en statistisk model

Her er et eksempel som vi vil bruge flere gange (eksemplet er hentet fra [16]): I en under-

sogelse af insekters reaktion pa insektgiften pyrethrum har man udsat nogle rismelsbiller,

Tribolium castaneum, for forskellige meengder gift og derpa set hvor mange der var dede
efter 13 dages forlgb. Blandt andet blev 144 han-biller udsat for en giftpavirkning pa
0.20 mg/cm?; af disse dode de 43 i lobet af den fastsatte periode. Her kan vi sige at et
elementarforspg bestar i at udstte én han-bille for giftpavirkningen 0.20 mg/cm? og sa
se om den er dod eller ej efter 13 dage (dvs. »ded« ~ 1 ~ »Gunstigt udfald«).

Vi vil opstille en matematisk model for den beskrevne situation. Vi deler reesonne-

mentet op i en reekke punkter:

1.

For hvert elementarforseg indferer vi en sakaldt indikatorvariabel X der angiver
om forseget giver et 0 eller et 1. Indikatorvariablen herende til elementarforsog
nr. jer X;:
¥ - 1 hvis bille nr. j deor
710 hvis bille nr. j ikke dor
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2.

3.

Det samlede antal dede biller kan da skrives som Y = X;+ X5+ - -+ X,,. I eksemplet
kender vi ikke de enkelte X j-er, men kun Y; Y har veerdien y = 43.
Indikatorvariablene X;, X», ..., X,, er stokastiske variable. - En stokastisk variabel
er kort fortalt et symbol der repraesenterer det tilfeldige udfald af et bestemt
tilfeeldighedseksperiment.
Om Xj-erne antages det at
a) de har alle den samme sandsynlighed p for at antage veerdien 1, det vil sige
P(X;=1) = p for ethvert j,
b) de er stokastisk uathaengige, det vil sige for vilkarlige x;, x5, . . . , x,, geelder
P(Xl = xl,Xz =.X,'2,...Xn :xn) = P(Xl = Xl) P(X2 = XZ)P(X,, = xn).
Da X kun kan antage verdierne 0 og 1, og da summen af sandsynlighederne er 1,
er P(X; = 0) =1 - p for ethvert j.
Vi kan skrive sandsynlighedsfunktionen for X; som

f(x)=P(Xj=x):{P hvis x = 1

l1-p hvisx=0
eller kortere som f(x) = P(X; =x) = p*(1- p)'™*, x=0,1.
[Sandsynlighedsfunktionen for en stokastisk variabel X er den funktion der til
hvert tal x knytter sandsynligheden for at X antager veerdien x.]
Den simultane sandsynlighedsfunktion for de stokastiske variable X;, X5, ..., X,
er en funktion f(x1, %2, ..., x,) der angiver sandsynligheden for at der samtidigt
geelder at X; = x; og X, = x, 0g ... 0g X, = Xxy.
Da Xj-erne er stokastisk uathangige, er den simultane sandsynlighedsfunktion
for X-erne produktet af de enkelte sandsynlighedsfunktioner:

f(x1,%2,...,%,) =P(X1=2x1) - P(Xa=x2) - ... - P(X,, = xp)
=p"(1-p) T pP(A=p) T p (A= p)

px1+x2+---+xn (1 _p)nf(x1+x2+--~+x,,)

nar (x;,x2,...,Xy) er et talseet bestdende af 0-er og l-er. Hvis der i talseettet
(x1,%2,...,%,) er netop y l-er og (n — y) 0-er, sd er

f(xl,xz, .. ,xn) = p}’ (1 _p)n—y‘

. Da vi nu kender den simultane sandsynlighedsfunktion for X;-erne, kan vi be-

stemme sandsynlighedsfunktionen for Y = X; + X, + --- + X,,. Sandsynligheden
for at Y er lig med y, kan findes ved at summere sandsynlighederne for alle de sat
af n elementarforsog som bestar af preecis y 1-udfald og (n — y) 0-udfald:

P(Y=y)= > f(xn, x50, %0)

X1+X2+ et Xp=y



1.1 Eteksempel og en statistisk model 1

Tabel 1.1 Her ses 15 eksempler pa udfald af Ol-variable X, X, ..., X}, frembragt af en
tilfeeldighedsmekanisme med p = 3, samt de tilsvarende veerdier af Y = Xj + X, + -+ + Xp5.
Tallene i y-sojlen er saledes 15 observationer fra en binomialfordeling med n =12 og p = 3.
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hvor meningen er at der summeres over alle talseet (x;, x2, ..., X, ) der bestér af
0-er og l-er og hvor x; + x, + -+ + x,, = y (dvs. hvor der er netop y l-er og (n — y)
0-er). Vi fandt frem til at ethvert af disse talseet har sandsynlighed p”(1- p)"™7, s
derfor bliver

P(Y=y)=A-p’(1-p)"”
hvor A er antal forskellige talseet (xi, x2,...,x,) med y l-er og (n — y) 0-er.

7. Antallet A af forskellige talsaet (x,x2, . ..,x,) bestdende af y 1-er og (n — y) 0-er
afhaenger af vaerdierne af n og y; man plejer at betegne det med symbolet (;)
(udtales »n over y«). Storrelsen (”) kaldes en binomialkoefficient.

8. Altialt er vi dermed naet frem til at sandsynlighedsfunktionen for Y er

P(Y=y)= (Z)py(l—p)”‘y, y=0,1,2,...,n.

Denne sandsynlighedsfordeling hedder binomialfordelingen med sandsynlighedsparame-
ter p og antalsparameter n, og man siger at Y er binomialfordelt med parametre n og p.
Antalsparameteren 7 er et kendt heltal, og sandsynlighedsparameteren p, som typisk er
ukendt, er et tal mellem 0 og 1.

Stokastiske variable der som X j-erne kun kan antage vaerdierne 0 og 1, kaldes under-
tiden for OI-variable. Der geelder altsa at hvis Y er en sum af et bestemt antal uafhaengige
identisk fordelte Ol-variable, sd er Y binomialfordelt.
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Den statistiske model for bille-forseget kan nu kort formuleres séledes:

Observationen y = 43 er en observeret verdi af en stokastisk variabel Y som
er binomialfordelt med antalsparameter n = 144 og ukendt sandsynligheds-
parameter p € [0,1].

For vi kan give os i kast med statistisk analyse af binomialfordelte observationer, er det
nodvendigt at leere forskelligt om binomialfordelingen og om binomialkoefficienter.

1.2 Binomialkoeflicienter

DEFINITION 1.1:  BINOMIALKOEFFICIENT
Binomialkoefficienten (Z) er et symbol der betegner antallet af forskellige mdader hvorpad
man kan placere to symboler 1 0g 0 pa n pladser sdledes at symbolet 1 kommer pa k af

pladserne og symbolet 0 kommer pd de resterende (n — k) pladser.

Deraf folger at der er (Z) forskellige talsaet (x1,x2, . .., x,) bestdende af netop k 1-er og
(n-k) 0-er.

Ud fra definitionen kan man i princippet bestemme talveerdier af enhver binomialko-
efficient ved simpel optzlling, eksempelvis er (‘31) lig med 4, fordi der er de fire placeringer
(1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1) og (0,1,1,1) af tre 1-er og et 0 pa de fire pladser.

I praksis er optallingsmetoden dog ikke seerlig hensigtsmeessig (prov f.eks. at bestem-
me (?;) ved opteellingsmetoden); over de naeste par sider udledes nogle formler der kan

gore beregningsarbejdet lidt mere overkommeligt.

I definitionen af (Z) skal man placere k 1-er og (n—k) 0-er. Hvis man i en sddan placering
kalder 1-erne for 0 og 0-erne for 1, sa far vi i stedet en placering af (n — k) 1-er og k 0-er.
Heraf folger at

("):( " ) fork=0,1,2,...,n0gn=0,12,... (L1)
k n-k

Hvis k er 0 eller 1 eller n eller (n — 1), er det let at udregne (Z), af definitionen og formel
(1.1) f&r man

(n) =1 ogdermed (n) =1, forn=0,12,...
0 n

(n):n og dermed ( " ):n, forn=1,2,3,...
1 n-1

De forskellige placeringer af k 1-er og (n — k) 0-er kan opdeles i to grupper:
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1. Placeringer der har et 1 pa sidstepladsen. Pa de forste (n — 1) pladser er der da
netop (k —1) l-er, og de kan placeres pa (Z:}) forskellige mader. Denne gruppe
bestar derfor af (Z:}) forskellige placeringer.

2. Placeringer der har et 0 pa sidstepladsen. Pa de forste (n — 1) pladser er der da
netop k 1-er, og de kan placeres pa (",;1) forskellige mader. Denne gruppe bestér
derfor af (",:1) forskellige placeringer.

Det samlede antal er lig summen af de to; dermed er vist at

n n-1 n-1
(k)_( r )+(k—1) fork=1,2,3,...,n0ogn=12,3,... (1.2)

Eksempel

Som illustration bestemmes talverdien af (5)

o Ifolge formel (1.2) er (;) = (g) + (?), sa hvis vi kender talveerdierne af (3) og (f),

kan vi lese opgaven.
o Der gelder at (4) = 4 (fordi generelt er ('1’) =n).
o For at udregne &;) benytter vi formel (1.2) en gang til: (‘21)
- Der geelder at (i) =3.
- Der gaelder ogsé at (Z) = 3 (fordi (n’il) =n).
Dermed er (3) =3+3=6.

Dermed er (;) = (‘21) + (‘11) =6+ 4 =10 - hvad man jo ogsa kan se ved simpel optelling.

() + ()

Pascals trekant

Formel (1.2) er ikke serlig velegnet ndr man ensker at beregne en enkelt binomialkoefhi-
cient, men den er overordentlig praktisk hvis man ensker at beregne alle binomialkoefhi-
cienter op til en eller anden ovre grense for n.

Vi kender pa forhénd binomialkoefficienterne med n = 0 og n = 1 (de er (g) =1
og ((1)) = (}) =1). Ved hjelp af formel (1.2) kan vi beregne alle koefficienter med n = 2,
derefter alle med n = 3, derefter alle med n = 4, osv. Man plejer at stille resultaterne op i
et skema der kaldes Pascals trekant, se figur 1.1. Heraf ses at f.eks. er (;) lig 21. Hvert tal
i Pascals trekant fremkommer ifolge formel (1.2) som summen af de to nermeste tal i
raekken lige ovenover, f.eks. er 21 = 6 + 15. — Pascals trekant er opkaldt efter den franske
videnskabsmand og teenker Blaise Pascal (1623-62).

Flere formler

Ved brug af Pascals trekant vil det veere muligt at bestemme talveerdier af enhver bino-
mialkoefficient; man skulle dog udfere en hel del additioner og have et temmelig stort ark
papir for at udregne f.eks. (i’;) Heldigvis findes der ogsa en anden og mindre pladskrze-
vende metode hvor man sa til gengeeld skal lave nogle multiplikationer og divisioner. Som
forberedelse til denne metode skal vi bruge endnu en formel for binomialkoefficienter.
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binomialkoefficienterne (Z)

n

0 1

1 1 1

2 1 2 1

3 1 3 3 1

4 1 4 6 4 1

5 1 5 10 10 5 1

6 1 6 15 20 15 6 1

7 1 7 21 35 35 21 7 1

Figur 1.1 Pascals trekant.

Antag igen at vi skal fordele k 1-er og (n — k) 0-er pa n pladser, men nu er et af 1-erne

merket. Vi kan bestemme antallet af synligt forskellige placeringer pa to méder:

1. Bestem forst hvilke pladser der skal have et 0: Det kan gores pa (nfk) = (Z) mader.
Nu er der k pladser reserveret til 1-er, og der er derfor k forskellige mader at placere
det merkede 1 pa. I alt er der derfor k - (Z) synligt forskellige placeringer.

2. Bestem forst hvilke pladser der skal have et umaerket 1. Det kan gores pa ( k'il)
mader. Derefter kan det meerkede 1 placeres pa en af de resterende (n — k + 1)
pladser. I alt er der derfor (n — k +1) - (k’il) synligt forskellige placeringer.

Dadetoantal erens, er k- (}) = (n—k+1)-(,",), og ved at flytte rundt pa faktorerne fas

n n—k+1 n
= ". fork=12,..., =12,... 1.
(k) i (k—l) or nogn (1.3)

Denne formel forteller hvordan man finder (Z) hvis man kender ( k'il).

Ved gentagne anvendelser af formel (1.3) fas i ovrigt

(Z):'QZ:%?ilz'(kil)
:(n—k+1)_(n—k+2).( n )

k k-1 k-2
_(n—k+1).(n—k+2).(n—k+3)_( n )
ok k-1 k-2 k-3

:(n—k+1)_(n—k+2). (n-2) (n-1) n
k k-1 73 2 1’

dvs.
k=12,...,n
for

. 1.4
1 2 3 k n=12,... 14)

(n)zﬁ(n—l) (n-2) ”(n—k+1)
k
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(Hvis k er 0, er hojresiden »det tomme produkt« som er 1.)
Hvis man pa hejresiden af (1.4) ganger med1-2-3...(n—k—1) - (n — k) i teeller og
naevner, far man

n n! k=12,...,n
= for P 15
(k) k! (n—k)! n=12,... (15)
(Nar m er et positivt heltal, s er m! =1-2-3----- (m —1) - m; endvidere er 0! = 1.)

Ved hjelp af formel (1.4) og papir og blyant og lommeregner finder man let at

(37) = 9364199760.

Binomialformlen

Hvorfor hedder det »binomialkoefficient«? Et bi-nomium er en to-leddet storrelse som
f.eks. a + b. En velkendt formel forteeller hvad kvadratet pa en toleddet storrelse er:

(a+b)*=a*+2ab+b”

Denne formel kan generaliseres til at handle om den n-te potens af en toleddet storrelse.
Hvis man i
(a+b)'=(a+b)(a+b)...(a+D)

n faktorer
ganger parenteserne ud, far man 2" led der hver iser er et produkt af n faktorer, en fra
hvert af de n binomier. Af disse 2" led er der netop ( Z) der bestar af k a-er og (n — k)
b-er. Derfor er

(a+b)" = (g)aob" + (T)alb”_l + (Z)azb"_z .o+ (n)a”bo
n
" (n
_ Z( )akbn—k‘
k=0 \k

Denne formel hedder binomialformlen, fordi den handler om n-te potensen af et binomi-
um. De koeflicienter der indgar i binomialformlen, kaldes naturligt nok binomialkoeffici-
enter.

1.3 Egenskaber ved binomialfordelingen

DEeFINITION 1.2:  BINOMIALFORDELING
Binomialfordelingen med sandsynlighedsparameter p og antalsparameter n er den diskrete
sandsynlighedsfordeling givet ved sandsynlighedsfunktionen

n e
fy) = (y)py(l—p) Y, y=0,12,...,n.
Her er p et (som oftest ukendt) tal mellem 0 og 1, og n er et positivt heltal.
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Middelvardi og varians

Nar man har at gore med en sandsynlighedsfordeling, kan man udregne visse talstorrelser
der beskriver forskellige traek ved fordelingen. Man udregner ofte fordelingens middel-
veerdi (= den forventede veerdi = »tyngdepunktet« i fordelingen). Hvis Y er en stokastisk
variabel der har en fordeling med sandsynlighedsfunktion f, sa er middelveerdien pr.
definition tallet EY = " y f() hvor der summeres over alle de mulige y-veerdier. For
binomialfordelingens vedkommende er middelvardien altsa tallet

EY:;)y(Z)py(l—p)”-

Denne sum ser ikke sd rar ud, men heldigvis kan vi finde middelveerdien pa en anden
og smartere made. Som omtalt pa side 11 kan en binomialfordelt stokastisk variabel Y
fremkomme som en sum af uathangige identisk fordelte Ol-variable, sa lad os sige at

Y=X1+X2+-'-+Xn

hvor Xi, Xa, ..., X,, er uathangige Ol-variable med P(X; = 1) = p for alle j. Ifolge
regneregler for middelvaerdi er middelvaerdien af en sum lig summen af middelvaerdierne:

EY=EX;+EX,+---+EX,=nEX,

sd problemet er nu reduceret til at bestemme E X, og det er overkommeligt ud fra
definitionen af middelveerdi:

EX;=0-P(X;=0)+1-P(X;=1)=0-(1-p)+1-p=p.

Vi har dermed fundetat EY = np.

Dernaest ser vi pa variansen. Variansen af en stokastisk variabel ¥ med sandsynlig-
hedsfunktion f er pr. definition Var Y = E((Y - EY)?) = ¥.(y - EY)*f(y) hvor der
summeres over de mulige y-veerdier. For at finde variansen af vores binomialfordelte
stokastiske variabel Y = X+ X, +-- -+ X, kan vi benytte et smart trick: Det er en egenskab
ved varians at variansen af en sum af uafheengige storrelser er lig summen af varianserne
af de enkelte led. Derfor er

VarY =Var X; + Var X, +---+ Var X,, = n Var X,

og vi behgver nu blot finde variansen af X;; da X; kun antager verdierne 0 og 1, bliver
udregningerne simple:

Var X; = E((X1 - EXl)z) = E((Xl - P)z)
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= (0~ p)*P(X1=0) + (1= p)*P(X; =1)
=p*(1-p)+(1-p)’p=p(1-p).

Vi har hermed fundet at Var Y = np(1 - p).

Sammenfattende geelder at hvis den stokastiske variabel Y er binomialfordelt med para-
metre nog p,sderEY =npogVarY = np(1-p).
En fordelings standardafvigelse er pr. definition kvadratroden af variansen, dvs. for

binomialfordelingens vedkommende vV np(1- p).

Udregning af binomialsandsynligheder

Hvis man onsker at udregne binomialsandsynlighederne f(y) = (;) p’(1-p)"7 for
y=0,12,...,n,er det som regel ikke hensigtsmeessigt bare uden videre at indseaette i
formlen. Man kan med fordel benytte en rekursionsformel. Ved simple omskrivninger
finder man at
f&y) _n-y+1 p
fG-n ¥y 1-p

saledes at f(y) let kan beregnes ud fra f(y —1). Metoden bliver dermed

y=12,...,n,

f(0)=(Q1-p)",
f)=fy-1-

n_—)/-i_l.i’ y:l’z"”)n‘
l-p

Eksempel 1.1
Som eksempel vil vi beregne og tegne sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med
n =18 og p = . (Denne fordeling kunne f.eks. beskrive antallet af seksere ved 18 kast med en
almindelig terning.) Fordelingen har i gvrigt middelveerdi 18 - ¢ = 3 og varians 18 - ¢ - 2 = 2.5
(svarende til standardafvigelsen 1.58).

Ved at bruge den beskrevne metode udregnes fordelingens sandsynlighedsfunktion f og

man fér tabellen i figur 1.2.

1.4 Regn og tegn

Her omtales hvordan man kan foretage de forskellige beregninger med R-programmet.

Binomialkoefficienter

Binomialkoeflicienter udregnes med funktionen choose, f.eks. giver choose (5,2) ver-
dien af (z)
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18) 1 y(5)18-y
f(}’)*(y)(g) )

y
0 0.038
1 0.135
2 0.230
3 0.245 M
4 0.184 I
5 0.103 0.20
6 0.045 I
7 0.015 0.15 —|
8 0.004 %
9 0.001 0.10 +
10 0.000
11 0.000 005
12 0.000 H H
13 0.000 0.00 Dol e. o
14 0.000
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

15 0.000
16 0.000 y
17 0.000
18 0.000

1.000

Figur 1.2 Tabel hhv. pindediagram over sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelingen med
n=18o0gp = ¢.

Binomialsandsynligheder

Binomialsandsynligheder udregnes med funktionen dbinom. Eksempelvis kan sandsyn-
lighederne i binomialfordelingen med #n = 18 og p = ¢ udregnes sddan:

n <- 18 #n fir veerdien 18

y <= 0:n # y bliver vektoren (0,1,2,...,18)

ssh <- dbinom(y, size=n, prob=1/6) #udregn (;)(%)y(l - %)”‘y

ssh # udskriv resultatet

round(ssh, digits=3) # udskriv resultatet afrundet til 3 decimaler:

Pindediagrammet i figur 1.2 kan derefter fremstilles sadan:

barplot(ssh, space=1.5, names.arg=y, las=1, xlab="y", ylab="ssh")

Tabel 1.1

Man kan fremstille en tabel som tabel 1.1 pa folgende made, hvor kaldet af rbinom leverer
180 tilfeeldige tal fra en binomialfordeling med n = 1 og p = 3, funktionen matrix putter
tallene ind i en matrix med det onskede antal raekker, funktionen rowSums udregner
rekkesummer, og funktionen cbind satter matricer sammen langs sejler (c = columns):
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t <- matrix(rbinom(180, size=1, prob=1/3), nrow=15)
cbind(t, rowSums(t))

1.5 Opgaver

Opgave 1.1

Tabel 1.1 (side 11) er fremstillet p4 den made at man har sat et computerprogram til at frembringe
udfald af 0l-variable X;, X5, ..., X, sadan at sandsynligheden for vaerdien 1 hver gang er et givet
tal p (som er }).

1. Udregn sandsynligheden for at fa det talseet x1, x5, . .., x,, der stdr i rekke nummer 5.
2. Udregn sandsynligheden for at fa det talseet x;, x5, . . ., x,, der str i reekke nummer 7.
3. Opskriv sandsynlighedsfunktionen for X;, X5, ..., X,.
n
4. Opskriv sandsynlighedsfunktionen for Y = ) X;.
=1

Opgave 1.2

Pa side 11 ndede vi frem til en tilstreekkelig betingelse for at en stokastisk variabel Y er binomial-
fordelt. Overvej med denne betingelse in mente om man kan benytte binomialfordelingsmodeller
i nedenstaende kort skitserede situationer (angiv i givet fald hvad elementarforspgene og hvad
parametrene n og p er):

1. Antal toere ved fem kast med en almindelig terning.

Antal toere ved et kast med fem almindelige terninger.

Antal gange man skal kaste en almindelig terning for at f en toer.
Antal bern i en skoleklasse som bruger briller.

Antal nyregistrerede A1Ds-tilfeelde i Danmark i maj ar 2006.
Antal nyregistrerede a1ps-tilfeelde i Danmark i maj ar 2010.

Antal passagerer i en HT-bus som ved forrige valg stemte pa Dansk Folkeparti.

® N S R »Dd

Antal trykfejl i en bog.

Opgave 1.3
Udregn binomialkoefficienten (152 ), dels ved hjelp af Pascals trekant, dels ved hjeelp af formel
(1.4) (og uden at bruge lommeregneren).

Opgave 1.4
I tabel 1.1 er vist udfald yi, y2, ..., y15 af en stokastisk variabel Y som er binomialfordelt med
antalsparameter 12 og sandsynlighedsparameter 3.

1. Udregn en tabel over fordelingen af Y (altsa en tabel over sandsynlighedsfunktionen for
binomialfordelingen med antalsparameter 12 og sandsynlighedsparameter 3).

Sammenlign med den empiriske fordeling af yy, y2, ..., y15 (altsé de relative hyppig-
heder hvormed udfaldene 0,1, 2, . . .,12 faktisk er forekommet).
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4.

. Tegn et pindediagram over fordelingen af Y (altsd en tegning i stil med figur 1.2). Tegn

desuden et pindediagram over den empiriske fordeling. Ligner de to fordelinger hinanden?

Hvor mange gange ud af 15 gentagelser skulle man forvente at fa observationen Y = 5?
Hvor mange gange har man faktisk faet observationen 5?

Udregn middelveerdien af Y. Udregn variansen og standardafvigelsen af Y.

Opgave 1.5 (Fru Hansen spiller banko)

Fru Hansen gér til banko-spil de fem af ugens dage. Hun kan derfor opleve at derer 0,1, 2, 3, 4 eller
5 dage i lgbet af ugen hvor hun gar hjem med en gevinst, men det er tilfeeldigt hvad det faktiske
antal »gevinstdage« bliver. Man kan derfor for en given uge indfere en stokastisk variabel ¥ som
skal sta for »antal gevinstdage i den pageeldende uge«. Man vil gerne vide noget om fordelingen
af Y, iseer noget om E Y, det forventede antal gevinstdage pa en uge.

Antag at der hver dag er sandsynligheden p for at hun vinder.

1.
2.
3.

5.

Formulér en passende statistisk model for antallet Y af gevinstdage.
Hvad er det forventede antal gevinstdage E Y? Tegn grafen for E Y som funktion af p.
For at f4 et indtryk af hvor meget Y kan variere fra uge til uge, vil man ogsa gerne vide
noget om Var Y.

Hvad er variansen af Y? Tegn grafen for Var Y som funktion af p; hvornar er variansen
storst, og hvor stor er den da?
Bankospilarrangeren vil indrette det sidan at hvis man spiller hver af ugens fem »arbejds-
dage«, sa skal man kunne forvente netop én gevinstdag.

a) Hvad skal han da velge p til at veere?
b) Tegn den tilsvarende fordeling af Y.
¢) Huvor stor er variansen i fordelingen?

Fru Hansen vil spille i 10 uger. Hvor mange uger ma hun forvente at hun ikke far en eneste
gevinstdag?

Opgave 1.6 (Eksempel pa simpel forsegsplanlegning)
Ved en meningsméling vil man sperge n personer om de er for eller mod et bestemt emne; derefter
vil man udregne antallet Y af svarpersoner der er for.

L.

2.

3.

Formulér en passende statistisk model for denne situation (dvs. angiv en sandsynligheds-
funktion for Y).

Benyt modellen til at finde standardafvigelsen af Y (for at fa en idé om sterrelsen af den
tilfeeldige variation). Hvad er standardafvigelsen af den relative hyppighed Y /n?

Hvordan afheenger standardafvigelsen af de indgaende parametre? Hvor stor skal n veere
for at standardafvigelsen af den relative hyppighed er 0.02 (eller mindre)?

Opgave 1.7 (Hypergeometriske sandsynligheder)

Kombinatorik er lzeren om at teelle. Mange kombinatoriske problemer formuleres pa den méde at
man taler om forskelligtfarvede kugler der leegges ned i og tages op af kasser (eller urner) efter
bestemte regler.

Antag at man har en kasse med R rede og H hvide kugler.
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1. Vis med udgangspunkt i definition 1.1 at der er (I:) forskellige méader hvorpa man kan
udtage r rode kugler uden tilbagelaegning.

2. Man vil udtage n kugler i alt fra kassen, stadig uden tilbageleegning. Find antallet af
forskellige mader det kan gores pa saledes at man far netop r rede og (# — r) hvide kugler.

Svaret er (If) . (rf r). - Det er underforstaet at r et et heltal der opfylder visse betingelser:

a) 0 < r < n:antal udtagne rode kugler ma ligge mellem 0 og det totale antal udtagne kugler (n).
b) r < R: man kan ikke udtage flere rode kugler end der er.
¢) n—r < H: man kan ikke udtage flere hvide kugler end der er.
3. visat 3 (5)- (7)) = (57):
alle r
4. Hvis man roder godt rundt i kassen inden man udtager de n kugler, kan man sige at man
far udvalgt en tilfeldig delmeengde bestdende af n kugler saledes at enhver af de (R:H )
forskellige delmengder har samme sandsynlighed for at blive udvalgt.

Vis at sandsynligheden for at en tilfeeldig delmeengde indeholder netop r rede og (n—r)
R\ (H
(-)-(%)
(R+H )

hvide kugler, er . (Dette er et eksempel pé en hypergeometrisk sandsynlighed.)
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2 Den simple binomialfordelingsmodel

I FORRIGE KAPITEL OPSTILLEDE VI en statistisk model i den simple binomialfordelingssi-
tuation. I modellen optrader to storrelser # og p der tilsammen specificerer binomial-
fordelingen. Storrelsen n er et kendt tal, men p er ukendt: veerdien af » fastseettes ved
planleegningen af forseget, hvorimod p beskriver en egenskab ved den tilfaeldighedsme-
kanisme der frembringer observationerne; i nogle situationer vil man sige at p beskriver
en egenskab ved naturen eller virkeligheden. En storrelse som p er en parameter i model-
len. Man siger ofte den sande veerdi af parameteren p nar man mener den verdi som p
»1 virkeligheden« har (i modsetning til en veerdi som man selv foreslar). I dette kapitel
skal vi se hvordan man kan fa noget at vide om den sande veerdi af p.

2.1 Estimation af parameteren p

Ved hjelp af den statistiske model er det muligt at hente information om den sande para-
meterveerdi ud af observationerne: pa grundlag af model plus observartioner udregner
man et skon eller et estimat over veerdien af p, og selve processen hedder estimation.

I eksemplet med rismelsbillerne i kapitel 1 var n = 144 og det observerede antal
gunstige udfald var y = 43. Da p skal fortolkes som sandsynligheden for at fa et gunstigt
udfald, og da man har observeret 43 gunstige ud af 144, er det neerliggende at foresla at
estimere p som den relative hyppighed y/n = 43/144 = 0.30.

I det folgende vil vi praesentere en generel estimationsmetode der kan bruges i
»enhver« situation, og vi vil eftervise at den generelle metode forer frem til at sandsynlig-
hedsparameteren p faktisk skal estimeres som y/n.

Likelihoodmetoden

Det er i enkelte simple tilfaelde ret klart hvordan man »selvfolgelig« skal analysere sin
statistiske model, idet der er en »umiddelbart indlysende« fremgangsmade osv. I de fleste
tilfeelde er det knap sé klart. Vi vil introducere et seet overordnede principper for hvordan
man ber analysere en statistisk model. Disse principper gelder (med visse tilfjelser) for
»enhver« model. Indferelsen af principperne betyder ikke at man slipper for overvejelser
over hvad man »selvfolgelig« skal gore, og hvad der er »umiddelbart indlysende«, men at
man i stedet for at skulle gore overvejelserne igen og igen i hvert enkelt tilfeelde, sa at sige
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0.05 — H
000 4 — H - D
o 1 2 3 4 5 6 7

y

Figur 2.1 En »typisk« sandsynlighedsfunktion y — f(y; p).

overstar dem alle pa en gang ved at haeve dem fra enkelttilfeeldene op til et overordnet
niveau hvor de udnaevnes til generelle principper. - Et princip er i denne sammenhang en
norm, en retningslinje, som ikke bliver logisk-deduktivt bevist, men som retfeerdiggores
dels gennem generelle betragtninger og overvejelser, dels ved at de leverer fornuftige
resultater i konkrete situationer.

Vi vil i al stilfeerdighed praesentere et sadant saet principper og vise hvordan de
udmentes i en generel metode til estimation af ukendte parametre i statistiske modeller.
I dette kapitel skal vi se pa hvordan den generelle metode ser ud i eksemplet »den
simple binomialfordelingsmodel«, og som gennemgéende eksempel pa »den simple
binomialfordelingsmodel« bruger vi rismelsbille-eksemplet. (Der er altsa flere niveauer af
eksempler: Rismelsbille-eksemplet er et eksempel pa en simpel binomialfordelingsmodel,
og den simple binomialfordelingsmodel er et eksempel pé en statistisk model.)

Den statistiske model i rismelsbille-eksemplet siger at y = 43 opfattes som en observation
af en stokastisk variabel Y som er binomialfordelt med antalsparameter n = 144 og
ukendt sandsynlighedsparameter p € [0, 1]. Sandsynlighedsfunktionen for Y er

n n—
) = (y)py(l—p)  y=012.
For at fremheeve at udtrykket afheenger af bade y og p, skriver vi f(y; p) i stedet for
fO):
f(ysp) = (H)Py(l‘P)"_y> y=0,1,2,..,m 0<p<L.
y
Funktionen f er nu en funktion af to variable, en observationsvariabel y og en parame-

tervariabel p. Funktionen kaldes modelfunktionen for den statistiske model fordi den
specificerer modellen fuldstaendigt: for enhver kombination af en mulig observation y
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0.30 — -2

-6

-8 -

log(ssh)

-10

12 -

-14 -

0.00 —

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
P p

Figur 2.2 Til venstre: en »typisk« likelihoodfunktion p = L(p;y) = f(y; p). Til hejre: den
tilsvarende log-likelihoodfunktion.

og en mulig parameterveerdi p angiver den sandsynligheden for at observere netop det y
hvis netop det p er den rigtige parameterverdi. Modelfunktionen er flere funktioner i én:

¢ Hvis vi i modelfunktionen fikserer p og opfatter funktionen som en funktion af y
alene, sa har vi sandsynlighedsfunktionen svarende til parametervaerdien p. En
»typisk« sandsynlighedsfunktion er vist i figur 2.1.

o Hvis vi i modelfunktionen fikserer y og opfatter funktionen som en funktion af p
alene, sa har vi likelihoodfunktionen svarende til observationen y. Likelihoodfunk-
tionen betegnes ofte L( - ) eller L( -3 y):

n -
W) =L = ()1, 0sp<l
Figur 2.2 viser en »typisk« likelihoodfunktion.

I vort eksempel er modelfunktionen

f(y;p) = (1i4)p43(1—p)101, y=0,1,2,...,144, 0< p <1,

og likelihoodfunktionen svarende til observationen y = 43 er

44

1
L(p) = L(pia3) = 1y, ) p°(-p)™, 0<psl.

Likelihoodfunktionsveerdien L(p; y) er sandsynligheden for at observere det y man
faktisk har observeret, forudsat at den ukendte parameter har verdien p. Likelihoodfunk-
tionen kan derfor anvendes til at sammenligne forskellige parameterverdiers evne til
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at beskrive den faktiske observation y. For hvis f.eks. L(p1; ) < L(p2; ¥), s er chancen
for at observere netop dette y storre nar p er lig p,, end nar p er lig p;, og det mé betyde
at p, giver en bedre beskrivelse af data end p; gor. Den parameterveerdi som giver den
bedste beskrivelse efter disse retningslinjer, er da den veerdi som maksimaliserer likel-
ihoodfunktionen, og den kaldes maksimaliseringsestimatet (eller maximum likelihood
estimatet) for p og betegnes p (»p hat«). Tallet p er altsa bestemt ved at

L(p;y) 2 L(p;y) foralle p.

Bemeerk at p er en funktion af y.

Af bekvemmelighedsgrunde opererer man tit med log-likelihoodfunktionen, dvs.
funktionen In L(p), og man bestemmer p som maksimumspunktet for In L (resultatet
bliver jo det samme). I vort eksempel er log-likelihoodfunktionen

InL(p) =In (1:34) +43Inp +1011ln(1 - p).

Imidlertid vil talveerdierne let gore reesonnementerne ugennemskuelige, sa vi vender
tilbage til den generelle binomialfordelingsmodel hvor log-likelihoodfunktionen er

InL(p) =1n (;) +ylnp+(n-y)In(1-p).

Hvad er p i denne model? Svaret herpa far vi ved at lose den matematikopgave der
hedder: »Bestem maksimumspunkt(er) for funktionen p ~ InL(p) nér p € [0,1]«,
sd det gor vi. Fra matematikken ved vi at kandidater til maksimumspunkter er dels
intervalendepunkterne p = 0 og p = 1, dels de stationaere punkter, dvs. de punkter hvor
%lnL(p) =0.ForO<p<ler

d y n-y y-np
ZInL(p)=2Z- - .
dp (p) p 1-p p(d-p)

Det er hensigtsmaessigt at dele op i tre tilfeelde:

¢ 0< y < n:Saer punktet p = y/n det eneste stationeere punkt for In L, og daln L(0)
ogIn L(1) begge er —oo, er p = y/n et entydigt maksimumspunkt.

o y=mn:SderlnL(p) = nlnp, hvilket er en voksende funktion af p. Den antager
derfor sin storste veerdi nar p er storst mulig, dvs. nar p = 1.

o y=0:SderlnL(p) = nln(1-p), hvilket er en aftagende funktion af p. Den antager
derfor sin storste vaerdi nar p er mindst mulig, dvs. nar p = 0.

I alle tre tilfeelde er der saledes et entydigt maksimumspunkt der kan udregnes som y/n.
Vi er hermed naet frem til at i binomialmodellen med modelfunktion

f(y;p)=(;)py(1—p)”‘y, y=0,1,2,...,m 0<p<],
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er maksimaliseringsestimatet p for p givet som p = y/n.

At p skal estimeres ved den relative hyppighed y/n kan naeppe overraske nogen, det er
neesten hvad man kan sige sig selv. Det interessante er at det altsé ogsa er det svar man
nér frem til ved at benytte den generelle fremgangsméade som er

¢ opstil modelfunktionen,

o dan derudfra likelihoodfunktionen,

¢ bestem p som maksimumspunktet for likelihoodfunktionen.
Det er vigtigt at have in mente at der teenkes at eksistere en sand parameterverdi som er
et bestemt, ukendt tal. Vi kan principielt aldrig erfare den sande parameterveerdi, men
ud fra foreliggende observationer kan vi estimere den.

Middelfejlen pa p

Maksimaliseringsestimatet p = y/n er det bedste bud vi kan give pd den ukendte p-verdi
ndr vi har observeret antallet y ud af n. Den statistiske model fortaller at y er at opfatte
som en observation af en stokastisk variabel Y; det medferer at vi ogsa ma opfatte estima-
tet y/n som en observation af en stokastisk variabel, nemlig Y /n; den stokastiske variabel
p = p(Y) = Y/n kaldes maksimaliseringsestimatoren for p. Da Y er binomialfordelt med
parametre n og p, er middelverdien af Y lig np, og ifelge regnereglerne for middelveerdi
ersa Ep(Y) = (EY)/n = p, hvilket betyder at maksimaliseringsestimatoren p for p
i middel giver det rigtige svar p, men deraf folger ikke noget om det konkrete enkelttil-
feelde. — En estimator hvis middelveerdi er lig den parameter der skal estimeres, kaldes
en central estimator (pa engelsk: an unbiased estimator).

For at fd en idé om sterrelsen af maksimaliseringsestimatorens tilfeeldige variation om-
kring sin middelveerdi p kan man bestemme den sékaldte middelfejl pa p, dvs. standard-
afvigelsen pa p(Y). Da Y er binomialfordelt med parametre n og p, er Var Y = np(1-p),
og ifolge regneregler for varianser er Var(p(Y)) = Var(Y/n) = (Var Y)/n* = p(1-p)/n,

s& middelfejlen pd p(Y) er
Vp(l1-p)/n.

I billeeksemplet er standardafvigelsen pa p lig v/ p(1 — p)/144, og den estimerede stan-
dardafvigelse er V'p(1-p)/n = v/0.30 x 0.70/144 = 0.04.

Sammenfattende kan vi sige at binomialparameteren p i billeeksemplet estimeres til
P = 0.30 med en standardafvigelse pa 0.04.

2.2 En simpel statistisk hypotese

Det er ikke altid at man er tilfreds med blot at estimere den ukendte parameter i den
statistiske model, undertiden ensker man ogsa at opstille og teste statistiske hypoteser
vedrerende den sande veerdi af parameteren.
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Antag at det i rismelsbilleeksemplet er sadan at man har en referencegift hvorom
man véd at nar man doserer den med 0.20 mg/ cm?, s& dor 23% af billerne [ - sadan er
det ikke; denne del af eksemplet er opdigtet til lejligheden!]. Den gift der er afprovet, er
ligeledes doseret med 0.20 mg/cm?, og der skete som naevnt det at 43 ud af 144 biller dode.
Spergsmalet er om den afprovede gift virker pa samme made som referencegiften. Hvad
»pa samme made« nermere skal betyde, kan man sikkert diskutere leenge og inderligt,
men formuleret i den statistiske models sprog er det nemt nok: det betyder at p = py,
altsd at sandsynligheden for at en bille der nar den er blevet udsat for den afprevede gift,
er lig po, hvor pg er en kendt verdi (her 0.23). Pastanden at p = py, er et eksempel pa en
sakaldt statistisk hypotese; statistiske hypoteser navngives ofte med symboler som Hy, Hj,
osVv,, sa her vil vi tale om hypotesen Hy : p = po.

Hvordan passer den statistiske hypotese og de foreliggende observationer sammen?
Man kan se at den estimerede veerdi p = i ikke er lig med 0.23, men eksakt lighed ville
ogsa veere mere end man kunne forvente, taget i betragtning at modellen siger at tallet
y = 43 er en observation fra en sandsynlighedsfordeling. Man kan kun sige at

o hvis der ikke er stor afvigelse mellem p og po, sa er der ikke klare tegn pa at den

afprovede gift virker anderledes end referencegiften — der er ikke nogen signifikant
forskel,

o og hvis der er stor afvigelse mellem p og po, sa er det tegn pa at den afprovede gift

ikke virker pa samme made som referencegiften — der er en signifikant forskel.
Her er der to ting der beheover en naermere pracisering: hvordan maler man afvigelsen
mellem p og po, og hvordan afger man hvornér afvigelsen er stor og hvornar ikke.
I afsnit 2.3 preesenteres en generel metode hvormed man kan handtere disse spergsmal.

Det faglige problem blev preaesenteret pd den méade at man onskede at vide om den
afprovede gift virkede pa samme méade som referencegiften, og det forte til hypotesen
Hy : p = po. Men hvis man i stedet havde stillet sporgsmalet om der var forskel pa
de to gifte, hvordan skulle man sa have grebet sagen an? Svaret er: pa negjagtig samme
made, altsa stadig ved at undersoge Hy : p = po. Statistiske hypoteser er nemlig altid
forsimplende i den forstand at man gér fra det mere detaljerede til det mindre detaljerede.
I eksemplet begynder man derfor med den mest detaljerede model, den hvor p kan
veere hvad som helst, og sa opstiller man som statistisk hypotese at modellen er mindre
detaljeret, nemlig at p kun har lov til at have den ene veerdi py.

2.3 Kvotientteststorrelsen

Det blev péstaet at man ved hjelp af likelihoodfunktionen kan sammenligne forskellige
parameterveerdiers evne til at beskrive det faktisk observerede y: hvis L(p1; ¥) < L(p2; ¥),
sa giver parametervaerdien p, en bedre beskrivelse end parametervaerdien p; gor, inden
for rammerne af den aktuelle statistiske model. I saerdeleshed giver maksimaliseringsesti-
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matet p = p(y) den bedst mulige beskrivelse af observationen y. Parameterveerdier der
giver en verdi af likelihoodfunktionen som ligger teet pd den maksimale veerdi L(p), ma
give en naesten lige sd god beskrivelse af observationen y som p gor.

Nér vi derfor skal teste en statistisk hypotese Hy : p = pp om at den ukendte para-
meter p kan antages at have den kendte verdi po, sa ma det forega ved at sammenligne
likelihoodfunktionens veerdi i punktet po med dens maksimale veerdi, altsa ved at sam-
menligne de to tal L(pg) og L(p). Hvis L(po) er neesten lige s& stor som L(p), betyder
det at py beskriver observationen y nasten lige sa godt som p gor, og det betyder igen at
man kan tillade sig at mene at p, er den sande veerdi af p: man accepterer eller godkender
hypotesen Hy. Hvis derimod L(pg) er vaesentligt mindre end L(p), betyder det at p,
giver en vaesentligt dérligere beskrivelse af observationen y end p gor, og det er derfor
ikke rimeligt at mene at po skulle vaere den sande veerdi af p: man forkaster Hy.

Nar man sammenligner L(po) og L(p), skal det gores ved at dividere den mindste
med den storste: man danner kvotienten

L(po) _ L(posy)

LG Ty

Resultatet bliver et tal mellem 0 og 1, og

o en Q-veerdi ner 1 viser at py er stort set lige s god som p: man accepterer Hy,
o en Q-verdilangt fra 1 viser at py er vaesentligt darligere end p: man forkaster Hy.

Man kalder Q for kvotientteststorrelsen for den statistiske hypotese H.

I binomialfordelingsmodellen er L(p) = (Z) pP’(1-p)*7,sa
py(L=po)"” (”_W)y('n(l =5 )H

Q=Q Iy S ~—
) pr=p)> \y n-y

(2.1)

idet p = y/n.1 eksemplet er n = 144, y = 43 og po = 0.23, sd den observerede veerdi Qops

af Qer
O, — (1442023 P 144x 077\ 0165
obs = 43 101 =Vu. .

Tallet Qqps = 0.165 i sig selv kan vi ikke stille noget op med — det giver ingen mening
at sperge om 0.165 er neer 1 eller langt fra 1 sa leenge vi ikke har en malestok eller et
sammenligningsgrundlag. Den statistiske model forteeller at vi skal betragte y som en
observation af en stokastisk variabel Y; dermed skal vi ogsé betragte Qups = Q(y) som
en observation af den stokastiske variabel Q(Y). Fordelingen af Y beskriver hvilke
y-veerdier man ogsa kunne have faet (i stedet for den faktisk observerede) og med
hvilke sandsynligheder, og den tilsvarende fordeling af Q(Y') beskriver dermed hvilke
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Q-vaerdier man ogsa kunne have faet (i stedet for 0.165) og med hvilke sandsynligheder.
Takket veere den statistiske model kan vi altsd ssmmenholde den faktiske veerdi Qqps =
0.165 med alle de andre Q-veerdier man ogsa kunne have faet nar p har veerdien p.

o Hvis det er sddan at der nar p = py er en peen chance (f.eks. over 5%) for at fa
Q-veerdier som ligger leengere vaek fra 1 end Qqps gor, dvs. for at fa Q-veaerdier for
hvilke Q < Qqps, sé vil man sige at Qs ikke ligger specielt langt fra 1, og man vil
acceptere hypotesen Hy : p = py.

o Hvis det derimod er sddan at der nar p = p, er meget lille chance (f.eks. under 5%)
for at fa Q-veerdier som ligger leengere fra 1 end Qs gor, dvs. for at fa Q-veerdier
for hvilke Q < Qqps, sa vil man fortolke det som at Qs i sig selv ligger usaedvanligt
langt fra 1, og man vil forkaste hypotesen Hy : p = po.

Naér man skal teste hypotesen Hy, skal man derfor bestemme testsandsynligheden

&= PO(Q < Qobs)-

Testsandsynligheden er sandsynligheden under Hj for at fa en veerre, dvs. mindre, Q-
veerdi end den faktisk observerede veerdi Qqps. (Fodtegnet 0 pa P-et angiver at sandsyn-
ligheden skal udregnes under antagelse af at hypotesen Hj er rigtig.)

1. Hvis testsandsynligheden ¢ er meget lille, sa forkaster man H, pa grund af folgende
resonnement:

a) Vihar faet en Qqps-veerdi der er sa langt fra 1 at der, forudsat at Hy er rigtig,
kun er den meget lille sandsynlighed ¢ for at f en veerre Q-veerdi.

b) Ipraksis plejer man ikke at i seerligt ekstreme observationer, sa der ma vere
noget galt med forudsatningerne for beregningen af ¢.

c) Da vi ikke kan lave om pé observationerne, ma det vere hypotesen H, derer
noget galt med.

2. Hvis testsandsynligheden ¢ har en peen storrelse, sa kan man ikke forkaste Hy.
Reesonnementet er denne gang séaledes:
a) Vihar faet en Qgps-veerdi der ikke ligger specielt langt fra 1, thi der er nemlig,
forudsat at H er rigtig, en paen chance ¢ for at fa en veerre Q-veerdi.
b) Den faktiske vaerdi Qs er derfor udmerket forenelig med hypotesen Hy,
og der er dermed ikke grundlag for at forkaste H.

Huvis testsandsynligheden ¢ er sa lille at man forkaster hypotesen, sa siger man at teststor-
relsen Qops er signifikant, eller at der er signifikans.
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Bestemmelse af testsandsynligheden &

Vi vil nu for en stund holde inde med generelle betragtninger over tests og i stedet vende
tilbage til den konkrete binomialfordelingsmodel, hvor der viser sig et patrengende pro-
blem, nemlig hvordan bestemmer man rent faktisk testsandsynligheden &? Pr. definition
er ¢ lig med sandsynligheden for at Q(Y') < Qqps, udregnet under forudseetning af at
den sande parameterverdi er lig po.

Af forskellige grunde, hvoraf nogle er regnetekniske og andre vil fremga lidt senere,
opererer man ofte med —21In Q i stedet for Q, og testsandsynligheden er da sandsynlig-
heden for at —2In Q(Y) > —21In Qqps. Ud fra det tidligere fundne udtryk for Q (formel
(2.1)) far vi at

_ - DA _ _n=y
2InQ(y) Z(ylnnp0+(n y)lnn(l—po))’ (2.2)

sd i taleksemplet er

144 — y) 23)

y
=21 =2 yln—+ (144 - y)1
nQ®) (y "o I

og dermed
~21n Qups = —21n Q(43) = 3.60.

Testsandsynligheden ¢ kan nu fas ved at summere sandsynlighederne for alle de y-er som
har den egenskab at —2In Q(y) > —21n Qs idet sandsynlighederne udregnes under
antagelse af at hypotesen er rigtig, dvs. det antages at p = py:

n ne
&= 2 ( )Pg(l_PO) -
y:-2InQ(y)=-21n Qqps Y

Her har vi € udtrykt ved lutter kendte storrelse.
Fremgangsmaden til bestemmelse af testsandsynligheden ¢ er derfor kort fortalt

1. Udregn —21n Qqps.
2. Udregn -2In Q(y) for y=0,1,2,...,n.
(NB: Néar man udregner —21n Q(0) og —21n Q(n), skal man seette 01n 0 til 0.)
3. Bestem de y-er for hvilke —21n Q(y) > —21n Qops.
4. Bestem binomialsandsynlighederne for de siledes udpegede y-er.
5. Testsandsynligheden € er summen af disse sandsynligheder.

I taleksemplet er

E =

(144
y:-2InQ(y)=3.60

) 0.23Y 0.77144~
y
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hvor —2In Q(y) er givet ved formel (2.3). Ved almindelig udregning finder man at
uligheden —21n Q(y) > 3.60 er opfyldtfor y = 0,1,2,...,23 ogfor y = 43,44,45,...,144.
Videre finder man at Py(Y < 23) = 0.0249 og at Po(Y > 43) = 0.0344, sd den eksakte
testsandsynlighed er € = 0.0249 + 0.0344 = 0.0593 ~ 5.9%.

x*-approksimationen

Ganske vist er der i afsnit 1.3 anfert en udmaerket algoritme til beregning af binomials-
andsynligheder, men alligevel m& man nok sige at ovennzvnte regnestykke nok ikke er
noget man lige klarer i en hdndevending, medmindre man da har en computer eller en
programmerbar lommeregner til sin radighed. Heldigvis kan den matematiske statistik
komme os til hjlp, idet den kan fortaelle hvordan man uden storre besvaer kan bestemme
en god tilnaermet veerdi af testsandsynligheden. Man kan bevise at for binomialmodellen
og for en lang reekke andre statistiske modeller geelder at den sandsynlighedsfordeling
som kvotientteststorrelsen —21n Q folger nar den testede hypotese er rigtig, med god
tilnaermelse er af en ganske bestemt type, nemlig en sikaldt y*-fordeling (»khi-i-anden
fordeling«) med et vist antal frihedsgrader der i vores aktuelle tilfeelde er lig 1. Da tests-
andsynligheden ¢ jo er sandsynligheden for at fd en —2In Q-veerdi som er storre end
—21n Qups, betyder det at e med god tilnermelse er lig med sandsynligheden for at fd en
veerdi storre end —21n Qqps i en x-fordeling med 1 frihedsgrad, og den sandsynlighed
kan let findes, enten med et statistikprogram pa computeren eller ved hjeelp af tabeller
over fraktiler i y*-fordelingen, se f.eks. tabellen side 228. [En fraktil i en fordeling er
et tal x med den egenskab at der er en vis foreskreven sandsynlighed for at fa veerdier
< x. Eksempelvis er 90%-fraktilen et tal x saledes at der er sandsynlighed 90% for at fa
veerdier < x.]

Ved tabelopslag finder man ati y-fordelingen med 1 frihedsgrad er 90%-fraktilen 2.71
0g 95%-fraktilen 3.84. Den aktuelle —2In Qqps-veerdi 3.60 ligger mellem disse to fraktiler,
hvilket betyder at (det tilneermede) ¢ ligger mellem 10% og 5%. (Dette harmonerer
udmaerket med at den eksakte testsandsynlighed er 5.9%.)

Som navnt er y*-fordelingen kun en approksimation til den rigtige fordeling af
—2In Q under H. En retningslinje for hvornar approksimationen er god, er at hvis begge
de forventede antal npy og n(1 - po) (det forventede antal dode hhv. ikke dede) er
mindst fem, sa kan man anvende y*-approksimationen. Ellers ma man regne den eksakte
testsandsynlighed ud efter »slavemetodenc.

De mange udregninger ma folges op af en konklusion: Vi fandt en testsandsynlighed pa
5.9%, dvs. hvis hypotesen H er rigtig, sa er der en sandsynlighed pa 5.9% for at fa en storre
veerdi end den faktisk observerede vaerdi —21n Q = 3.60. En sadan testsandsynlighed vil
almindeligvis ikke fore til at man forkaster hypotesen Hy. Vi ma altsa konkludere at der
ikke er nogen signifikant forskel mellem den afprovede gift og referencegiften.
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2.4 Regn ogtegn

Her omtales hvordan man kan foretage beregningerne med R.

Testsandsynligheden

Testsandsynligheden ¢ udregnes med funktionen binom.test. I det gennemgaede ek-
sempel med n =144, y = 43 og po = 0.23 skriver man

binom.test (43, 144, 0.23)

som resulterer i denne udskrift:

Exact binomial test

data: 43 and 144
number of successes = 43, number of trials = 144, p-value = 0.05932
alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.23
95 percent confidence interval:
0.2252674 0.3804482
sample estimates:
probability of success
0.2986111

Testsandsynligheden er det der i udskriften hedder ‘p-value, og p er det der hedder
‘sample estimates: probability of success.

x*-fordelingen
Sandsynligheder i y*-fordelingen udregnes med funktionen pchisgq, eksempelvis giver
1-pchisq(3.60, df=1) sandsynligheden for at fa en veerdi som er storre end 3.60 i
x*-fordelingen med 1 frihedsgrad.

Fraktiler i y>-fordelingen udregnes med qchisg, f.eks. giver qchisq(0.95, df=1)
95%-fraktilen i y*-fordelingen med 1 frihedsgrad.

2.5 Opgaver

Opgave 2.1
I tabel 1.1 pa side 11 er vist udfald y1, y,, ..., y15 af en stokastisk variabel Y som er binomialfordelt
med antalsparameter 12 og sandsynlighedsparameter 3.

1. Udregn for hver af de 15 observerede y-veerdier den tilsvarende veerdi af p.

2. Tegn et pindediagram over den empiriske fordeling af p.

3. Tegn et pindediagram over den teoretiske fordeling af p.

Vink: Da Y er binomialfordelt, er fordelingen af p = Y/n en »nedskaleret binomial-
fordeling« pd maengden {0, £, 2, ..., =11},
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4. Hvor stor er middelfejlen pd p?

Vink: Tabellen var ogsa genstand for undersogelse i opgave 1.4.

Opgave 2.2

En haveejer gar ud pé en eng og indsamler fre af en plante der findes i to udgaver, en med rode
blomster og en med hvide blomster. (P4 engen var der eksemplarer af begge slags.) Naeste ar sar
han freene hjemme i haven; det viser sig at der kommer 10 planter, hvoraf syv har rede og tre har
hvide blomster.

1. a) Udregn sandsynligheden for at f4 observationen 7 i en binomialfordeling med »# = 10

ogp =7

b) Udregn sandsynligheden for at fa observationen 7 i en binomialfordeling med n = 10
ogp =i

c) Udregn sandsynligheden for at f4 observationen 7 i en binomialfordeling med n = 10
ogp =i

2. Haveejerens venner og bekendte kan ved feelles hjelp finde folgende mulige forklaringer
pa feenomenet:

a) Det er tilfeeldigt om en plante far rode eller hvide blomster, og der er samme sand-
synlighed for hver af de to muligheder.

b) Deter genetisk bestemt om en plante fir rode eller hvide blomster, og »rode blomster«
er dominant; i s fald er sandsynligheden $ for at en plante har rede blomster.

c) Det er genetisk bestemt om en plante far rede eller hvide blomster, og »hvide blom-
ster« er dominant; i sd fald er sandsynligheden  for at en plante har rode blomster.

Hvilken af de tre forklaringer forklarer det observerede bedst?

3. Enfjerde forklaring er at det simpelt hen forholder sig sadan med den eng, at den indeholder
rodblomstrede og hvidblomstrede eksemplarer af planten i et ganske bestemt forhold. Hvis
det er tilfeeldet, hvad er da det bedste bud pa talveerdien af dette forhold?

Opgave 2.3
Georg har slaet Plat eller Krone 5 gange med en almindelig meont og faet netop én gang Krone.
Gerda siger at det da ma tyde pa at menten er skev, ellers skulle man have faet 2 eller 3 gange
Krone.

For at afgere om man pa denne baggrund kan sige at mgnten er skaev, kan man opstille en
statistisk model og inden for rammerne af den formulere og teste en statistisk hypotese. Gor det,
dvs. opstil modellen og formulér og test hypotesen:

1. Opstil en hensigtsmaessig statistisk model og omsaet det givne problem til en statistisk
hypotese.

2. Opskriv likelihoodfunktionen svarende til observationen én gang Krone. Tegn grafen for
likelihoodfunktionen. Hvornér er den stgrst?

Samme sporgsmal for log-likelihoodfunktionen.

3. Opskriv kvotientteststgrrelsen Q for at teste hypotesen.
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4. Udregn -21n Q(y) for alle de mulige y-verdier, og find mengden af y-er for hvilke
-2In Q(y) = —21n Qupbs (svarende til at Q(y) < Qobs), 0g udregn sandsynligheden for
denne mengde.

Hvor stor er testsandsynligheden? Forkastes hypotesen?

Opgave 2.4
Formulér en hensigtsmeessig statistisk model og hypotese for at besvare folgende:

Fyns Amtsavis oplyser at bladet trykker alle indlaeg om fremmede. I en treméaneders periode
bragte bladet 12 laeserbreve med et positivt syn pa fremmede og 15 med et negativt syn. Modtager
bladet stort set lige mange positive og negative indleeg?

Opgave 2.5

I en af sine forsggsrackker med erteplanter undersegte Mendel om erterne var runde eller
kantede. Forst dyrkede han 253 selvbestgvede heterozygote planter, og det viste sig at de serter der
kom, fordelte sig med 5474 runde og 1850 kantede. Derpa dyrkede og selvbestgvede han planter
af 565 af de runde erter fra det forste forseg. Det viste sig at 193 af disse planter udelukkende fik
runde rter, mens de resterende 372 fik bdde runde og kantede eerter.

Man kan nu opstille en genetisk model gdende ud pé at det er et enkelt gen der bestemmer
om erter bliver runde eller kantede, og at genet for runde erter er dominant. En konsekvens af
denne model er at efterkommerne af de 253 selvbestovede heterozygote planter i det forste forsog
skal fordele sig pa runde og kantede i forholdet 3 : 1, og at ud af de 565 planter i det andet forsog
skal § have udelukkende rundeertede efterkommere.

Hvordan stemmer Mendels tal overens med den genetiske models forudsigelser?

Opgave 2.6
Formulér en hensigtsmeessig statistisk model og hypotese for at besvare folgende:
Kondrodystrofi er en form for dveergvaekst som regnes dominant arvelig. Genet D er syg-
domsgenet og d er det tilsvarende normalgen. I en undersggelse af en raekke segtepar hvor den ene
agtefelle var kondrodystrof og den anden normal (formodet genotypekombination Ddxdd) fandt
man at blandt 27 bern var 10 kondrodystrofe og 17 normale. Er dette i strid med at kondrodystrofi
arves dominant?
[At kondrodystrofi arves dominant betyder i denne forbindelse at et barn med de naevnte
foraldre med sandsynlighed $ bliver kondrodystroft. ]

Opgave 2.7

P4 side 26 stir at man kan bestemme P enten som maksimumspunktet for likelihoodfunktionen
eller som maksimumspunktet for log-likelihoodfunktionen, for »resultatet bliver jo det sammec;
det lille ord jo antyder at det er en selvfolgelighed at det forholder sig sadan. Hvorfor er det det?

Opgave 2.8 (En approksimationsformel for —21n Q)
Huvis f er en to gange kontinuert differentiabel funktion af y, s& kan man som bekendt approksi-
mere f(y) med folgende raekkeudvikling (Taylorudvikling) nér y er teet pa yo:

F) = f(o)+(r=y0) - f' (o) +2(y=30)*- 1" (»0).

Man kan anvende dette pa funktionen f(y) = —2In Q(y), hvor —21In Q(y) er som i formel (2.2)
pé side 31, og hvor yo = npy.
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Den simple binomialfordelingsmodel

. Vis at den anden afledede af —2In Q er (-2In Q)" (y) =

. Vis at den forste afledede af —2In Q er (-2InQ)(y) = In AN P

npo n—"npo
n

y(n-y)

.Visdervedat—Zanw(y npo) :( Y~ 1Po )

npo(1=po)  \ \/npo(1-po)
(Det sidste udtryk er kvadratet pa en storrelse der kan fortolkes som forskellen mellem det
observerede y og den forventede veerdi np,, divideret med standardafvigelsen pa Y.)



3 Sammenligning af binomialfordelinger

I FORRIGE KAPITEL studerede vi den simple binomialfordelingsmodel, dvs. en model med
én observation y fra en binomialfordeling, én sandsynlighedsparameter p der skulle esti-
meres, og hvor man eventuelt havde en hypotese af formen Hy : p = py. I dette kapitel gar
vi et skridt videre og betragter situationer med flere binomialfordelte observationer der
kan have hver sin kendte antalsparameter og hver sin ukendte sandsynlighedsparameter.
Det kan veere af interesse at underspge om sandsynlighedsparametrene kan antages at
veere ens, eller om de er signifikant forskellige.

Som gennemgaende eksempel bruger vi stadig rismelsbille-eksemplet fra [16], men nu
inddrager vi en lidt storre del af datamaterialet: Man har udsat nogle rismelsbiller for
gift i forskellige koncentrationer, nemlig 0.20, 0.32, 0.50 og 0.80 mg/cm?, og dernaest set
hvor mange af dem der var dede efter 13 dages forlgb. (Giften stres ud pa gulvet hvor
billerne faerdes, derfor males koncentrationen i meengde pr. areal.) Forsegsresultaterne er
vist i tabel 3.1 pa naeste side. Man kan vere interesseret i at undersoge om der er forskel
pa virkningen af de forskellige koncentrationer. Hvis der ikke er nogen forskel, sa skulle
brekdelen af dede i hver af de fire grupper veere stort set den samme, og derfor kunne det
vere en god idé at udregne disse brokdele; man far dem til 0.30, 0.72, 0.87 og 0.96. Hvis
der ikke er forskel pa de forskellige koncentrationer, sé skal forskellighederne i disse fire
tal kunne forklares udelukkende ved tilfeeldigheder; men hvis forskellene er s store at
det er urimeligt at forklare dem ved tilfeeldigheder alene, sa er der en signifikant forskel
mellem koncentrationerne.

Opgaven er derfor forst at opstille en statistisk model for datamaterialet, og dernaest
inden for rammerne af denne model at konfrontere de foreliggende observationer med
hypotesen om at der ikke er forskel pa koncentrationerne.

For at vi skal kunne udtale os om hvorvidt forskellene kan forklares udelukkende ved
tilfeeldigheder, ma vi have en statistisk model der naermere specificerer pa hvilke punkter
der kommer tilfeeldigheder ind i billedet. Da formalet er at sammenligne sandsynlighe-
derne for at do ved forskellige koncentrationer, skal modellen indrettes pa den made at
totalantallene 144, 69, 54 og 50 opfattes som faste tal, hvorimod antal dede 43, 50, 47
og 48 (og dermed ogsa antal overlevende 101, 19, 7 og 2) opfattes som frembragt af en
tilfeeldighedsmekanisme, i modelsprog: de er observationer af stokastiske variable. Det
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Tabel 3.1 Rismelsbillers overlevelse ved forskellige giftdoser.

koncentration
020 0.32 0.50 0.80

antal dede 43 50 47 48
antal ikke dede 101 19 7 2

ialt 144 69 54 50

er neerliggende at forsege sig med en model der gir ud p4, at for hver koncentration har
vi en situation der svarer til en simpel binomialfordelingsmodel, og at de fire situationer
er uatheengige af hverandre.

De fire grupper (»situationer«) svarende til de fire koncentrationer nummereres med
indeks j der altsa kan have verdierne 1, 2, 3, 4. Totalantallet i gruppe jer n i» hvor n; = 144,
ny = 69, n3 = 54 og ny = 50. Det observerede antal dede i gruppe j er y;, hvor y; = 43,
y2 =50, y3 = 47 og y4 = 48. Totalantallene opfattes som faste tal, men de observerede
antal opfattes som observerede veerdier af stokastiske variable Y}, Y>, Y3 og Yy. At gruppe
nr. j modelleres med en simpel binomialfordelingsmodel betyder at Y; er binomialfordelt
med antalsparameter #; (kendt) og en eller anden sandsynlighedsparameter p; som er
ukendt; sandsynligheden for at observere vardien y; er i denne model P(Y; = y;) =

(nj ) pj.’j (1-p;)"~7i. Hvis de fire grupper er uathaengige af hverandre, er endvidere
Vi

P(Y1=y10gY2=y,08Y3=y308Ys=y,)
=P(Y1=y)-P(Y2=1y)-P(Y3=y3) -P(Ys=ya4),

s& modelfunktionen for det samlede forseg er

144\ L (69 L,
F(y1 y2, ¥3, yas > pa, p3» pa) = ( ” )Pf (1-p)"* '(yz)Pg (1-p2)®7
54\ . {50\ , L
( )pi (1-ps)™ ”-( )pi (1-pg)>7".
Y3 Y4

Det ses at modellen indeholder fire ukendte parametre p;, p2, p3 og pa4, én for hver
gruppe. Opgaven er nu pa grundlag af modellen plus observationerne y; = 43, y, = 50,
y3 = 47 0og y4 = 48 at estimere parametrene og vurdere om man kan tillade sig at antage
at de fire parametre i virkeligheden er ens, svarende til at giftstoffet virker ens i alle fire
koncentrationer.

Vi vil vise hvordan man lgser denne opgave ved hjelp af de principper der blev
lanceret i kapitel 2. Vi vil dog gere det en anelse mere generelt ved at se pa en situation
med s binomialfordelinger der skal sammenlignes.
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3.1 Modellen

Antag at vi har klassificeret nogle individer i to forskellige klasser »1« og »0«. Individerne
er pa forhdnd inddelt i s forskellige grupper med hhv. n;, n,, ..., ng individer. Det har
vist sig at i gruppe j herer y; af individerne til klassen »1« og de resterende n; — y; af
individerne til klassen »0«, j = 1,2, ...,s. Skematisk ser det sadan ud:

gruppe nr.

1 2 3 s
klasse 1 V1 V2 3 .. Vs
klasse0 my—y, na—y, m3—ys ... ng—ys

ialt m ny ns s

Den statistiske model der benyttes til at beskrive denne situation, er at y;, y2,..., ys
betragtes som observerede vardier af stokastiske variable Y7, Y3, ..., Y; der er indbyrdes
uafhangige og binomialfordelte saledes at Y; har kendt antalsparameter #; og ukendt
sandsynlighedsparameter p;, j = 1,2,...,s. Modellen tillader at grupperne er forskellige
idet der er en sandsynlighedsparameter for hver gruppe. Opgaven er at undersege om
grupperne kan anses for ens, dvs. at teste den statistiske hypotese Hy : p; = p2 =-++ = ps.

De generelle retningslinjer for hvordan man analyserer en given statistisk model, siger
at vi skal tage udgangspunkt i modelfunktionen og likelihoodfunktionen. Modelfunktio-
nen er den simultane sandsynlighedsfunktion for Y-erne, opfattet som en funktion af
bade observationer og parametre, altsa

f(}’b)’z;---;)’s;Pl,pz;---,Ps)
h 1 m-y (7 2 n2—y2 fs s ns=ys
=( 1)p{ (1-p)"™ ( 2)pi (1-p2)™~ ( )pf (1-po)"™
1 Y2 Vs

S (n; ; I
-T1(7) -y,
j=1 \Yj

Nér vi her holder y-erne fast og kun opfatter udtrykket som en funktion af p-erne, far
vi likelihoodfunktionen svarende til observationerne yi, 2, ..., ys; ved derpa at tage
logaritmen far vi log-likelihoodfunktionen:

s N s

lnL(pl,pz, . ,ps) = le’l( J) + Z(yjlnpj + (l/l] _y]) ln(l —‘DJ))
j=1 ] j=1

(3.1)

= konstant + Z(yjlnpj +(nj —;Vj)ln(l‘Pj))'
=1
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I bille-eksemplet bliver log-likelihoodfunktionen

InL(p1, p2, p3 p4) =
konstant + (431n p; +101In(1- p;)) + (501n p, + 191n(1- p,))

+(47Inps + 7In(1 - p3)) + (481n ps + 2In(1 - p4)).

Likelihoodfunktionen er sandsynligheden for at observere det faktisk observerede, som
funktion af det ukendte set parametre. Det bedste estimat over de ukendte parametres
veerdier er det talset (py, P2, - .., Ps) som maksimaliserer likelihoodfunktionen eller
log-likelihoodfunktionen. Log-likelihoodfunktionen er en funktion af s variable, men
heldigvis en meget skikkelig funktion. Bortset fra et konstantled er den nemlig en sum af
s led der hver iseer kun afhzenger af én variabel. Det j-teled er y;In p;+(n;j-y;)In(1-p;),
og vi ved fra tidligere (side 26) at dette udtryk antager sit maksimum nér p; = y;/n;. Vi

har hermed fundet at maksimaliseringsestimatet for (pi, p2, ..., ps) er
5.5, )= 222 )
(pl:pz,---;Ps) - (nl) nz)---) ns)-

I eksemplet er (p1, 2, P3» pa) = (0.30,0.72,0.87,0.96).

3.2 Hypoteseprovning

Vi skal undersgge om det er rimeligt at antage at hypotesen Hy : p; = p» = -+ = p; om ens
sandsynlighedsparametre holder. Under H er der ingen forskel pa de s grupper, og i sa
fald kan vi sla dem sammen til én stor gruppe bestaende af n; + 1, + - - - + n; individer der
fordeler sig med y; + y, +-- - + y, individer i klassen »1« og resten i klassen »0«. [I statistik
bruger man betegnelsen n. for n; + n, +- - - + 1, og tilsvarende betegnelsen y. for y; + y, +
-+++ y; (man skriver altsa et punkt i stedet for det indeks som man summerer over).] Nar
vi slar grupperne sammen, kommer der siledes y. i klassen »1« og (#. — y.) i klassen »0«.
Det er meget naerliggende at mene at den faelles veerdi p af sandsynlighedsparametrene
skal estimeres ved y./n., men lad os benytte likelihoodmetoden og se hvad den siger.

Vi kalder den felles veerdi (under Hy) af py, p2, ..., ps for p. I den oprindelige log-li-
kelihoodfunktion (3.1) erstatter vi alle p;-erne med p og far derved log-likelihoodfunk-
tionen under Hj svarende til observationerne yi, y2, ..., ys:

InL(p,p,...,p) = konstant + Z(yjlanr (nj —yj)ln(l—p))
=1

=konstant + y.Inp + (n. — y.)In(1- p).

Maksimaliseringsestimatet p for p er den veerdi der maksimaliserer denne log-likeliho-
odfunktion, dvs. den veerdi p der maksimaliserer y.Inp + (n. — .)In(1 - p). Vi ved
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Tabel 3.2 Rismelsbillers overlevelse ved forskellige giftdoser: forventede antal hvis giften virker
pé samme madde for alle fire koncentrationer.

koncentration
020 0.32 0.50 0.80

antal dede 854 409 320 29.7
antal ikke dede 58.6 28.1 22.0 20.3

ialt 144 69 54 50

fra side 26 at losningen er p = y./n.. Likelihoodmetoden giver altsd det svar som vi
formodede matte veere det rigtige. — I vort eksempel bliver p = 188/317 = 0.59.

Likelihoodfunktionen benyttes til at vurdere et set parameterverdiers evne til
at beskrive det faktisk observerede. Det bedste set parametervardier overhovedet er
(P1>P2>--->ps)- Under Hy er det bedste set verdier (P, p,...,P). Vi ssmmenligner
disse to parameterseets beskrivelsesevne ved hjalp af kvotientteststorrelsen

)

L(P1 P2 P5)
der bliver et tal mellem 0 og 1. En Q-veerdi teet pa 1 betyder at settet (p,p,...,P)
beskriver det observerede nasten lige s godt som (pi, p2, . - ., ps) geor, dvs. vi kan godtage
hypotesen Hy, hvorimod en Q-veerdi langt fra 1 betyder at H giver en veesentligt darligere
beskrivelse af det observerede end grundmodellen gor. Som oftest udregner man ikke Q,

men —21n Q; den bliver
-2InQ = —2(1nL(ji ﬁ,...,p) —1nL(§1,§2,...,§S))

- P
=2 InZ + (n; ln
E(J’J 5 (nj=yj) p)

Tallet —21n Q vil altid veere storre end eller lig nul.
Med betegnelsen ¥; = n;p kan —21n Q omskrives til

—Jj
-2lnQ = 22 yjln +(n] y])ln . (3.2)
( Vi nj=J¥j )
Man kan teenke pa y; og n; — y; som de »forventede« antal individer fra gruppe j der
klassificeres som henholdsvis »1« og »0«.
De »forventede« antal i bille-eksemplet er vist i tabel 3.2, og man far

43 101 50 19
~21n Qups :2(431n— +1011n —— + 5010 —— + 191n — +
85.4 58.6 409 28.1

47 7 48 2
4710 —— +  7In —— +481In —— + 21n—)=113.1.
32.0 22.0 29.7 20.3
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En Q-verdi taet pa 1 svarer til en —21In Q-veerdi teet pa 0. Det vil sige at hvis —21n Qqps er
teet pa 0, s kan vi godtage Hy, hvorimod en stor veerdi af —2 In Qs tyder pa en signifikant
afvigelse mellem det observerede og det som H foreskriver, dvs. vi ma forkaste H. For
at afgere om tallet —2In Qp, er stort eller lille, er vi nedt til at ssmmenligne det med
alle de andre vaerdier man ogsa kunne have faet ifolge den aktuelle model nar Hy er
rigtig. Derfor skal vi bestemme testsandsynligheden & som er sandsynligheden for at fa
noget veerre end det faktisk observerede, dvs. for at fa en sterre —21In Q-verdi end den
observerede, forudsat at Hy er rigtig:

€= Po(—ZInQ >-2In Qobs).

Mere udfoerligt er ¢ defineret pa folgende made: Den statistiske model siger at observa-
tionerne yi, ¥2,. .., ys er observerede verdier af stokastiske variable Y3, Y3,. .., Y, der
er binomialfordelte med antalsparametre ny, n,, ..., n; og (da Hy antages rigtig) med
samme sandsynlighedsparameter p. Testsandsynligheden ¢ er sandsynligheden for at
disse stokastiske variable antager veerdier som giver anledning til en —21n Q-verdi der
er storre end den faktisk observerede veerdi —2In Q. Bestemmelsen af ¢ kan synes at
vaere en besverlig opgave, og den kompliceres endda yderligere af at selv nar H er rigtig,
er der en ukendt parameter inde i billedet, nemlig den fzlles sandsynlighedsparameter p;
hvis det skal vere helt rigtigt, er vi saledes ikke i stand til at udregne testsandsynligheden!

Heldigvis kommer den matematiske statistik os til undsaetning med et generelt
resultat der forteller at nar Hy er rigtig, sa er —21n Q med god tilneermelse x*-fordelt
med et antal frihedsgrader som er s — 1. Det betyder at testsandsynligheden ¢ med god
tilneermelse kan bestemmes som sandsynligheden for at fa en veerdi storre end —2 In Qqps
i en y-fordeling med s - 1 frihedsgrader, kort

€= P(Xf_l >-2In Qobs),

og den sandsynlighed er let at bestemme, f.eks. ved hjelp af tabeller over fraktiler i
x*-fordelingen. Antallet af frihedsgrader for —21n Q findes som @ndringen i antallet af
frie parametre: i grundmodellen er der s frie parametre py, ps,. .., ps, under Hy er der
én fri parameter p, derfor bliver der s — 1 frihedsgrader til teststorrelsen.

I eksemplet er —21n Qs = 113.1 og der er fire grupper, dvs. teststorrelsen har tre
frihedsgrader. I en tabel over fraktiler i y>-fordelingen (se f.eks. side 228) ses at veerdien
113.1 er langt storre end 99.5%-fraktilen i y*-fordelingen med tre frihedsgrader, og det
vil sige at testsandsynligheden ¢ er langt mindre end 0.5%. Veerdien 113.1 er altsa sa
stor at der, under forudsatning af at hypotesen er rigtig, kun er en helt mikroskopisk
chance for at fa en endnu sterre veerdi, dvs. 113.1 er en serdeles stor veerdi. Vi ma derfor
forkaste hypotesen H), eller sagt pad en anden made: Der er en signifikant forskel pa de
fire giftkoncentrationer.
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Tabel 3.3 Fordeling efter ken i to Tabel 3.4 Forventet konsfordeling under
projektgrupper. H, i de to projektgrupper.
gruppel gruppe2 ialt gruppel gruppe2 ialt
drenge 2 6 8 drenge 3.2 4.8 8
piger 4 3 7 piger 2.8 4.2 7
ialt 6 9 15 ialt 6 9 15

Som nzvnt er y>-fordelingen kun en approksimation til den rigtige fordeling af
—21In Q. For at approksimationen skal kunne bruges, skal alle de »forventede« antal y;
ognj—7yj, j=12,...,s vere mindst fem. Hvis denne betingelse ikke er opfyldt, kan
man eventuelt udelade de problematiske grupper eller sla nogle af grupperne sammen
pa forhand. Hvis der kun er to grupper i det hele taget, kan man anvende Fishers eksakte
test.

3.3 Det eksakte test i en 2 x 2-tabel

I visse tilfelde er det ikke forsvarligt at anvende y*-approksimationen til fordelingen af
-2In Q, nemlig nér nogle af de »forventede« antal er sma. Vi skal nu omtale hvordan
man kan sammenligne fo binomialfordelinger selv om nogle af de forventede antal er
under fem.

Tag som eksempel en situation hvor man pa grundlag af tallene i tabel 3.3 pa nzeste
side onsker at vurdere om der er signifikant forskel pa kensfordelingen i to projektgrupper.
Ved at efterligne reesonnementerne i begyndelsen af kapitlet kan man né frem til folgende
(forslag til den) statistiske model for disse observationer:

De observerede antal drenge y; = 2 og y, = 6 opfattes som observationer af
stokastiske variable Y; og Y, der er stokastisk uafhaengige og binomialfordelte
med antalsparametre n; = 6 og n, = 9 og ukendte sandsynlighedsparametre

prog pa.

Den til modellen svarende modelfunktion er

Oy p1s p2) = ( ° ) pri(=p)* ( ’ ) Py (- p2)”
! Y2
Maksimaliseringsestimaterne for p; og poerp;=2=%o0gp, =5 =2.
Lad os saette at opgaven er at undersege om der er en signifikant forskel pa kens-
fordelingen i de to grupper, eller modsat at de observerede forskelle ikke er andet end
hvad man kan komme ud for pa grund af tilfeeldigheder. Vi vil derfor teste den statistiske

hypotese Hy : p; = p».
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Problemet

Da vi har at gere med et specialtilfelde af det generelle problem »sammenligning af
binomialfordelinger« der blev behandlet tidligere i kapitlet, kan vi nu blot ga frem efter
opskriften. Maksimaliseringsestimatet for den felles veerdi under Hy af p; og p; er
P = & = 0.53, og de »forventede« antal 3 = mp, n; — 31 = m(1 - p), Y2 = nyp og
ny — 31 = na(1— p) bliver som vist i tabel 3.4. Teststorrelsen —21n Q er dermed

obs. antal
=21 =2 . l-ln——
nQ Z(obs antal-in forv. antal)

2 4 6 3
=2(2In = +4ln-— +6ln— +3In-—) = 1.63.
3.2 2.8 4.8 4.2
Store verdier af —21n Q tyder pé at hypotesen H, ikke holder; for at afgere om 1.63 er
en »stor« veerdi, skal vi bestemme testsandsynligheden ¢, altsa sandsynligheden for at
ta en —21n Q-veaerdi som er storre end 1.63 under forudsatning af at Hy er rigtig, dvs.
€ =Po(-2In Q >1.63). Der geelder at hvis de »forventede antal« alle er mindst fem, sa
er ¢ med god tilnaermelse lig sandsynligheden for at fa en veerdi pa mindst 1.63 i en
x>-fordeling med 1 frihedsgrad. Men i det foreliggende tilfeelde er ingen af de »forventede«
antal over fem, si vi kan ikke ga ud fra at y*-approksimationen er anvendelig.

Et betinget test

Derfor ma man prove at udregne ¢ fra ‘first principles’ Hvis man udtrykker —21n Q ved
¥1 08 ¥, far man (jf. (3.2) pa side 41)
n—-nN

V1
21 ,y2) =2l yiln 2+ (m - y1) In ——L— +
nQ(y1, y2) (yl N (n1=y1) =)

n.

V2 ny—y2
In =2~ + (13— y2) In ——2— |,
iy yZ)nﬂz(l—%))

hvor y. = y1 + y, og n. = n; + n,. Her kan talparret (y;, y,) antage 70 forskellige sat
veerdier svarende til at y; = 0,1,2,...,6 og > = 0,1,2,...,9. Man kan s& udregne
-21n Q for hvert af de 70 mulige udfald og derved bestemme de udfald ( y;, y,) for hvilke
—-21In Q(y1, y2) er mindst 1.63. Man finder at det er de par (1, y2) som er markeret med %
i figur 3.1. Testsandsynligheden ¢ kan derefter findes som summen af sandsynlighederne
f(y1, y2; p, p) for alle udfald (y1, y,) for hvilke —21n Q(y1, y2) > 1.63. Denne fremgangs-
made indeberer som man hurtigt vil erfare, en hel del regnearbejde, men der er ogsa en
komplikation af mere fundamental karakter.

I kapitel 2 testede vi hypoteser gdende ud pa at den eneste ukendte parameter havde
en bestemt pa forhand givet veerdi. Nar en sadan hypotese var rigtig, var der ikke flere
ukendte parametre tilbage i modellen - den slags hypoteser kaldes simple hypoteser. De
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N
0 1 2 3 4 5 6
0 *  x *
1 * ok  x  *
2| % *x  x %
3 % * Kk *
V2 4 | % * *
51« «x *
6| x * x *
71 % * * *
8| x * * %
O * * * % %

Figur 3.1 Talpar (i, y2) for hvilke -21n Q(y1, ¥2) > 1.63 er markeret med *.

hypoteser vi nu har med at gore, er af en anden slags: Der er tale om modeller med
mere end én ukendt parameter, og hypoteserne gar ud pé at nogle af disse parametre er
ens; men selv nar hypotesen er rigtig, er der stadigveek ukendte parametre i modellen. -
Denne slags hypoteser kaldes sammensatte hypoteser.

I det aktuelle hypoteseprgvningsproblem, der altsa handler om en sammensat hypo-
tese, naede vi ovenfor frem til at testsandsynligheden ¢ skulle bestemmes som en sum af
nogle sandsynligheder f(y1, y2; p, p), hvor der summeres over en vis maengde (y1, y2)-er,
og hvor der indgar den falles, men ukendte parameter p. For at beregne ¢ skal vi altsa
kende (den sande veerdi af) den ukendte parameter p! Nu ville leeseren maske nok uden
at blegne indsztte vaerdien af p (som er %) og udregne ¢ pd det grundlag (hvorved man
far e til 27%), men det eendrer ikke ved det principielle problem. Der findes imidlertid
en fremgangsmade ved hjalp af hvilken man helt kan eliminere det fameose p.

Parameteren p er sandsynligheden for at en tilfeeldigt valgt person er en dreng, nar
de to grupper er ens. Den information som observationsmaterialet indeholder om p,
er at der ud af de i alt 15 personer viste sig at veere netop 8 drenge. Man kan nu sige
at det er uinteressant at der netop er 8 (og ikke 7 eller 10) drenge; det interessante er
at de 8 er fordelt med 2 i gruppe 1 og 6 i gruppe 2 . Derfor skal man - sidan siger
et statistisk princip — betragte den betingede fordeling givet at der netop var 8 drenge.
I denne betingede fordeling bliver den oprindelige sammensatte hypotese Hy til en simpel
hypotese. For at se hvordan det gar til, ma vi oversette det netop sagte til matematik.
Modelfunktionen i grundmodellen er som allerede naevnt

6 ) o 9 ) —
f(y1 y2 p1s p2) =( )Pf (1-p)°7” ( )Pg (1-p2)° 7.
1 Y2
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Nar H) er rigtig, har p; og p, den felles vaerdi p, og modelfunktionen bliver sa

fOrysp.p) = (;)pyl(l o) (;2) (1= p)°r

= (6 )( ? ) .p)’1+y2(1 _ p)IS*(}’lﬂ’z).
Yi/\)2

Heraf fremgar at likelihoodfunktionen under Hy er
L(P) = konstant - p%*yz(l _ p)157(y1+y2) ’

dvs. man kan bestemme likelihoodfunktionen (pa neer en konstant faktor), blot man
kender det totale antal drenge y; + y,, man behover ikke kende y; og y, hver for sig.

Det snedige trick er nu at se pa den betingede fordeling af Y; og Y, givetat Y; + Y, = 8,
altsa givet at der er netop 8 drenge i alt; i denne betingede fordeling bliver hypotesen Hy
til en simpel hypotese. For at indse det ma vi finde den betingede fordeling af Y; og Y,
givet at Y + Y, = 8: Ifolge de seedvanlige formler for betingede sandsynligheder er den
betingede sandsynlighed for at Y1 = y; og Y2 = y, givetat Y1 + Y, = 8

P(Yi=y) P(Y2=8-y)
P(Mi=y,Ya=p | Vi+Y,=8)= P(Y;+Y,=8)
0 hvis y; + y, # 8,

hvis y; + y, =8

og udtrykket svarende til tilfeeldet y; + y, = 8 kan videre omskrives saledes (hvor y,
erstattes af y):

PM=y)-P(Y2=8-y)  f(».8-yp1p2)
PO =8) if(z,S—z;pbpz)
(6) pi=p)° (8 ? y) py (1= pa)” )
> (S)pta-poe (0 )pbea-pay e

")
SO

_ oy pr _ p(-pa)
1-pi/ 1-p>  pa(1-p1)

hvor
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Det ses at hvor grundmodellen har to ukendte parametre p; og p», har den betingede
model kun én parameter, nemlig 6. Modelfunktionen i den betingede model er

G)",)”

fi0) =

SO

Af definitionen pa 0 folger at grundmodellens hypotese Hy : p; = p er ensbetydende med

hypotesen Hy : 6 = 1i den betingede model. Den sammensatte hypotese i grundmodellen
er altsa blevet til en simpel hypotese i den betingede model.

Vi kan nu teste hypotesen H ved brug af de seedvanlige principper, og da Hy er en
simpel hypotese, er der ikke nogen principielle problemer. Der foreligger observationen
y = 2; det tilsvarende estimat 8 over 6 er det 6 der maksimaliserer den betingede
likelihoodfunktion L(0) = £(2;80) , dvs. det er losning til d%f(@) = 0. Man finder at
8 = 6(2) = 0.276. Kvotientteststorrelsen for H er

Ly _ L)
L(6(2)) L(0.276)

Q=Q(2)= = 0.468.

Hypotesen forkastes for sma vardier af Q; for at vurdere om om 0.468 er signifikant lille,
skal vi udregne testsandsynligheden &, altsa sandsynligheden (under H) for at fa et y
séledes at Q(y) er mindre end eller lig med 0.468:

e= . fnD).

y:Q(y)<0.468

Bestemmelsen af ¢ er ukompliceret, men noget besveerlig. Af tabel 3.2 ses at de y-er som
giver en Q-veerdi mindre end eller lig Q(2) = 0.468, dvs. de y-er der er mindst lige sa
uforenelige med Hy som y = 2 er, er y-erne 0,1,2, 5, 6, siledes at testsandsynligheden er
e=f(0;1) + f(1;1) + f(21) + f(5:1) + f(651) = 0.315. Der er altsa ca. 31% chance for
at fa et y der passer mindst lige sa darligt som y = 2, nar Hy er rigtig. Man kan derfor
konkludere at der ikke er nogen signifikant uoverensstemmelse mellem hypotesen H, og
det observerede y = 2. Sagt pa en anden made: vi kan ikke forkaste H.

Vi er giet let hen over hvordan man egentlig skal finde talvaerdien af 8 og beregne
veerdier af funktionerne L og f. Grunden hertil er at den just beskrevne metode, som er
den principielt rigtigste, faktisk seedvanligvis ikke bruges. Den er nemlig besveerlig rent
regnemeessigt, safremt man skal regne med handkraft. Det er ganske vist ingen sag at
skrive et lille computerprogram der kan udfere beregningerne, men man bruger alligevel
ofte en regnemeessigt simplere metode som vi nu vil beskrive.
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y Q) f(y1)

0 0002 0.001 03 - .

1 0069 0.034

52 0468  0.196 s

30979 0392 g %%

4 0713 0294

5 0.166 0.078 0.1 4

6 0.006 0.006 H

S ool

0 1 2 3 4 5 6 7 8

1.001

y

Figur 3.2 Tabel over Q(y) og f(y;1), samt pindediagram over f(y;1).

Fishers eksakte test

Nar man tester en statistisk hypotese, udregner man verdien af en vis teststorrelse, ofte
kvotientteststorrelsen Q eller —21In Q; teststorrelsen er et udtryk for hvor godt hypotesen
er forenelig med de foreliggende data. Dernaest bestemmer man testsandsynligheden,
altsa sandsynligheden for at fa et set observationer som er mindst lige sa uforenelige
med hypotesen som de faktiske observationer er. I den metode der nu skal omtales
til losning af det aktuelle testproblem, benytter man ikke Q som teststorrelse, men
derimod sandsynlighedsfunktionen f(-;1) svarende til at hypotesen H er rigtig; det har
blandt andet den fordel at man slipper for at skulle bestemme 8. — Funktionen f(-;1) er

O 0L

fiD) =~ (15)
8

50670

(I ovrigt er funktionen y ~ f(y;1) sandsynlighedsfunktion for en hypergeometrisk

forholdsvis simpel:

(3.3)

fordeling, se opgave 1.7.)

Fishers eksakte test for Hy forlober nu pa folgende made: Vi har observeret y = 2. Vi
skal bestemme de y-er for hvilke f(y;1) < f(2;1). For at gore det udregner vi teelleren i
hojresiden af formel (3.3) for alle de mulige y-er, f.eks. ved brug af Pascals trekant (side 14);
man far da tabel 3.5. Det ses at de y-er som er mere ekstreme end y = 2 (ekstreme i den
forstand at f(y;1) < f(2;1), altsa f(y;1) < 1260/6435) er alle y-erne undtagen y = 3 og
y = 4. Testsandsynligheden er derfor ¢ = 1 - (?(3;1) + 7(4;1)) =1- % = 31%.
Det eksakte test giver saledes (i dette eksempel) preecis samme resultat som det rigtige

betingede test.



3.4 Regnogtegn 49

Tabel 3.5 Hjxlpestorrelser til Fishers eksakte test.

GHs,)
y/ \8-y
1- 9 = 9
6- 36 = 216

15- 84 =1260
20 - 126 =2520

=

NV~ O
—

5- 126 =1890
6- 84 = 504
1- 36 = 36
0 = 0
0 1 = 0

6435

Hvad angar det oprindelige praktiske problem, kan vi i forste omgang konkludere at
H, ma accepteres, dvs. der er ikke nogen signifikant forskel pa kensfordelingen i de to
grupper set fra den betingede models synspunkt. Da man kan sige at det der adskiller den
betingede model og den oprindelige (ubetingede) model, er noget som er uinteressant for
sporgsmalet om ens kensfordeling i de to grupper, kan vi videre konkludere at ogsa H
ma accepteres, dvs. heller ikke fra grundmodellens synspunkt er der nogen signifikant
forskel pa kensfordelingen i de to grupper.

3.4 Regn ogtegn
Sammenligning af binomialfordelinger

Sammenligning af binomialfordelinger kan foretages med R-funktionen prop.test. Det
gennemgdede eksempel kan behandles sddan:
y <- c(43, 50, 47, 48)

n <- c(144, 69, 54, 50)
prop.test (y, n)

hvilket resulterer i

4-sample test for equality of proportions without continuity correction

data: y out of n
X-squared = 101.783, df = 3, p-value < 2.2e-16
alternative hypothesis: two.sided
sample estimates:

prop 1 prop 2 prop 3 prop 4
0.2986111 0.7246377 0.8703704 0.9600000
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De fire veerdier der star som ‘sample estimates, er (P, pa, P3, P4). Teststorrelsen X?
(X-squared) er en approksimation (jf. opgave 3.5) til —21n Q, antallet af frihedsgrader er
df, og testsandsynligheden er p-value.

Den rigtige —21n Q (formel (3.2) side 41) med tilherende testsandsynlighed kan udregnes
sadan:
yhat <- n*sum(y)/sum(n)

testst <- 2xsum( y * log(y/yhat) + (n-y) * log((n-y)/(n-yhat)) )
1 - pchisq(testst, 3) #testsandsynligheden

Fishers eksakte test

Fishers eksakte test udferes med funktionen fisher.test. I det gennemgéede eksempel
kan man skrive

fisher.test(matrix(c(2, 4, 6, 3), nrow=2))

der giver folgende resultat:

Fisher’s Exact Test for Count Data

data: matrix(c(2, 4, 6, 3), nrow = 2)

p-value = 0.3147

alternative hypothesis: true odds ratio is not equal to 1
95 percent confidence interval:

0.01561152 3.31197442

sample estimates:

odds ratio

0.2762995

hvilket viser at testsandsynligheden bliver 0.3147.

3.5 Opgaver

Generelt om opgavebesvarelser

Mange statistikopgaver bestar af et dataseet plus en kort beskrivelse af det eksperiment
eller den indsamlingsproces der frembragte dem, efterfulgt af en lakonisk besked af
typen »Analysér datal« Desuden er der et eller andet (ikke altid lige klart preeciseret)
overordnet spergsmal der skal besvares/belyses pa baggrund af en statistisk analyse af
det foreliggende dataszet.

Selv om man ikke kan (eller ber) give en generel skabelon for udformningen af
besvarelsen af séidanne opgaver, kan det maske vere praktisk med en »huskeliste« med
punkter der ofte skal med i lesningen. Her er en sadan liste:
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1. Beskriv i ord en passende statistisk model. - En passende model er en der dels
kan teenkes at beskrive tallene, dels gor det muligt at besvare det overordnede
sporgsmal.

2. Formulér modellen i matematiksprog.

Estimér parametrene.

. Formulér det overordnede sporgsmal i matematiksprog, og omsaet det til en stati-

W

stisk hypotese.

Estimér eventuelle parametre under hypotesen.

Udregn teststorrelsen (-21n Q) og find den tilsvarende testsandsynlighed.
Vurdér om den statistiske hypotese skal forkastes eller ej.

Find ud af hvad man kan konkludere om det overordnede spgrgsmal.

O P g 7

Formulér konklusionen i ord.

Opgave 3.1 (Afstemning i Lejre)
Ved EF-folkeafstemningen den 2. juni 1992 om Maastricht-traktaten fordelte ja- og nejstemmerne
sig pa folgende méade ved de fem afstemningssteder i Lejre kommune:

Gevninge Herslev Lejre Osted Glim

Antal gyldige ja stemmer 830 194 800 931 448
Antal gyldige nej stemmer 621 151 605 738 344

Kan man pé denne baggrund sige at der er forskel pa holdningen til traktaten i de fem dele af
kommunen?

Opgave 3.2 (Kodkvalitet)

Ved den kedkontrol som foretages af dyrleeger pé slagterier, udferes for visse dyr en bakteriologisk
undersogelse (BU) efter regler fastsatte af veterinaerdirektoratet. Resultatet af undersogelsen kan
for hvert dyr noget forenklet beskrives som »godkendt« eller »kasseret«.

For bl.a. at finde ud af om der var nogen sammenheeng mellem slagteri og resultatet af
BU, undersogte man resultaterne af undersogelserne for 672 dyr der var indsendt til et bestemt
laboratorium fra forskellige slagterier. En stor del af dyrene kom fra to bestemte slagterier kaldet
I og I1. Man fik felgende fordeling efter BU-udfald og slagteri:

slagteri I  slagteriII  ovrige slagterier

godkendt 134 275 146
kasseret 49 41 27

Blandt de diagnoser som kan give anledning til at der udferes BU, var halebid den hyppigst
forekommende. For de 174 dyr som havde diagnose halebid, fik man felgende fordeling:
slagteri I ~ slagteri II  ovrige slagterier

godkendt 30 82 25
kasseret 19 13 5

Analysér data.
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Opgave 3.3 (Kampflyveres bern)

Blandt piloter i luftvabenet siges det at pilot-bern oftere er piger end drenge. - 11961 indsamledes
data om nyfedte bern hvis feedre gjorde tjeneste som piloter i US Airforce, og man inddelte blandt
andet bernene i grupper efter arten af flyvetjeneste som faderen havde haft i den maned hvor
barnet blev undfanget. Det gav denne tabel:

faderens tjeneste var
barnets ken ijagerfly 1itransportfly jordtjeneste

pige 51 14 38
dreng 38 16 46

Undersog om der er hold i pastanden om at pilotfeedre far flere piger end drenge.
I den samme periode var 48.7% af alle nyfedte (i USA) piger. Hvordan harmonerer pilot-
dataene med dette tal?

Opgave 3.4 (Bakterier og forsterrede mandler)
Nogle mennesker er baerere af bakterien Streptococcus pyogenes. For at finde ud af om dette iseer
er tilfeeldet for mennesker med forsterrede mandler, undersggte man nogle bern i alderen 0-15 ar.
I undersogelsen var der 497 bern hvis mandler havde normal storrelse, og af disse bern var de 19
berere af bakterien. Desuden var der 589 bern med noget forsterrede mandler, og heraf var de
29 beerere af bakterien. Endelig var der 293 bern med meget forsterrede mandler, og heraf var de
24 beerere af bakterien.

Tyder disse resultater pa at det iseer er bern med forsterrede mandler der er beerere af
Streptococcus pyogenes?

Opgave 3.5 (En approksimationsformel for -21n Q)
Denne opgave skal opfattes som en udvidelse af opgave 2.8. Formalet er at udlede en approksima-
tion til teststorrelsen —21n Q (formel (3.2) pa side 41).

Betragt funktionen f(y) = yIn(y/y,) hvor y, er en konstant.

L Visat f'(y) =1+In(y/yo) ogat f(y) =1/y.

2. Vis at Taylorudviklingen af f omkring y, er
fG) = fo) + (r=y0) - f' (o) + 3(y = 30)” - f" (30)
)2
= (e yo) + 1Y)

3. Anvend ovennavnte approksimationsformel pa hvert af leddene y;In ? og
J

(nj-y;j)In % ),}f iudtrykket for —21n Q, og vis derved at man kan approksimere —-21n Q
nj=JYj
S (-7’
med den sdkaldte Pearsons X* defineret som X* = ) -2~ (opkaldt efter den

=1 njp(1-p)
engelske videnskabsmand Karl Pearson (1857-1936)).
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MAN HAR MEGET OFTE brug for en type sandsynlighedsfordelinger der kan beskrive
hvordan malinger varierer tilfeeldigt omkring et bestemt niveau, nar det skal vaere sadan
at de faktisk observerede veerdier lige sé godt tilfeeldigvis kan veere lidt over som lidt
under det teoretisk rigtige niveau. For at kunne finde frem til sadanne fordelinger mé vi
precisere lidt ngjere hvad det er der soges:

o Fordelingerne skal benyttes til at beskrive den tilfeeldige variation af malinger
af leengder, masser, koncentrationer osv., altsammen storrelser der méles pa en
kontinuert skala. Forste punkt i problempraeciseringen er derfor: Der soges en
type kontinuerte fordelinger.

o Fordelingerne skal beskrive den tilfeeldige variation omkring et vist niveau. Dette
niveau skal indga som en parameter y, s modelfunktionen skal derfor vaere en
funktion af bade en observationsvariabel x og en parametervariabel y: Modelfunk-
tionen er f(x;u).

o Parameteren y skal beskrive hvor pa tallinjen fordelingen er beliggende, og en
endring af parameterveardien skal svare til en forskydning af sandsynlighedsfor-
delingen hen ad tallinjen uden at fordelingens form i gvrigt @endres. Mere preecist
vil vi antage at fordelingen svarende til parametervaerdien u fas ved at forskyde
fordelingen svarende til parameterveerdien 0 stykket p, dvs.

f(xsu) = f(x—p;0)

hvor u i princippet kan antage alle mulige veerdier. Denne betingelse udtrykker
man ogsa pa den made at y skal vaere en positionsparameter.

o Disse tre betingelser er ikke nok til at fastleegge fordelingen, sa man er nedt til at
stille nogle flere krav. Vi vil stille en statistisk betingelse, en betingelse der handler
om hvordan man skal analysere observationer fra den segte fordeling: Da para-
meteren u skal beskrive det niveau omkring hvilket observationerne fordeler sig,
kan man mene at det ma veere rimeligt at den ukendte parameter u skal estimeres
ved gennemsnittet af observationerne. Da det tillige er et gennemgaende princip
at man altid skal benytte maksimaliseringsestimater, vil vi stille folgende krav:
Maksimaliseringsestimatet for u skal veere gennemsnittet af observationerne.

53
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I neeste afsnit viser vi at disse betingelser forer frem til den sakaldte normalfordeling
med middelveerdiparameter y og variansparameter o2, det vil sige fordelingen med
teethedsfunktion

X, 0'2 = ! (.¢ _l(x_”)z X
s o) = p(2 ) R,

4.1 Udledning af normalfordelingen

I dette afsnit vil vi vise at normalfordelinger er den eneste type kontinuerte fordelinger
péa den reelle akse saledes at fordelingerne er parametriseret med (blandt andet) en
positionsparameter, og siledes at maksimaliseringsestimatet for positionsparameteren er
gennemsnittet af observationerne. Afsnittet er lidt teknisk, og hvis laeseren ikke skulle
veere s interesseret i de matematiske argumenter, kan han/hun roligt springe hen til
punkt 8 pa side 56 med det samme.

1. Modelfunktionen herende til et forsog med én observation betegnes f(x;u).
Modelfunktionen svarende til et forsog med n observationer xj, x5, ..., x, er da

[ f(xis ), sa likelihoodfunktionen er L(p) = [ | f(xis ).
i=1 i=1
2. Da der skal veere tale om en positionsparameter, mé der geelde at

flesp) = fx—w0) = folx—u),

hvor fy er brugt som en kort betegnelse for f( -;0). Likelihoodfunktionen kan der-

for skrives som L(p) = [ | fo(xi — ), og log-likelihoodfunktionen er tilsvarende
i=1

InL(p) = ilnfo(xi - ).

3. Vihar stillet som krav at In L skal antage sin maksimale veerdi i punktet 4 = X. Hvis
vi desuden gar ud fra at f; og dermed ogsa In L er en paen differentiabel funktion,
s& er den afledede (In L)’ lig 0 i dette maksimumspunkt, altsa

(InL)(%) = 0.

4. Afudtrykket for In L fas

(InL)"(u) =

n
i=1

(Info) (xi— ) = zg< ),
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hvor g er en kort betegnelse for —(In f)’. Kravet om at maksimaliseringsestima-
tet skal veere lig gennemsnittet X, betyder derfor at funktionen g skal opfylde
betingelsen

ig(xi -X)=0. (4.1)
i=1

5. Fidusen er nu at formel (4.1) skal geelde for alle valg af x;, x5, . . ., x,, og ved at
indseette nogle tilpas snedigt valgte x-er kan man fa at vide hvordan funktionen g
nedvendigvis ma se ud.

a) Ved at veelge n = 2 og x, = —x; = y (hvorved X = 0) fas af formel (4.1) at
g(=y) +g(y) =0, dvs.
g(-y)=-¢(y) (4.2)

for vilkarligt y. Specielt er g(0) = 0.

b) Ved at valge n = k +1o0glade de k forste x-er veere ens og lade gennemsnittet
vaere 0, mere preecist ved at vaelge x; = x5 = -+ = x, = —y 0g x4 = ky, fas at
kg(-y) + g(k y) =0, der ved brug af formel (4.2) kan formuleres som

g(k-y)=k-g(y) (4.3)

gaeldende for vilkarligt y og k = 1,2,3, ... . Ved at bruge formel (4.2) endnu
en gang kan man nu slutte at formel (4.3) geelder for vilkarlige reelle tal y og
for vilkarlige hele tal k.
c) Iformel (4.3) kan vi veelge y = % hvor j og k er heltal. Derved fas at g(j) =
k() dvs.atg(§) = £ 8(j)-
Men vi kan ogsa veelge y = 1 og k = j i formel (4.3), og derved far vi
g(j) =jg(1). Altialt er dermed g( %) = E £(1), hvilket vi formulerer sadan:

gy)=y-g1)=¢g1)-y (4.4)

for alle rationale tal y.
Medmindre g skal vare en ganske overordentlig useedvanlig funktion, er det saidan
at nar formel (4.4) geelder for alle rationale tal y, sa gaelder den ogsa for alle reelle
tal y. Vi vil gé ud fra at formel (4.4) geelder for alle y, og vi er altsé sa ndet frem til
at funktionen g er en almindelig linezer funktion:

g(x)=cx

for en passende valgt konstant c.
6. Da g blot var en kort betegnelse for funktionen —(In f;)’, kan vi dernaest finde fy:
Hvis —(In fo)'(x) = cx, sé er

In fo(x) = -3¢ x* + konstant,
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dvs.
fo(x) = konstant - exp(—%c x?).
7. Denne funktion f, skal veere en sandsynlighedstaethed, hvilket vil sige at den skal
vaere ikke-negativ og integrere til 1, altsa f " fo(x)dx = 1. For at dette sidste skal

kunne lade sig gore, ma konstanten ¢ ngdvendigvis veere positiv; traditionen tro
omdeber vi ¢ til 1/0* hvorved teethedsfunktionen far udseendet

2
fO(X) = konstant - exp(_%x_z).
o

Den betingelse at f; skal integrere til 1, fastleegger konstanten; man kan vise at den
skal veere 1/v/2m02. Det betyder at

1 |6
)= s (45

og dermed

1 L (x = 2
fleu) = fo(x—p) = Wexp(—z%).

8. Det oprindelige problem bestod i at finde en type fordelinger hvor der indgik en
positionsparameter p. 1 den fundne lesning optraeder imidlertid ogsa sterrelsen
02, der er kommet ind i billedet som en integrationskonstant. Denne storrelse
udnzaevner vi til en parameter, og samtidig omdebes f(x; ¢) til f(x; y, 0°):

. 2y _ 1 1 (x— #)2
f(.X> u,o ) = —W exp(—ET .
Der gelder at for ethvert valg af u € R og ¢ > 0 er dette en sandsynlighedstzet-
hedsfunktion, nemlig for normalfordelingen med positionsparameter (eller middel-
veerdiparameter) y og kvadratisk skalaparameter (eller variansparameter) o>.

Resultatet af ovenstdende udledninger er saledes at hvis vi er pa jagt efter en type kon-
tinuerte sandsynlighedsfordelinger hvor der optraeder en positionsparameter, og hvis
vi forlanger at denne positionsparameter skal estimeres ved gennemsnittet af observa-
tionerne, sd er normalfordelinger den eneste type fordelinger der kan komme pa tale.
(Strengt taget har vi ikke vist at normalfordelingerne faktisk har den gnskede egenskab,
men det kommer i det folgende.)

Normalfordelinger kaldes ogséd Gauf3-fordelinger. Karl Friedrich Gauf3 (1777-1855)
benyttede normalfordelinger til at beskrive bl.a. astronomiske malingers tilfeeldige afvi-
gelser fra den sande verdi. I vaerket Theoria Motus Corporum Coelestium in Sectionibus
Conicus Arbientium (dvs. Teori om de himmelske legemers bevagelser i keglesnit om-
kring solen) argumenterede han for normalfordelingen pa en made der meget ligner den
der er benyttet i det foregaende.
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0.5

0.4 —

0.3

0.2

0.1

0.0

Figur 4.1 Twethedsfunktioner for normalfordelinger med middelveerdi 0 og varians hhv. 0.5 (den
spidseste kurve), 1, 2, 4 og 8 (den fladeste kurve).

4.2 Egenskaber ved normalfordelingen

Her gives en oversigt (uden beviser) over forskellige egenskaber ved normalfordelingen:

a. Normalfordelingen med parametre y og 0%, kort N'(y, 0*)-fordelingen, er den sand-
synlighedsfordeling pa den reelle talakse R som har teethedsfunktionen

AN N (R G N
f(x,#’ff)—m p(2 g )

Her kan parameteren y vere et vilkarligt reelt tal og parameteren o? et vilkarligt

positivt tal.
b. Parameteren y er en positionsparameter, dvs. hvis X er N'(u, 0*)-fordelt og a en
konstant, sa vil a + X veere N'(a + 78 02)—f0rdelt.
Desuden er y middelveerdien i N'(y, 0*)-fordelingen.
Endvidere er y medianen i N'(u, 0*)-fordelingen (dvs. den ene halvdel af sand-
synlighedsmassen ligger til venstre for 4 og den anden halvdel til hojre for y).
c. Parameteren o er en kvadratisk skalaparameter, hvilket vil sige at hvis X er N'(0, 0%)-
fordelt og b en konstant, sa vil bX veere N (0, bzaz)-fordelt.
Desuden er o variansen i N'(y, 0*)-fordelingen, og dermed er o standardafvigel-
sen i N'(u, 0%)-fordelingen.
Undertiden kaldes 1/0? for preecisionen i fordelingen, fordi 1/0 er et udtryk for
hvor sneevert fordelingen er koncentreret om sin middelverdi.
d. Hvis X er N'(u, 0%)-fordelt, sa vil a + bX vaere N'(a + by, b*o*)-fordelt; her betegner
a og b konstanter.
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e. N(0,1)-fordelingen kaldes undertiden standardnormalfordelingen. Dens taetheds-
funktion betegnes ofte ¢:

exp(—%xz), x €R.

1
p(x) = VT

Dens kumulerede fordelingsfunktion betegnes tilsvarende @, dvs. ®(x) er sandsyn-
ligheden for at en N'(0,1)-variabel er mindre end eller lig x:

X 1 X
@x:/ udu:—f exp(-3u?) du.
()= [ owdu=—= [ ew(-bu)
f. En N (y, 0%)-variabel har teethedsfunktion

o go(5)

og kumuleret fordelingsfunktion

x»—>CD<x;”).

g. Hvis « er et tal mellem 0 og 1 sd har ligningen ®(u) = « netop én losning, nemlig
a-fraktilen u, i standardnormalfordelingen.
Ved at leegge fem til fraktilerne fas de sakaldte probits (dvs. probability units):

probit(a) = uy + 5.

I statistiske tabelveerker findes tabeller over ®(u) og over fraktilerne u, eller u, + 5.

4.3 Regn og tegn

R-funktionen dnorm udregner veerdier af teethedsfunktionen for en normalfordeling med
given middelveerdi (mean) og standardafvigelse (sd). Ved hjelp heraf kan teethedsfunk-
tionen for normalfordelingen med parametre u = 0 og varians o = 3, dvs. funktionen

X > %q)(%), tegnes sddan:

x <- seq(-6, 6, by=0.1) #talfolge fra —6 til 6 med step pd 0.1

plot(x, dnorm(x, mean=0, sd=sqrt(3)), type="1", las=1, ylab="")
R-funktionen pnorm udregner verdier af den kumulerede fordelingsfunktion for en
normalfordeling med given middelveerdi (mean) og standardafvigelse (sd). Ved hjalp
heraf kan den kumulerede fordelingsfunktion for normalfordelingen med middelverdi
0 og varians 3 tegnes sadan (med det samme x som ovenfor):

plot(x, pnorm(x, mean=0, sd=sqrt(3)), type="1", las=1, ylab="")



4.4 Opgaver 59

4.4

Opgaver

Opgave 4.1
Diskutér om det vil veere rimeligt at benytte normalfordelingsmodeller (med uathaengige obser-
vationer) i de situationer der kort antydes her:

L

i

Bredden af kraniet pé 20 toarige gronlandske sneharer fanget ved Sendre Stromfjord en
bestemt sommer.

Vindstyrken kl. 12 pa en bestemt lokalitet p& 50 pa hinanden felgende dage.

3. Vaegten af 100 tilfeeldigt udvalgte sild landet i Gilleleje en bestemt dag.

b

® 9 o v

o

10.

Koncentrationen af NO, kl. 16.30 ved Nerreport Station hver dag i november maned.
Hostudbyttet pa hver af 10 forsogsparceller (2 500 m?) med en ny sort vinterbyg.
Veegten af leveren i 27 fem uger gamle forspgsmus.

Antal nye AIDS-tilfeelde i Danmark i hver af 12 pa hinanden folgende maneder.
Antal nye leukeemi-tilfeelde i Danmark i hver af 12 pa hinanden folgende méneder.
Levetiden af 50 elektriske 40W peerer af samme fabrikat.

Det érlige antal trafikulykker i Kebenhavn og Frederiksberg kommuner hvor cyklister er
indblandet, for hvert af arene 1990-2000.

Opgave 4.2
Los ved hjelp af passende computerprogrammer og/eller tabeller folgende delopgaver:

L.
2.
3.

Find 25%-fraktilen i standardnormalfordelingen.
Find 75%-fraktilen i standardnormalfordelingen.

Find et interval af formen [-x, x| som indeholder 50% af sandsynlighedsmassen i stan-
dardnormalfordelingen.

Find et interval af formen [-x, x| som indeholder 95% af sandsynlighedsmassen i stan-
dardnormalfordelingen.

. Hvor stor en del af sandsynlighedsmassen i standardnormalfordelingen er indeholdt i

intervallet [-1,1] ?

Opgave 4.3
Las ved hjelp af passende tabeller folgende delopgaver:

1.
2.
3.

Udtryk 25%-fraktilen i normalfordelingen NV (y, 6*) ved p og o?.
Udtryk 75%-fraktilen i normalfordelingen N (u, 0*) ved u og o*.

Angiv et interval af formen [y — x, y + x] som indeholder 50% af sandsynlighedsmassen i
normalfordelingen N (u, 0%).

Angiv et interval af formen [y — x, g + x] som indeholder 95% af sandsynlighedsmassen i
normalfordelingen N (y, 0%).
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5. Hvor stor en del af sandsynlighedsmassen i normalfordelingen A/ (y, o) er indeholdt i
intervallet [y — o, + 0] ?

Tip: Udnyt eventuelt opgave 4.2

Opgave 4.4
Generelt er en a-fraktil i en fordeling et tal x, med den egenskab at brekdelen « af fordelingen
ligger til venstre for x,.

Find a-fraktilen x, i N'(y, 0*)-fordelingen udtrykt ved y, 0* og ved a-fraktilen u, i den
normerede normalfordeling.
Tip: Veerdien af den kumulerede fordelingsfunktion (for A"(p, 0%)) udregnet i x,, skal vere lig a.
Den kumulerede fordelingsfunktion kan udtrykkes ved ©.



5 Enstikpreveproblemet i
normalfordelingen

NORMALFORDELINGEN FREMKOM i kapitel 4 som resultatet af jagten pa en fordeling
hvor positionsparameteren estimeres ved gennemsnittet af observationerne. Vi mangler
imidlertid at gore rede for at normalfordelingen faktisk har den gnskede egenskab, men
det vil ske i indevaerende kapitel som led i behandlingen af »enstikprgveproblemet i
normalfordelingen«.

Enstikproveproblemet i normalfordelingen handler om en enkelt stikprove, altsa et
antal uafhzngige observationer y, y, .. ., y, fra en bestemt A'(y, 0)-fordeling. Para-
metrene y og o> er ukendte, og problemet er at bestemme estimater over dem og maske
teste hypoteser om dem. En anden side af sagen er modelkontrolproblemet, dvs. sporgsma-
let om hvordan man vurderer om observationerne nu ogsa med rimelighed kan beskrives
som varende normalfordelte.

Eksempel 5.1 (Lysets hastighed)

I drene 1880-82 foretog den amerikanske fysiker Albert Abraham Michelson og den amerikanske
matematiker og astronom Simon Newcomb en raekke efter den tids forhold temmelig nojagtige
bestemmelser af lysets hastighed i luft [15]. Deres metoder var baseret pa Foucaults idé med at
sende en lysstrale fra et hurtigtroterende spejl hen pé et fjernt fast spejl som returnerer lysstralen til
det roterende, hvor man méler dens vinkelforskydning i forhold til den oprindelige lysstrale. Hvis
man kender rotationshastigheden samt afstanden mellem spejlene, kan man derved bestemme
lyshastigheden.

I tabel 5.1 pé side 63 er vist resultaterne af de 66 malinger som Newcomb foretog i perioden
24. juli til 5. september 1882 i Washington, D.C. I Newcombs opstilling var der 3721 m mellem det
roterende spejl der var placeret i Fort Myer pa vestbredden af Potomac-floden, og det faste spejl
der var anbragt pa George Washington-monumentets fundament. Den storrelse som Newcomb
rapporterer, er lysets passagetid, altsa den tid som det er om at tilbagelaegge den pagaeldende
afstand.

Af de 66 veerdier i tabel 5.1 skiller to sig ud, nemlig —44 og —2, der synes at veere »outliers,
altsa tal der tilsyneladende ligger for langt vaek fra flertallet af observationerne. Det er altid et
vanskeligt spergsmal at afgere om det er forsvarligt at se bort fra outliere. I analysen af tallene i
tabel 5.1 vil vi vaelge at se bort fra de to naevnte observationer siledes at vi kun har at gore med 64
observationer.

I den generelle situation foreligger der storrelser yy, y», ..., y, der antages at veere observe-
rede verdier af stokastiske variable Y1, Y2, ..., Y, som er uathengige identisk N (y, 02)—
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fordelte; her er y og 0* ukendte parametre. Modelfunktionen er

Fb Y2 ym i 0%) = H — exp(_%w)

o2
. (5.1)
— ( 1 ) exp(—i i( L )2)
/27_[0,2 202 = y] U .
Likelihoodfunktionen svarende til observationerne y, y», ..., y, er derfor
1 n
L(u, %) = konstant - (o) "2 exp(—ﬁ Y- //1)2). (5.2)
o4 4
j=1

5.1 Estimation af y og o2

Vi vil bestemme maksimaliseringsestimaterne for u og o2. Af udtrykket for likelihood-
funktionen ses at uanset hvilken veerdi o matte have, s er den bedste p-veerdi, altsa
den p-veerdi som maksimaliserer y ~ L(u, 0%), den verdi som minimaliserer kvadrats-

n
ummen »_(y; - 1#)?. Ved at benytte formlen for kvadratet pa en toleddet storrelse kan
=
kvadratsummen omskrives pa folgende made hvor y betegner gennemsnittet af y-erne:

S 0i-w= Y7+ G-w)’
j=1

un

.

M=

> (=3 +20 = NG -w) + G- 1))

.
I
—

M:

yf+zz DG+ NG )
j=1

.
]
—_

> (=) +20( - #)Z(yj )+n(y-u)

Sl

(yj=7) +n(y-u)

-
Il
—

altsa

i -u)? —Z(y; ¥)?+n(y-u)’. (5.3)

j=1
Heraf ses at kvadratsummen er mmdst netop nar y er lig med y. Derfor er maksimalise-
ringsestimatet for y faktisk gennemsnittet af observationerne,

=y,
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Tabel 5.1 Newcombs bestemmelser af lysets passagetid af en straekning pa 7442 m (fra [21]).
Tabelveerdierne x107° + 24.8 er passagetiden i 107 sek.

28 26 33 24 34 36 26 30 22 36 23
27 16 40 29 22 27 27 28 27 31 27
24 21 25 30 23 29 26 33 206 32 24
31 19 24 20 36 32 39 28 24 32 25
-2 3 28 25 21 28 29 29 27 28 29
-44 37 25 28 26 30 32 16 23 32 25

sdledes som det jo ogsa var tanken at det skulle veere.
Herefter kan man bestemme maksimaliseringsestimatet 3 for 0 som maksimum-
spunktet for funktionen o ~ L(¥, 0%), og man finder at

o 1 —
== (-
n ]:1
Imidlertid benytter man som regel ikke dette estimat over g2, men derimod
1 & —
R % (5.4
n-1

hvor divisoren (n — 1) i denne forbindelse kaldes for antallet af frihedsgrader for varian-
sestimatet s2.

Eksempel 5.2 (Lysets hastighed, fortsat)

Hvis vi gar ud fra at de 64 positive veerdier i tabel 5.1 kan betragtes som observationer fra en og
samme normalfordeling, sa skal denne normalfordelings middelveerdi estimeres til y = 27.75
og dens varians til s* = 25.8 med 63 frihedsgrader. Det betyder at passagetidens middelverdi
estimeres til (27.75x 107> +24.8) x 10 sek = 24.828 x 10 sek og passagetidens varians estimeres
til 25.8 x (1073 x 10 ®sek)? = 25.8 x 107 (10 sek)? med 63 frihedsgrader, dvs. standardafvigelsen

estimeres til v/25.8 x 10-6107%sek = 0.005 x 10~ ®sek.

Beregningstips og -tricks
Nar man skal udregne en konkret s>-verdi, kan man naturligvis bare indsztte talvar-
dierne i formel (5.4), det vil sige forst udregne gennemsnittet y, sa trackke det fra alle
yj-erne og kvadrere og summere, og til sidst dividere med »n — 1. Hvis man regner med
handkraft/lommeregner, er det imidlertid ofte en fordel at udnytte at summen af de
kvadratiske afvigelser kan omskrives pa folgende made:
n n n n 1 n 2
Y= =2 -2+ F ) = Xy -y = 2y - —(Z yj) . 63
— ;

j j=1 j=1

-
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Summen af de kvadratiske afvigelser kan altsd udregnes ved at man forst finder summen og
summen af kvadraterne af observationerne og sa indseatter dem i ovenstaende forholdsvis
simple formel. - Mange lommeregnere har en »statistikknap« (£+) der gor det let at
udregne ¥ og s>. Lommeregneren benytter tre hukommelsesregistre hvor den gemmer
henholdsvis 7, Y° y og 3 y*. Nar man indtaster et tal og trykker pa Z+-tasten, opdateres
de tre registre; til sidst trykker man pa nogle passende taster, og lommeregneren udregner
ysom ¥ y/n og s* ved hjelp af formel (5.5). Bemaerk dog at metoden er temmelig folsom
over for afrundingsfejl fordi den ender med at man skal traekke to ofte meget store positive
tal fra hinanden.

Vi illustrerer metoden med et eksempel der samtidig omtaler endnu et par smarte
tricks. Betragt folgende (konstruerede!) talmateriale:

y1=59837021  ys=59837028
y,=59837023  ye=59837023
y3=59837022  y;=59837025
4 =59837021

Nar vi her skal udregne gennemsnittet y af y;-erne, er det smart at indfere et sakaldt
beregningsnulpunkt g, f.eks. a = 59837020, og sa udregne y som a + y — a. Med det
omtalte valgaf a bliver y=a = (1+3+2+1+8+3+5)/7 = £ =32 »3.29, og dermed
y =59837023.29.

Summen af de kvadratiske afvigelser eendres ikke nar man traekker det samme tal a fra
alle y;-erne (fordi det netop drejer sig om afvigelser). Ved beregningen kan vi derfor lade
som om observationerne er tallene y; — a, altsd 1,3, 2,1, 8, 3, 5 summen af disse tal fandt
vi ovenfor til 23, og summen af deres kvadrater er 1+9+4+1+64+9+25 = 113 sa summen
af de kvadratiske afvigelser (af y;-erne eller af y; — a-erne) er 113 — % -23% = 37% ~ 37.43;
endelig er sa s* = % -37% = 6% ~ 6.24.

Men hvad nu hvis observationerne havde veret f.eks. 10° gange mindre:

y1=59.837021  ys=59.837028
y,=59.837023  ye=59.837023
y3=59.837022  y;=59.837025
y4=59.837021

Sa ville gennemsnittet ligeledes vzere blevet 10° gange mindre, og s* ville veere blevet
10% - 10° = 10'? gange mindre, altsd ¥ = 59.83702329 og s = 6.24 x 10712,

Hvorfor benyttes s ?

Det kan der argumenteres for pa forskellige méader. Det lettest hdndterlige og forstaelige argument
er at s* (i modsatning til 5%) er en central estimator over o2, hvilket vil sige at middelveerdien af
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den stokastiske variabel s* er lig 02, altsa Es? = o2, siledes at estimatoren »i middel« rammer
den rigtige veerdi.

BEVIS FOR AT s? ER CENTRAL:
Antagat Yy, Ys,..., Y, er uatheengige V' (y, 62)-variable. Der gelder at

(Y= F) = (Y - )+ 20 - ) (u = V) + (u - ¥)?) = 2<Y W) - n(Y - )
j=1

1

Ved at tage middelveerdi fas (idet vi undervejs benytter at E(Y) = p og Var(Y) = o*/n):

™=

Ed(Y;-Y) = ZE(Y 1)* = nE(Y - u)? =nVar(Y;) - nVar(Y) = (n-1)0?,

1 j=1

J

dvs.EsZ:E(nl Z(Y Y)) o’ O

j=1

Mod dette argument kan man indvende at det er baseret pa et nyt princip (princippet om
centrale estimatorer) der tilsyneladende blot er hentet ind pa scenen til denne lejlighed. Hvis
likelihoodmetoden virkelig skal veere noget der er veerd at beskeeftige sig med, sd burde man
kunne basere sin argumentation udelukkende p& den. Det kan man ogsa til en vis grad, og det
skal nu antydes hvordan.

De to parametre y og ¢ i normalfordelingen opfattes seedvanligvis ikke som varende
ligestillede. Man plejer at teenke pa middelveerdiparameteren g som den primaere, da den jo
beskriver den systematiske variation, nemlig det niveau hvorom observationerne fordeler sig,
hvorimod variansparameteren 0% der »kun« beskriver den tilfeeldige variation, kommer i anden
raekke. Som en konsekvens heraf kan man mene at man ikke skal estimere de to parametre
samtidigt, men at man forst skal estimere y og derneest o*. Man skal derfor til estimationen af o
kun benytte det der er tilbage af (informationen i) talmaterialet efter at man har estimeret .

Hvis der eksempelvis foreligger de fem observationer 3.2,5.7,2.1,7.4, 3.1 som tenkes at stam-
me fraen NV (y, 62)-fordeling, s estimeres forst den »vaesentlige« parameter y ved gennemsnittet
(3.2+5.7+2.1+7.4+3.1)/5=21.5/5 = 4.3. Dernast skal man estimere o2 der skal beskrive den
tilfeeldige variation omkring niveauet 4.3. Da det nu kan siges at veere givet at de fem verdier skal
have gennemsnit 4.3, dvs. at de fem afvigelser fra gennemsnittet skal summere til 0, sa er der pa
sin vis kun fire forskellige afvigelser. Nar man skal estimere variansen (der jo er den forventede
kvadratiske afvigelse af en observation fra middelveerdien), bliver det derfor som summen af de
kvadratiske afvigelser divideret med fire:

((32-43)2+(57-43)>+(2.1-43)>+ (7.4 -43)" + (3.1-4.3)%) /4
= ((-11)* +1.4% + (-2.2)* + 3.1 + (-1.2)*) /4 = 19.08/4 = 4.77 .

Man siger at der er fire frihedsgrader, fordi nar det er fikseret at de fem observationer skal have
et bestemt gennemsnit (f.eks. 4.3), sa kan man frit veelge netop fire af de fem afvigelser fra
gennemsnittet.

Ovenstéende argument for at dividere summen af de kvadratiske afvigelser med (n — 1)
i stedet for med n kan jo roligt siges at vaere noget lost og upreecist, men det kan faktisk godt
preciseres. Det forhold at variansparameteren o2 tzenkes at spille en underordnet rolle i forhold
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til middelveerdiparameteren y, og at dette skal afspejles i den made parametrene skal estimeres
pa, kan formaliseres pé folgende made: Man skal forst estimere y pa saedvanlig made, men
dernzest skal man estimere o2 i den betingede model, hvor man betinger med 7, altsd med .
Estimatet over o skal veere maximum likelihood estimatet, men man skal vel at maerke benytte
likelihoodfunktionen svarende til den betingede fordeling af Vi, Y2,..., Y, givet at Y er lig 7.
Hvis det skal ga bare nogenlunde matematisk korrekt til, er det ikke noget simpelt problem at
bestemme denne betingede fordeling — det skyldes at der er tale om kontinuerte fordelinger.
Men hvis man i al naivitet regner med at der gaelder nogenlunde det samme som for diskrete
fordelinger, blot med taethedsfunktioner i stedet for sandsynlighedsfunktioner, s& skulle den
betingede teethedsfunktion veere

teethedsfunktionen for Y, Y5,..., Y,
teethedsfunktionen for Y

DaY,Ys,..., Y, eruathengige N (u, 0*)-variable, vil gennemsnittet Y veere N (p, 0% /n)-fordelt.
Derfor bliver den betingede teethedsfunktion

1 " 1 & 2
(\/27102) .exp(_z"z;(%_ﬂ) ) 2y=(n-1)/2 1§ 7)?
; (_1 (y—y)z) = konstant - () eXp(—w;(Yj -7) )

——ex
\/2na?[n 2 o%n

Opfattet som funktion af 0% er dette den (betingede) likelihoodfunktion der skal benyttes ved

estimation af o2, Denne funktion antager sit maksimum netop nar o = s?, s i den betingede

1 _ .
model er storrelsen s* = — Y (yj- 7)? altsa maximum likelihood estimatet over 0.
n-15%
j=1

5.2 Test af hypotese om middelvardien

Man er undertiden interesseret i at undersege om de foreliggende data er forenelige med
en antagelse om at den teoretiske middelveerdi ¢ har en bestemt veerdi (f.eks. 0). Mere
formelt ensker man at teste den statistiske hypotese Hy : g = po, hvor yg er et kendt tal.

Hypoteser om parametre i normalfordelinger testes principielt pa samme made som
alle andre statistiske hypoteser, nemlig ved brug af et kvotienttest der sammenligner
likelihoodfunktionens maksimale vaerdi under hypotesen med den maksimale vaerdi
overhovedet under den givne model. Likelihoodfunktionen er givet i formel (5.2) pa
side 62, og dens maksimale veerdi er L(¥,5?). Under Hy er likelihoodfunktionen

Lo(0?) = L(po, 0°)

og den antager sin maksimumsverdi nar o2 er lig med

o 1Y
== > (yj- po)™
n ‘5
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Kvotientteststorrelsen bliver derfor

Zn:(yj - o)’ i(yj -7’
j=1 j=1

252 202

L(p0,5%) (32\™°

—n/2 -n/2

i(yj - o)’
j=1

P2 )

(-7
j=1

i(yj - o)’
s
> (yi=7)
=1

Her omskrives kvadratsummen i teelleren ved hjelp af formel (5.3) pa side 62 (med p
erstattet af y), og man far

! 2 2 s 2
> (=3 +n(y - o) o
Q-] Ny, 2O -p0)”

Zn:(yj -7)? > (=)
j=1

=1
(. nG-w)*\ S
() s

Storrelsen (¥ — po)/+/s?/n plejer man at betegne ¢,

)~ ko

Vi n

t:

og med denne betegnelse har vi at

t2 7n/2
Q=(1+ ) .
n-1

Sma verdier af Q tyder pa at hypotesen H ikke er forenelig med data, og det ses at sma

Q-verdier er ensbetydende med t-veerdier langt fra 0, dvs. med store |¢|-verdier. Man
kan derfor benytte t som teststorrelse i stedet for Q, hvilket er praktisk da ¢ er lettere at
beregne end Q. - Undertiden kaldes ¢-teststorrelsen for Students t, fordi W.S. Gosset, der
skrev den forste artikel om ¢-testet, [22], skrev under pseudonymet ‘Student’

Bemaerk at ¢-teststorrelsen ogsa ud fra en umiddelbar betragtning forekommer at
veere en fornuftig teststorrelse, idet den maler afvigelsen y — o mellem den observerede
og den teoretiske middelveerdi i forhold til m som er den estimerede middelfejl pa
pa y (dvs. standardafvigelsen pa y).
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Nar man har udregnet veerdien af teststorrelsen ¢, er neeste skridt i testproceduren at
bestemme testsandsynligheden, altsa sandsynligheden for at f4 en mere ekstrem veerdi af
teststorrelsen end den faktisk opnaede, forudsat at hypotesen Hy er rigtig. En matematisk
seetning forteeller at nar H er rigtig, sa folger t-storrelsen en bestemt fordeling, nemlig
den sakaldte ¢-fordeling med f = n — 1 frihedsgrader; frihedsgradsantallet i ¢-fordelingen
arves fra frihedsgradsantallet for variansestimatet s* i nevneren. (Fordelingen af ¢ af-
haenger hverken af y eller af 0% (forudsat at Hy er er rigtig), og det er bekvemt da vi jo
ikke kender de nejagtige veerdier heraf.)

I statistiske tabelvaerker kan man finde tabeller over fraktiler i t-fordelingen, og ved
hjeelp af sadanne tabeller er det let at bestemme testsandsynligheder i ¢-testet. Man skal
dog vaere opmarksom pa at en »mere ekstrem ¢-veerdi« i de fleste tilfeelde vil sige en
t-veerdi séledes at |t| > |tops|, dvs. enten t > |toys| eller £ < —|tops|. Man forkaster altsa
hypotesen bade nar ¢, er meget stor og nar den er meget lille. Der geelder at ¢-fordelingen
er symmetrisk omkring 0; derfor er Py(# > |fobs|) = Po(t < —|fobs|) 0g dermed

Po(|t] > [tobs|) = 2 Po(t > |tobs|)-

Det netop beskrevne test er et tosidet test; i modsetning hertil opererer et ensidet test
med at de »ekstreme« afvigelser kun kan vaere til den ene side, f.eks. den positive, sé at
man kun forkaster hvis den observerede t-veerdi er meget stor.

Eksempel 5.3 (Lysets hastighed, fortsat)

I vore dage er en meter pr. definition den streekning som lyset i vacuum gennemlgber pé
1/299792 458 sekund, hvoraf felger at lysets hastighed er 299792 458 meter pr. sekund. Med
denne hastighed vil lyset veere 7, = 2.48238 x 10> sekunder om at tilbagelaegge straekningen pa
de 7442 meter. Storrelsen T, svarer til en tabelveerdi pa ((7o x 10°) — 24.8) x 10° = 23.8, sa det
ville veere interessant at undersege om de foreliggende data er forenelige med hypotesen om at
den ukendte middelveerdi y har veerdien y = 23.8. Derfor vil vi teste den statistiske hypotese
Hy : p = 23.8. Vi har tidligere fundet at y = 27.75 og s* = 25.8, s t-teststorrelsen er

27.75-23.8
f=—F———=6.2

\/25.8/64

Da der ikke er nogen grund til at tro at der kun skulle kunne forekomme afvigelser i én retning,
skal testet vaere tosidet. Testsandsynligheden er derfor sandsynligheden for at fa ¢-veerdier som
enten er storre end 6.2 eller mindre end —6.2. Ved tabelopslag kan man finde at i ¢-fordelingen med
63 frihedsgrader er 99.95%-fraktilen lidt over 3.4, dvs. der mindre end 0.05% sandsynlighed for
at f4 en veerdi som er storre end 6.2, og testsandsynligheden er dermed mindre 2 x 0.05% = 0.1%.
En sa lille testsandsynlighed betyder at man ma forkaste hypotesen. Newcombs malinger af lysets
passagetid stemmer altsa ikke overens med hvad vi i dag ved om lysets hastighed.

5.3 Histogrammer og fraktildiagrammer

For at fa en idé om normalfordelingsmodellens rimelighed kan man tegne histogrammer
og fraktildiagrammer.
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Histogrammer

Et histogram over et szt observationer y, y», ..., y, fas pa folgende made:

1. Inddel observationsaksen i et antal delintervaller, gerne lige store, sadan at der
ikke er nogen observationer i intervalendepunkterne.

2. Teel op hvor mange observationer der er i hvert interval.

3. Tegn rektangler hvis grundflader er delintervallerne, og hvis arealer er lig med den
brekdel af observationerne som ligger inden for det pagaldende delinterval. (Hvis
der er a observationer i et interval af leengde [, skal rektanglets hojde vere a/nl.)

4. Histogrammet skal ligne taethedsfunktionen for den formodede sandsynlighedsfor-
deling (en normalfordeling). Det er derfor en god idé at indtegne den estimerede
fordelings teethedsfunktion i samme figur som histogrammet, se figur 5.1.

Ved udarbejdelsen af et histogram kan det veere lidt af et kunststykke at veelge den rigtige
intervalinddeling saledes at fluktuationerne bliver passende udglattet uden at teethedens
form bliver alt for udjevnet. Hvis intervallerne er for korte, bliver fluktuationerne ikke
udglattet nok, er de for lange, sker der en for stor udjaevning af teethedens form.

Man kan godt give en lidt mere formel opskrift pa et histogram over et saet observa-
tioner yi1, y2,..., ¥u:

1. I det omrade hvor observationerne falder, valges delepunkter (der som regel bor
veere ekvidistante) xo < x; < x3 < -+ < X, hvor xy er mindre end den mindste og
Xm storre end den storste af y-erne.

2. Bestem antallet n; af y-er i det j-te interval (som er |x;_1, x;]).

3. Definer en stykkevis konstant funktion h ved

nj/n

h(y) =%~ *j
0 nér y < xg eller y > x,, .

nar y € |xj_1, x;] ,

Grafen for denne funktion A er histogrammet (svarende til den valgte inddeling)
over observationerne yi, ¥, ..., Vn.

Fraktildiagrammer

Svarende til et st observationer y, ya, . . ., y, benytter vi betegnelsen y(1y, y(2), - - > ¥(n)
for de ordnede observationer, dvs. y-erne stillet op i voksende raekkefolge.

Nu er det sddan at hvis alle de observerede y-er er forskellige, sa er brokdelen (i—1)/n
af observationerne strengt mindre end tallet y(;), og brokdelen i/n af dem er mindre
end eller lig med tallet y ;). Som et kompromis kan man da sige at brokdelen (i - 0.5)/n
af dem er mindre end tallet y(;), med andre ord er y(;) en %—fraktil i den empiriske
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Figur 5.1 Histogram (til venstre) og fraktildiagram (til hajre) over de 64 malte veerdier af lysets
passagetid. Den indtegnede kurve i histogrammet er teetheden for normalfordelingen med
middelveerdi y = 27.75 og varians s* = 25.8; den rette linje i fraktildiagrammet har haldning
1/s = 0.20 og gér gennem (¥, 0), altsé (27.75,0).

fordeling. — Generelt defineres en «a-fraktil i en fordeling som et tal y, med den egenskab
at brekdelen « af sandsynlighedsmassen ligger til venstre for y,.

Et fraktildiagram er kort fortalt en tegning hvor man afsatter teoretiske fraktiler mod
empiriske fraktiler. Hvis y-erne er observationer fra NV'(y, 0%)-fordelingen, si er den
teoretiske fordelingsfunktion funktionen y — ®(2=£) (jf. side 58). Derfor finder man den
teoretiske a-fraktil y, ved at lose ligningen @ (2°-£) = o, hvilket giver yo = p+0 @' («).
De n punkter hvis forstekoordinater er de empiriske fraktiler, og hvis andenkoordinater
er de tilsvarende teoretiske fraktiler, altsa punkterne med koordinater

(y(i)’ #+0®71(%)), i=1,2,...,n,

ber da ligge nogenlunde omkring en ret linje gennem (0, 0) med heldning 1. Dette er
ensbetydende med at punkterne med koordinater

(yu), <I>‘1(i‘2'5)), i=12,...,n,

ligger nogenlunde omkring den rette linje gennem (u, 0) og med heldning 1/o.
Konkret fremstiller man fraktildiagrammet ved at indtegne punkterne

(yi» @7(222)),  i=12...m,

i et koordinatsystem hvor man desuden indtegner den rette linje gennem (,0) og
med hzldning 1/s; funktionen ®~! findes tabelleret i statistiske tabelveerker og er en
standardfunktion i statistikprogrammer til computere.
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Med sandsynlighedspapir er det ganske let at fremstille fraktildiagrammer med hand-
kraft. Sandsynlighedspapiret er indrettet pa den méade at ordinataksen har to skalaer:
en probit-skala som er eekvidistant og gar fra knap 2 til godt 8, og en (ikke-eakvidistant)
sandsynlighedsskala med sandsynligheder i procent, gaende fra 0.05 til 99.95. Man afsaet-
ter nu punkterne ( V(i) #) idet man benytter sandsynlighedsskalaen pa ordinataksen;
hvis tallene er normalfordelte, skal punkterne fordele sig omkring den rette linje der
kan indtegnes ved at benytte probit-skalaen pa ordinataksen og lade linjen ga gennem
punkterne (y —s,4), (7,5), (y +5,6) osv.

I figur 5.1 ses et fraktildiagram over de 64 malte veerdier af lysets passagetid. Savel
histogrammet som fraktildiagrammet viser at det ikke er ganske urimeligt at antage at

maleresultaterne er normalfordelte.

5.4 Regn og tegn
Newcombs malinger af lysets passagetid

Her vises hvordan man kan analysere malingerne af lysets passagetid (tabel 5.1).
Forst indlaeses data (som findes i R-biblioteket MASS); de veerdier der er storre end 0,
placeres i variablen y.
require (MASS) # indlces R-biblioteket MASS

data(newcomb) # indlees newcomb-dataene
y <- newcomb [newcomb>0] # brug kun veerdier som er storre end nul

Histogrammet tegnes lettest med MASS-funktionen truehist:

truehist(y, las=1) # histogram over y

# beregn og indtegn den estimerede kurve:

x <- seq(10, 45, by=0.2) # talfslge fra 10 til 45 med step pd 0.2

lines(x, dnorm(x, mean(y), sd(y)))#dnorm udregner tethed for normalford.

Fraktildiagrammet plus linjen kan tegnes sddan:

# Funktionen qqnorm tegner et fraktildiagram

qqunorm(y, datax=TRUE, las=1, ylab="y", xlab="probit", main="")
# Indtegn den rette linje med skeering —y/[s og heeldning 1/s
abline(-mean(y)/sd(y),1/sd(y))

Hypotesen y = 23.8 kan testes sadan:
t.test(y, mu=23.8) # testaf hypotesen y = 23.8

Vedr. opgave 5.4

En tabel som tabel 5.3 kan fremstilles sidan, hvor rnorm fremstiller et onsket antal
tilfeeldige normalfordelte tal, matrix arrangerer dem i en matrix, rowMeans udregner
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raeckke-gennemsnit, var udregner kovariansmatricen (varianserne star i diagonalen),
cbind Klistrer ssammen langs sgjler (columns) og round afrunder til et ensket antal cifre:

t <- matrix(rnorm(200, mean=5, sd=sqrt(3)), nrow=20)
round(cbind(t, rowMeans(t), diag(var(t))), digits=2)

5.5 Opgaver

Opgave 5.1
Nedenstéene 18 tal kan opfattes som en stikpreve fra en normalfordeling.

0.606 0.619 0.645 0.849 0.891 0.965 1.265 1.378 1.421
0.693 0.740 0.761 0970 099 1.129 0.768 0.798 0.843

Vi betegner tallene yy, y2,. .., yn (1 =18).

1. Udregn gennemsnittet y af observationerne.

2. Udregn summen af kvadratiske afvigelser Y (y; — ) pa to mader,
j=1
a) dels pd den »umiddelbare« méde, dvs. udregn de 18 differenser y; -y, kvadrér
differenserne og summeér dem,
b) dels ved at benytte det snedige trick fra side 63.

3. Udregn variansskennet og skennet over standardafvigelsen.

4. Standardafvigelsen pa gennemsnittet y er 1 / \/n gange standardafvigelsen pa y-erne. Ud-
regn den estimerede standardafvigelse pa gennemsnittet.

(Standardafvigelsen pa gennemsnittet kaldes ofte middelfejlen pa y.)

5. Med hvor mange cifre ber man angive verdien af y ?

Opgave 5.2 (Kvikselv i sveerdfisk)
Sveerdfisk kan veere en kulinarisk oplevelse, men de er sundest nar de ikke indeholder alt for
mange tungmetaller. I en undersogelse af sveerdfisk pa det amerikanske marked har man malt
kvikselvindholdet i 115 tilfeeldigt udvalgte sveerdfisk og faet resultaterne i tabel 5.2 (fra [12]).
Ifolge de amerikanske sundhedsmyndigheder ber konsumfisk ikke indeholde over 1 ppm
kvikselv. Den fisk der szlges via de autoriserede salgskanaler, kan man kontrollere (med stikpro-
vekontroller), og man kan s kassere de partier der indeholder for meget kvikselv. Imidlertid
seelges der ogsa en del fisk uden om kontrolmyndighederne - i USA regner man med ca. 25%.
Man er interesseret i at vide hvordan man skal vaelge kassationsgraensen for de 75% kontrollerede
fisk for at opna at gennemsnitsindholdet af kviksolv i de fisk der nér frem til forbrugeren, bliver
1 ppm (eller derunder). Hvis man skal kunne beregne denne graense, er man nedt til at kende
fordelingen af kvikselvindhold i sveerdfisk.

1. Det ville veere bekvemt hvis observationerne kunne beskrives ved en normalfordeling, sa
det gnsker man at undersoge.

a) Udregn estimaterne y og s* over y og 0°.
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Tabel 5.2 Opgave 5.2: Kviksglvindhold (ppm) i 115 sveerdfisk, de ordnede observationer.

0.05 0.07 0.07 0.13 0.13 0.19 024 025 028 0.32
039 045 046 053 054 056 060 0.60 061 0.62
065 071 072 075 076 0.79 081 0.81 0.82 0.82
082 083 083 083 084 085 0.89 09 091 092
092 093 095 095 097 097 098 1.00 1.00 1.01
1.02 104 105 1.05 108 110 112 112 114 1.14
1.15 116 120 120 1.20 120 1.20 1.21 122 1.25
125 126 127 127 129 129 129 129 130 131
1.32 132 137 137 139 139 140 140 141 142
143 144 145 154 154 158 158 1.60 1.60 1.62
162 166 166 168 169 172 174 185 1.89 196
206 210 223 225 272

b) Tegn et histogram over kvikselvindholdet i de 115 sveerdfisk. Indtegn (skitsemeessigt)
den fittede normalfordelingsteethed (dvs. teetheden for normalfordelingen med
parametre ¥ og s°).

c) Tegn et fraktildiagram (f.eks. pd sandsynlighedspapir). Indtegn den rette linje der
svarer til den fittede normalfordeling.

2. I den oprindelige analyse af tallene gik man ud fra at kvikselvkoncentrationen i svaerd-
fisk var logaritmisk normalfordelt, hvilket betyder at logaritmen til koncentrationerne er
normalfordelt. Diskutér denne formodning.

(Summen af observationerne er 126.70, og summen af kvadraterne er 168.0858. For logaritmen
(den naturlige logaritme) til observationerne er de tilsvarende tal —7.9070 og 56.8102.)

Opgave 5.3 (fortszttelse af opgave 5.2)

Las det der er det overordnede problem i opgave 5.2, nemlig: hvordan skal man fastseette kassa-
tionsgreensen for de 75% af fiskene der kontrolleres, hvis man vil opna at forbrugeren i middel
hejst udseettes for en kvikselvbelastning pa 1 ppm.

Opgave 5.4
I tabel 5.3 er der 20 stikprover y,, 2, ..., 1 fra en normalfordeling med y = 5 og o* = 3.

1. Hvordan fordeler de enkelte stikprovers estimerede middelveerdier y sig omkring den
teoretiske middelveerdi y = 5?

2. Man kan bevise at gennemsnittet af n A'(y, 6)-fordelte storrelser kan opfattes som en
observation fra ' (u, 0 /n)-fordelingen. De 20 gennemsnit ¥, ¥,, ..., ¥,, skulle altsa
vaere observationer fra en normalfordeling med middelveerdi 5 og varians 3/10. Ser det ud
til at passe?

a) Udregn gennemsnittet y= (?1, Vs ovos }20) /20 og den empiriske varians pa y,-erne,
1 20 .
dvs. 201 Z(] - 7)2. Giver det cirka 5 og 0.3, som man skulle tro?
— L=l
b) Tegn et fraktildiagram over y,,¥,,..., ¥,
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Tabel 5.3 Data til opgave 5.4: 20 eksempler pa udfald af stokastiske variable Y}, Y>,..., Yig
frembragt af en normalfordelings-tilfeeldighedsmekanisme med middelveerdi 5 og varians 3.

- 2

Y1 Y2 Y3 Ya Vs Ve Y7 Vs Yo Y1io y s

580 506 7.69 410 513 549 191 690 434 561 520 250
743 7.03 492 469 843 524 586 226 417 481 548 3.18
645 4.06 7.48 657 487 642 500 6.05 411 125 523 323
363 555 690 580 390 679 471 397 549 899 557 276
479 601 271 731 518 448 6.50 421 798 505 542 244
3.67 492 172 680 514 508 585 503 349 521 4.69 199
532 716 563 470 438 7.18 553 525 499 509 552 0.89
234 357 510 4.03 317 748 537 405 547 543 4.60 216
556 532 625 743 116 262 687 531 170 642 486 495
7.79 6.08 813 498 327 6.01 326 182 328 579 504 439
554 358 526 479 397 601 447 498 247 344 445 1.18
387 579 556 536 825 748 321 437 181 526 510 3.64
487 849 554 783 391 361 310 515 6.80 392 532 340
395 524 746 646 336 321 7.58 326 483 8.06 534 3.69
875 419 341 8.17 346 389 462 7.08 618 416 539 4.00
532 649 6.13 428 552 437 537 6.00 451 298 510 1.13
7.10 557 376 531 415 453 399 509 425 653 503 125
361 480 344 629 372 019 648 590 630 592 4.66 392
145 401 706 6.61 047 220 3.07 488 6.15 515 411 5.10
421 690 506 560 7.80 412 622 591 642 430 565 1.53

3. Udregn for hver af de 20 stikpregver t-teststorrelsen for hypotesen y = 5.
Hvordan fordeler t-veerdierne sig?
Udregn de 20 testsandsynligheder. Hvor mange af dem er under 5% ?
Er tingene som man skulle forvente — og hvad skulle man egentlig forvente?
4. I realiteten foreligger der jo 200 observationer fra en og samme normalfordeling. Skitsér

hvordan man ud fra disse 200 observationer kunne teste hypotesen om at den teoretiske
middelveerdi er lig 5.



6 Tostikproveproblemer i
normalfordelingen

EN OFTE FOREKOMMENDE SITUATION er at der foreligger malinger af et bestemt traek eller
en bestemt egenskab hos et antal individer der pé forhand vides at tilhore forskellige
grupper. Alt athaengigt af karakteren af malingerne kan man sa benytte den ene eller
anden eller tredje statistiske model/metode for dels at beskrive, dels at ssmmenligne de
pageeldende grupper. I dette kapitel skal vi diskutere metoder der kan benyttes, nir

¢ der pa hvert individ er mélt én enkelt talveerdi,

¢ talveerdien opfattes som veerende en veerdi pé en kontinuert maleskala,

© man valger at beskrive den tilfeeldige variation med en normalfordeling.
Nar betingelserne er formuleret i vendinger som »opfattes som verende« og »valger at
beskrive«, skyldes det at normalfordelingen ofte benyttes ogsé i situationer hvor man
kunne pege pa andre, mere rigtige fordelinger. Tit er der en eller to forholdsvis gode
grunde til alligevel at benytte normalfordelingen. Den ene grund er Den Centrale Green-
seveerdiscetning der siger at summer af et storre antal stokastiske variable under visse
milde omstaendigheder med god tilnermelse er normalfordelte — og de storrelser man
laver statistiske modeller for, er netop tit saidanne summer. Den anden grund er rent
pragmatisk: normalfordelingsmodeller er fra et matematisk-statistisk synspunkt seerdeles
»paene« i den forstand at en anvendelse af de generelle statistiske principper nzesten altid
forer til peene og simple metoder der er lette at forstd og giver nemme og forstaelige
udregninger osv. Som folge heraf er normalfordelingsmodeller studeret og beskrevet i
alle detaljer, og man kan for det meste finde en teoretisk gennemanalyseret model der
passer til ens behov.

Hvori bestar problemet?

Antag at der er tale om en situation hvor man pa hvert af et antal »individer« har malt
veerdien af en bestemt variabel Y. Individer skal her forstas i meget bred forstand: det kan
bl.a. veere personer, forsegsdyr, jordlodder eller f.eks. de enkelte realisationer af forseget
»maling af lysets hastighed«. Individerne er opdelt i grupper ud fra nogle kriterier som
er kendt pé forhand (inden forseget starter), og som ikke afhanger af hvilken veerdi Y
nu matte have. I den statistiske model for Y-erne vil man ga ud fra at den forskel der er

75
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mellem (Y-verdierne hos) individerne inden for en bestemt gruppe, er tilfeldig, og at
den forskel der er mellem forskellige grupper, er systematisk. En normalfordelingsmodel
til denne situation er da indrettet pa den méde at

o den systematiske forskel mellem grupper beskrives ved hjelp af middelverdipara-

metre, og

o den tilfeeldige forskel inden for grupper beskrives ved hjalp af dels normalfordelin-

gen, dels variansparametre i normalfordelingen.
Det statistiske problem bestar tit i at man ensker at sammenligne grupperne for at vurdere
om den systematiske forskel mellem dem er signifikant, dvs. om den forskel der er mellem
grupperne, er stor malt i forhold til den tilfaeldige variation inden for de enkelte grupper.
Man ensker derfor at kunne méle forskellen mellem grupperne med en mélestok der er
kalibreret efter storrelsen af den tilfeeldige variation inden for grupperne.

Det man egentlig er interesseret i, er altsa information om middelveerdiparametrene.
Men for at der kan veere en veldefineret malestok at male dem med, ma man forst sikre
sig at det har mening at tale om den tilfeeldige variation inden for grupper. Derfor man i
ma modellen gore den antagelse, som undertiden kan testes, at der er varianshomogenitet,
dvs. at de forskellige grupper har samme variansparameter. (Man kan dog klare sig med
en antagelse om at gruppernes variansparametre er kendte pa neer en konstant faktor.)

Hermed er problemet beskrevet i generelle vendinger. I resten af dette kapitel og i
kapitel 7 skal vi se hvordan det kan lgses.

Der er tradition for at man giver en serlig omtale af den situation hvor der er to
grupper der skal sasmmenlignes, sa det gor vi ogsa her.

6.1 Tostikproveproblemet med uparrede observationer

Man har to grupper af »individer«, og pa hvert individ har man malt veerdien af en
bestemt variabel Y. Individerne i de to grupper er uparrede, det vil sige der er ikke tale om
at hvert individ i den ene gruppe pa en eller anden made hegrer sammen med et bestemt
individ i den anden gruppe. Der behover heller ikke vere lige mange observationer i de
to grupper. — Skematisk ser situationen sadan ud:

gruppe observationer
1 yn Yo ... )/1]' oo Yim
2 Ya Y ... ij e YVony

Her betegner y;; observation nr. jigruppenr. i, i = 1, 2. Grupperne har henholdsvis #; og
1, observationer. Vi vil ga ud fra at forskellen mellem observationer inden for en gruppe
er tilfeeldig, hvorimod der er en systematisk forskel pa to de grupper - det er derfor
at observationerne er inddelt i grupper! Endelig antages det at y;;-erne er observerede
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verdier af uathengige stokastiske variable Y;; som er normalfordelte med samme varians
0* og med middelverdier henholdsvis y; og y, kort

~ N (w1, 0%)
~ N (42, 0%).

Pa denne made beskriver de to middelverdiparametre y; og p, den systematiske varia-
tion, dvs. de to gruppers niveauer, og variansparameteren o (samt normalfordelingen)
beskriver den tilfeeldige variation der altsa er den samme i begge grupper (denne sidste
antagelse kan man eventuelt teste, se side 80).

Estimation af middelveerdiparametrene

Estimater over de ukendte middelvaerdiparametre y; og y, findes ved maximum likeli-
hood metoden, altsd som de verdier der maksimaliserer likelihoodfunktionen

; S Hl)z) & (l(}’zj‘—ﬂz)z)
L1, p2 ?) = H\/— ( H\/W 2 o2

I &
) ( m) eXP('P(;(ylj_”l)z+;(””“2)2))’

hvor n = n; + n, er det samlede antal observationer. Det ses at hvis o? er fast, s& er det

at maksimalisere likelihoodfunktionen med hensyn til y; og y, det samme som det at
minimalisere kvadratsummen

n ny
S (- )+ Y. (y2j— 42)’s
= =

og den opgave er let at lose, som vi nu skal se. Vilader y, betegne gennemsnittet i gruppe i,
1 &
Z yij- Det snedige trick er nu felgende omskrivning af det j-te led fra gruppe 1
1 ] 1
(vi benytter formlen for kvadratet pa en toleddet storrelse):

— — 2
(= u)* = (O =7) + Gy — )
= (=70 + 201 = 7) Gy — ) + Gy — )™,
Nar vi summerer over j, bliver summen af de dobbelte produkter 0 fordi summen af
afvigelserne fra y, er 0, og vi far

1y n1 n
z(ylj - A“l)z = Z(J’lj _%)2 + 2(71 - P‘l)2
j:l j:l j=1

ny
=3O - 7))+ m(F - wm)*.
j=1
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Fra gruppe 2 kommer der et tilsvarende bidrag, sa alt i alt kan den kvadratsum der skal
minimaliseres, skrives som

ny Ny
S (- wm)’+ Y. (2 - 2)?
= =
4 —\2 2 — \2 — 2 — 2
=X =20+ 22— 7))+ m(y — ) + (3, — u2)”.
j=1 =1

Det ses at de vaerdier af y; og p, der gor kvadratsummen mindst, er y; =y, og s = y,.
Vi har dermed vist at maksimaliseringsestimaterne for gruppemiddelveerdierne y; og y»
er gruppegennemsnittene y, og y,.

Estimation af variansparameteren

Maksimaliseringsestimatet 5 for o kan bestemmes som maksimumspunktet for funk-
tionen o2 L(yp 7 02); man finder at det er

- 1[& _ 22 _
7 = _(Z(ylj - )’1)2 + Z()’Zj - )’2)2)-
h\j=a1 =1

En storrelse som y;; — ; der er forskellen mellem den faktiske observation og det bedst
mulige fit med den aktuelle model, kaldes undertiden for et residual. Derfor kaldes en
storrelse som

n 1y
Z()’lj - ?1)2 + Z(}’Zj _?2)2
= =

for en residualkvadratsum, og man kan sige at maksimaliseringsestimatet * for o er lig
med residualkvadratsummen divideret med antallet af observationer. Som regel benytter

man imidlertid et andet estimat over o>

, nemlig residualkvadratsummen divideret med
antallet af frihedsgrader n — 2 (antal observationer minus antal estimerede middelveerdi-

parametre), dvs. man estimerer variansen ved
1 [ -y Y —\2
5o = D=7+ (= 7)*
n-2 =t a

Man begrunder brugen af s frem for 6> pa lignende made som i Enstikproveproblemet
i normalfordelingen, se side 64.

Hypotesen u, = u,
For at vurdere om der er en signifikant forskel pa de to gruppers middelveerdier, testes
den statistiske hypotese

Ho:p=ps.
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Nér hypotesen H er rigtig, er der tale om et »enstikprgveproblem« med n = n; + n,
observationer, sa vi ved fra kapitel 5 at
o den felles veerdi af middelveerdiparameteren estimeres ved det totale gennemsnit

(B )

o maksimaliseringsestimatet over variansparameteren o er

ni

> 2. i

i=1 j=1

:Ir—‘

o det variansestimat man som regel benytter, er

2 n;

Sm—n—ZZ(%J ) = (Z(yu )’ +Z(sz y))

i=1 j=1

med n — 1 frihedsgrader.
Kvotientteststarrelsen for Hy er

Q — L (y’ ?’ ’&2)
L(y,7,,0%)
hvor L er defineret pa side 77. Nar man indsetter udtrykkene for estimaterne i Q, bliver
det udtryk som exp skal anvendes pa, simpelthen —n/2, bade i teeller og neevner; udtrykket
for Q kan derfor reduceres til

-n/2

ny ny
> (=) + (- 7)?
=i i1

/0'\2 -n/f2
Z()’U_)ﬁ) +Z()’21_J’2)
= =

Nzvnerkvadratsummen er lig (n — 2)s3. Tellerkvadratsummen kan omskrives pa fol-
gende made hvor vi undervejs benytter at y = (n1y, + n2y,)/(n + nz):

> =7+ 2 (0 -7)?
j=1 j=1
ny

=SNGy G- D)+ SO -T) + G- D))

J=1 J=1

n ]
=3 (j-7) +m@ -9+ > (02 - 7,) + m(y, - ¥)
j=1 j1
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= (n-2)sg+m(y, =)+ nm(y,-5)°

ny+ ny ny+ np
= _=\2
D -7,)
1,1
m np

= (n-2)s%+

Med betegnelsen
=)

2(L , 1
S§ n1+n2)

t:

kan Q derfor udtrykkes som Q = (1 + nt—_zz)_n/z. Det ses at Q er en aftagende funktion af
|t|, dvs. smé& Q-verdier er ensbetydende med store |¢|-veerdier, sd man skal forkaste Hy
hvis |¢] er stor.

Man plejer at benytte ¢ (Students t) som teststorrelse fordi den har en umiddelbart
forstaelig fortolkning: den maler differensen mellem de to middelvardiestimater (y, og
7,) i forhold til den estimerede standardafvigelse pa denne differens.”

Testsandsynligheden, dvs. sandsynligheden for at fa et seet observationer der harmo-
nerer darligere med Hj end de foreliggende observationer, bestemmes som

& =Po(|t] > |tobs|) = Po(t > |tobs| eller t < —[tons|) = Po( > |tobs|) + Po(t < —|tobs|)-

Hvis Hy er rigtig, folger ¢ den sakaldte t-fordeling med n — 2 frihedsgrader (friheds-
gradsantallet arves fra variansskennet s3); denne fordeling er symmetrisk om 0. Hvis ¢ ¥
betegner en stokastisk variabel som er ¢-fordelt med f frihedsgrader, kan testsandsynlig-
heden folgelig udregnes som

£ =2P(tu2 > |tops])-

Det netop beskrevne test er tosidet, fordi de ekstreme t-verdier er pa begge sider af 0, og
det er det man som oftest bruger. Men en sjalden gang kan man veere i en situation hvor
man er aldeles sikker pa at hvis ikke y; = u», sa er (lad os sige) y; < u2, den modsatte
ulighed er utaenkelig, og i sd fald vil man kun forkaste Hy hvis ¢ er langt fra 0 og negativ.
Man foretager da et ensidet test og udregner testsandsynligheden som P (t < tops)-

Test for varianshomogenitet

I det foregdende er vi gaet ud fra at observationerne i den ene gruppe har samme varians
som observationerne i den anden gruppe. Denne antagelse kan man imidlertid godt

" Det var et reesonnement af denne art der forte W.S. Gosset (alias ‘Student’) til i 1908 i [22] at foresld en
teststorrelse der neesten er vore dages Students t.
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teste. Det foregar pa den made at man opstiller en lidt generellere model der tillader
varianserne at vere forskellige, og i den model tester man sa om varianserne kan antages
at veere ens.

Den lidt generellere model (generellere end pa side 77) er

Yij ~ N (1, 07)
Yy ~ N (a2, 03).

Nu kan man opskrive likelihoodfunktionen, estimere parametrene og teste hypotesen
H : 6} = 05. Det viser sig at kvotientteststorrelsen er en funktion af

1 &
hvor s7 = —— > (yij - 7,)? er variansskennet (med n; — 1 frihedsgrader) i gruppe i,

ni—1 =1

i=1,2.

Man plejer at benytte R som teststorrelse, og man skal forkaste hypotesen om ens
varianser hvis R enten er meget storre end 1 eller meget mindre end 1, dvs. der er tale om
et tosidet test. Som testsandsynlighed ¢ benyttes sandsynligheden for at fa en R-veerdi
der ligger uden for intervallet med endepunkter R,ps 0g 1/Rps, det vil sige

¢ hvis Ry > 1, sd er

1 1
£=Po(R > Rops) + PO(R < @) = Po(R > Rops) + Po(E > Robs),
o hvis Ry < 1, sé er
1 11 1
£=Po(R < Ryps) + PO(R > @) - Po(ﬁ > Robs) + PO(R > Robs)'

Der geelder at nar hypotesen om varianshomogenitet er rigtig, sa vil R folge den sakaldte
F-fordeling med (fi, f>) frihedsgrader, hvor f; og f, er antal frihedsgrader for s? og s3.
Fraktiler i F-fordelingen kan findes enten med et statistikprogram pa computeren eller i
statistiske tabelvaerker, og det er derfor let at udregne testsandsynlighederne. Hvis man
desuden udnytter en sarlig egenskab ved F-fordelinger, nemlig at hvis R er F-fordelt
med (fi, f2) frihedsgrader, sd vil 1/R veere F-fordelt med ( f, fi) frihedsgrader, s& kan
fremgangsmaden forsimples til

1. Lad s2,, ogs2. betegne henholdsvis det storste og det mindste af tallene s? og s3.

2. Lad R* =82, /2. .
3. Sa er testsandsynligheden lig € = P(Ffbf2 >Ry )+ P(Ffz,f1 > R;bs)’ hvor Fy,
betegner en stokastisk variabel som er F-fordelt med ( f,, f;,) frihedsgrader.
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Tabel 6.1 C-vitamin-eksemplet: nogle beregnede storrelser.

n star for antal observationer y, S for Sum af y-er, y for gennemsnit af y-er, f for antal
frihedsgrader, SS for Sum af kvadratiske afvigelser (‘Sum of Squared deviations’), og s? for
variansestimater (SS/f).

gruppe n S y f SS s?
appelsinsaft 10 131.8 13.18 9 177.236 19.69
kunstigt C-vit. 10  80.0 800 9 68960  7.66
sum 20 211.8 18 246.196
gennemsnit 10.59 13.68

Eksempel 6.1 (C-vitamin)

C-vitamin (ascorbinsyre) er et veldefineret kemisk stof som man sagtens kan fremstille i laborato-
riet (og i industrien), og man kan jo i sin naivitet forestille sig at virkningen i den menneskelige
organisme af det »kunstige« C-vitamin er preecis lige sd god som virkningen af det i naturen fore-
kommende. For at underspge om det nu ogsé forholder sig saidan har man foretaget et eksperiment,
ikke med mennesker men med marsvin (sma gnavere).

Man delte 20 nogenlunde ens marsvin op i to grupper hvoraf den ene fik appelsinsaft, og den
anden fik en tilsvarende mangde »kunstigt« C-vitamin. Efter seks ugers behandling mélte man
leengden af forteendernes odontoblaster (det tandbensdannende veaev). Man fik da disse resultater,
hvor observationerne i hver gruppe er ordnet efter storrelse:

appelsinsaft: 82 9.4 9.6 9.7 10.0 145 152 16.1 17.6 21.5
kunstigt C-vitamin: 4.2 52 58 64 70 73 101 11.2 11.3 115

Man kan fastsla at der mé veere tale om en art tostikprgveproblem. Karakteren af observationerne
gor at det ikke er urimeligt at forsgge sig med en normalfordelingsmodel af en slags, og det er alt
i alt neerliggende at sige at der er tale om et »tostikpreveproblem med uparrede normalfordelte
observationer«. Vi vil analysere observationerne ved brug af denne model, mere nejagtigt vil vi
undersgge om odontoblasternes middelveekst er den samme i de to grupper.

I tabel 6.2 er et regneskema der viser hvordan man kan foretage udregningerne med »hénd-
kraft« (se ogsé side 63f). Hvis man blot vil opsummere resultaterne, gor man det ofte i form af en
tabel som den der er vist i tabel 6.1.

Da metoden til sammenligning af middelveerdierne i de to grupper forudseatter at de to
grupper har samme varians, kan man eventuelt ogsé teste hypotesen om varianshomogenitet.
Dette test er baseret pa varianskvotienten

2
Sappelsinsaft _ 19.69

R = =
7.66

= 2.57.

2
Skunstigt

Veerdien 2.57 skal ssmmenholdes med F-fordelingen med (9, 9) frihedsgrader i et tosidet test.
Tabelopslag viser at 95%-fraktilen er 3.18 og 90%-fraktilen 2.44; der er derfor mellem 10 og 20
procents chance for at fi en vaerre R-verdi selv om hypotesen er rigtig, og pa dette grundlag vil
vi ikke afvise antagelsen om varianshomogenitet. Den flles varians estimeres til s3 = 13.68 med
18 frihedsgrader.
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Tabel 6.2 C-vitamin-eksemplet: regneskema.

Appelsinsaft Kunstigt C-vitamin
y y? y y?
8.2 67.24 4.2 17.64
9.4 88.36 52 27.04
9.6 92.16 5.8 33.64
9.7 94.09 6.4 40.96
10.0 100.00 7.0 49.00
14.5 210.25 7.3 53.29
15.2 231.04 10.1 102.01
16.1 259.21 11.2 125.44
17.6 309.76 11.3 127.69
21.5 462.25 11.5 132.25
sum 131.8 1914.36 80.0 708.96
Vi 131.8/10 =13.18 80.0/10 = 8.00
: 131.8° .0
) y2 - M 1914.36 — =177.236  708.96 — = 68.960
n 10 10
) 177.236 68.960
s; =19.69 =7.66
10-1 10-1
2 177.236 + 68.960
52 =13.68
(10-1)+(10-1)
13.18 - 8.00
t =3.13

13.68 (15 + 15)

Vi kan nu gé over til det egentlige, nemlig at teste om der er signifikant forskel pa to gruppers
niveauer. Til det formal udregnes t-teststorrelsen

1318-8.00 518
1 1\ 1.65
13.68 (& + 1)

= 3.13.

Den fundne veerdi skal ssmmenholdes med t-fordelingen med 18 frihedsgrader. I denne fordeling
er 99.5%-fraktilen 2.878, hvoraf vi kan slutte at der er mindre end 1% chance for at fa en veerdi
numerisk storre end 3.13. Konklusionen bliver derfor at der er en klart signifikant forskel mellem
de to grupper. Som det ses af tallene, bestér forskellen i at den »kunstige« gruppe har mindre
odontoblastvaekst end appelsingruppen. Kunstigt C-vitamin synes altsa ikke at virke sa godt som
det naturlige.
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6.2 Tostikproveproblemet med parrede observationer

Som titlen pa afsnit 6.1 lader ane, er der ogsa et tostikpreveproblem med parrede obser-
vationer. Situationen er her at observationerne hegrer sammen pa to ledder: dels horer
hver observation til en af to mulige grupper, dels horer observationerne sammen to og
to, de er parrede. Typiske eksempler er malinger af en bestemt variabel for og efter en
behandling pa nogle forsegsdyr (eller -personer); de to grupper bestéar da af henholdsvis
malingerne for og malingerne efter, og observationerne er parrede idet man véd hvilke
malinger der stammer fra hvilke individer. Vi viser situationen skematisk:

gruppel gruppe2

parnr. 1 i Y2
par nr. 2 ya Y22
par nr. i yil YVi2
par nr. r Vr Vr2

Der er r observationspar, og det i-te par bestar af y;; og yi».

Ved opbygningen af en statistisk model ber man naturligvis udnytte den information
der ligger i at vi véd hvilke observationer der horer sammen. Man kunne forestille sig at
det forholdt sig pa den enkle made at forskellen mellem den »sande« veerdi af en gruppe
2-maling og den »sande« verdi af den tilsvarende gruppe 1-méling havde den samme
veerdi § for alle parrene. Der er altséa ikke noget i vejen for at de enkelte par kan veere
voldsomt forskellige, blot forskellen mellem de to medlemmer af et par er den samme (pa
neer tilfeeldige afvigelser) for alle par.

Hvis det forholder sig pa denne made, er der en uhyre simpel made at analysere
tallene pa: man udregner differenserne d; = y;; — yi og underseger om de fordeler sig
tilfeeldigt omkring 0. Hvis man er parat til at antage at differenserne d, d,...,d, er
observationer fra en normalfordeling med middelveerdi 8 og varians ¢, sa har vi et
enstikproveproblem i normalfordelingen, og sé er det bare at sla tilbage til kapitel 5.

Eksempel 6.2 (Sovemidler)
Det kemiske stof hyoscyamin hydrobromid kan anvendes som sovemiddel. Stoffet findes imidlertid
i to udgaver, d-hyoscyamin hydrobromid og I-hyoscyamin hydrobromid, der afbgjer polariseret
lys til hver sin side (1 = laevo = mod venstre, d = dextro = mod hejre (pa latin)). Man er interesseret
iatfinde ud af om de to udgaver virker pd samme made som sovemiddel. Derfor har man udfert en
forsegsrakke hvor man pa 10 forsegspersoner har bestemt stoffernes sevnforlaengende virkning.
I tabel 6.3 er vist det gennemsnitlige antal ekstra sevntimer pr. nat for hver person, dels ved
behandling med d-udgaven, dels ved behandling med I-udgaven af stoffet. [22]

Da der er tale om at man pa nogle forsegspersoner har malt effekten af forst en, sa en anden
behandling, vil det vaere naerliggende at sege at analysere talmaterialet ved hjalp af en model af
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Tabel 6.3 Antal ekstra spvntimer Tabel 6.4 Differenser mellem 1- og
ved behandling med hyoscyamin d-hyoscyamin hydrobromids sevnfor-
hydrobromid. leengende virkning.
person dextro- laevo- person differens (timer)

1 0.7 1.9 1 1.2

2 -1.6 0.8 2 2.4

3 -0.2 1.1 3 1.3

4 -1.2 0.1 4 1.3

5 -0.1 -0.1 5 0.0

6 3.4 4.4 6 1.0

7 3.7 5.5 7 1.8

8 0.8 1.6 8 0.8

9 0.0 4.6 9 4.6

10 2.0 3.4 10 1.4

typen »tostikpreveproblem med parrede observationer«. Derfor bestemmes differenserne mellem
virkningerne af laevo- og dextroudgaven af stoffet, se tabel 6.4.

Vi vil opfatte tallene i tabel 6.4 som et »enstikpreveproblem i normalfordelingenc, og sporgs-
malet om de to stoffer virker lige godt, kan da preeciseres til spergsmélet om tallenes middelveerdi
er signifikant forskellig fra 0. Dette kan testes som en statistisk hypotese.

Gennemsnittet af differenserne i tabellen er d = 1.58 timer, og estimatet over variansen
pa differenserne er s? = 1.51 timer* (med 9 frihedsgrader), svarende til at den estimerede stan-
dardafvigelse er s = 1.23 timer. Den estimerede standardafvigelse pa gennemsnittet er dermed

Vs?[n = V1.51/10 timer = 0.39 timer. Endvidere bliver t-teststorrelsen
d-0 158 timer

t= = - =4.06.
52/n 0.39 timer

I t-fordelingen med 9 frihedsgrader er 99.5%-fraktilen 3.25 og 99.9%-fraktilen 4.29, sé testsand-
synligheden ligger et sted mellem 0.2% og 1%. Der er saledes ganske klart signifikans, dvs. de to
stoffer virker signifikant forskelligt (og som man ser, er l-stoffet det mest virksomme).

Dette var altsa et eksempel pé et tostikpreveproblem med parrede observationer, men hvad var
der sket hvis man af vanvare var kommet til at analysere det som om der var tale om uparrede
observationer?

Den ¢-storrelse man sa ville udregne, var en anden. Telleren ville veere den samme fordi
differensen mellem gennemsnittene er lig gennemsnittet af differenserne. Det variansestimat der
skulle benyttes i naevneren, er estimatet over den feelles varians i de to grupper, og det udregnes
til s2 = 3.605 timer® med 18 frihedsgrader, og teststorrelsen ville derfor blive

1.58 timer 1.58

) \/3.605 timer? (% + L) 085

t

Denne gang ville vi fa 18 frihedsgrader i ¢t-fordelingen, og det vil sige at 95%-fraktilen er 1.73
og 97.5%-fraktilen 2.10. Der ville altsa veere et sted mellem 5% og 10% chance for at f4 en mere
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ekstrem ¢-storrelse end 1.86, og man vil derfor almindeligvis sige at #,ps = 1.86 ikke er signifikant
stor. Dette test ville sdledes ikke vise nogen signifikant forskel pa de to stoffer.

Grunden til at de to analyser giver forskellige resultater, er at der er en temmelig stor forskel
pa forsegspersonerne:

o I den forste model (parrede observationer) elimineres en stor del af personforskellene
ved at man gar over til at analysere differenserne. Til gengeeld far variansestimatet kun 9
frihedsgrader.

¢ I'den anden model (uparrede observationer) skal al forskellen mellem personer beskrives af
variansparameteren (fordi forskellen mellem personer i denne omgang udelukkende anses
for tilfeeldig), og til gengaeld far variansestimatet hele 18 frihedsgrader. - P4 den anden
side indebeerer det at hvis der er stor forskel mellem personer, si bliver variansestimatet
ogsa stort.

Datamaterialet til dette eksempel er meget beremt fordi det blev benyttet til et illustrativt eksempel
i den artikel [22] fra 1908 hvor t-testet (i enstikproveproblemet) blev introduceret. Artiklen
er skrevet af W.S. Gosset der arbejdede som biometriker ved Guinnessbryggerierne, og som
benyttede ‘Student’ som sit nom de plume.

6.3 Regn ogtegn

Vi viser hvordan man kan analysere Students data om ekstra sgvntimer (tabel 6.3) med R.
Datamaterialet indgar i R-distributionen, og det kan indleeses ved at skrive data(sleep);
derved oprettes en ‘data.frame’ sleep med de to variable extra og group (se deres indhold
ved at skrive sleep). For at analysere data som et »tostikpreveproblem med parrede
observationer« (som jo er den rigtige metode) behgver man nu blot skrive

t.test(extra ~ group, data=sleep, paired=TRUE)

Hvis man (fejlagtigt) opfattede det som et »tostikpreveproblem med uparrede observa-
tioner«, kunne man teste for ens varianser og derefter for ens middelveerdier sddan:

var.test(extra ~ group, data=sleep)
t.test(extra ~ group, data=sleep, var.equal=TRUE)

6.4 Opgaver

Opgave 6.1 (Isens smeltevarme)

Man gnsker at ssmmenligne to forskellige metoder (A og B) til bestemmelse af isens smeltevarme.
Eksperimenter har givet resultaterne i tabel 6.5. Underseg om der er signifikant forskel pa de to
metoder.

Tip: Udregningerne bliver lettere hvis man indferer et passende beregningsnulpunkt.

Opgave 6.2 (Rygning og blodpropper)
P4 11 forsegspersoner har man taget blodprever for og efter de rog en cigaret, og man har sa
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Tabel 6.5 Opgave 6.1: Varmemengde Tabel 6.6 Opgave 6.2: Den maksimale
(i kalorier) for at smelte 1 g is med en procentdel af blodpladerne der klumper
begyndelsestemperatur pa —0.72°C, bestemt ~ sig sammen for henholdsvis efter en given
ved to forskellige metoder. pévirkning.
Metode A Metode B for efter

79.98 80.02 25 27

80.04 79.94 25 29

80.02 79.98 27 37

80.04 79.97 44 56

80.03 79.97 30 46

80.03 80.03 67 82

80.04 79.95 53 57

79.97 79.97 53 80

80.05 52 61

80.03 60 59

80.02 28 43

80.00 -

80.02

undersegt blodpladernes tendens til at klumpe sig sammen (sdédanne klumper kan udvikle sig til
regulaere blodpropper). Resultaterne ses i tabel 6.6.

Underseg om resultaterne tyder pa at rygning pavirker blodpladernes tendens til at klumpe
sig sammen. (Der er gjensynligt tale om et tostikprgveproblem af en slags; der kan sé veere tale
om parrede eller uparrede observationer. Det kan veere illustrativt at forsege sig med begge slags
modeller. Hvad er forskellen? Argumentér for at den ene af dem er mere rigtig end den anden.)

Opgave 6.3
Man har foretaget nogle forseg med mus for at finde ud af om de to forskellige former for jernioner
Fe?* og Fe’* optages med forskellig hastighed i organismen. Dette er af betydning nar man skal
sammensatte kosttilskud (eksempelvis vitaminpiller) til mennesker.

Som led i et storre forseg har man givet 18 mus Fe?* og 18 andre mus Fe’*, i begge tilfelde i
1.2 millimolar oplgsninger indgivet oralt. Jernatomerne var radioaktivt merkede saledes at det
var muligt at méle hvor meget jern der blev optaget i musen i lobet af et fastsat stykke tid. Tabel
6.7 viser hvor stor en procentdel af den tilforte meengde jern der blev optaget af musen.

1. Ved data af denne type kan man erfaringsmaessigt ofte beskrive logaritmen til observatio-
nerne med en normalfordeling. Underseg om det er rimeligt at gore det i dette tilfeelde.

2. Undersog om data tyder pi at Fe?* og Fe’* optages pa samme made (sammenlign for
eksempel de to stikprever af logaritmerede malinger).

3. Man vil planlagge et nyt forseg af samme slags, blot med et andet antal mus. Det nye
forseg skal kunne afgere om der er en reel forskel pa 0.1 (pa den logaritmiske skala) mellem
Fe?*- og Fe’*-optagelsen. I den forbindelse kan man vzlge at sige at »en reel forskel pa
0.1« skal betyde at hvis teelleren i t-teststorrelsen, altsd differensen mellem middeltallene,
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Tabel 6.7 Opgave 6.3: Procentdel optaget jern samt titalslogaritmen til procentdel optaget jern,
for 18 mus der har faet Fe** og 18 mus der har faet Fe’*. - De enkelte sojler indeholder de ordnede
observationer.

y log,oy

Fe2+ Fe3+ Fe2+ Fe3+
2.20 4.04 0.342 0.606
2.93 4.16 0.467 0.619
3.08 4.42 0.489 0.645
3.49 4.93 0.543 0.693
4.11 5.49 0.614 0.740
4.95 5.77 0.695 0.761
5.16 5.86 0.713 0.768
5.54 6.28 0.744 0.798
5.68 6.97 0.754 0.843
6.25 7.06 0.796 0.849
7.25 7.78 0.860 0.891
7.90 9.23 0.898 0.965
8.85 9.34 0.947 0.970
11.96 9.91 1.078 0.996
15.54 13.46 1.191 1.129
15.89 18.40 1.201 1.265
18.30 23.89 1.262 1.378
18.59 26.39 1.269 1.421
sum 147.67 173.38 14.862 16.339

sum af kvadrater 1715.9265 2431.1648 13.662209 15.885527

er storre end eller lig 0.1 (eller mindre end eller lig —0.1), sé vil testsandsynligheden blive
mindre end eller lig 5% (»der er signifikans pa niveau 5%«).

Sporgsmaélet er hvor mange mus der skal benyttes: Omszet ovenstdende preecisering af
»en reel forskel pa 0.1« til matematik, og fa derved en ulighed der kan lgses med hensyn til
den ubekendte »antal mus«.

Det séledes planlagte forseg skulle angiveligt kunne afgere om der er en reel forskel
pa 0.1. Diskutér hvilken status man skal tilleegge en sadan »afgorelse«.
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SAMMENLIGNING AF TO NORMALFORDELTE STIKPR@GVER er omtalt i kapitel 6. Man kom-
mer dog ofte ud for at skulle sammenligne mere end to stikprever, og derfor er man
nedt til ogsa at have metoder til det sakaldte k-stikprgveproblem, dvs. den situation
hvor der foreligger k grupper af normalfordelte observationer, og hvor man ensker at
vurdere om der er en signifikant forskel pé disse k grupper. Den metode der benyttes for
at sammenligne middelvaerdierne i k grupper af normalfordelte observationer, kaldes
(maske lidt overraskende) for ensidet variansanalyse.

Eksempel 7.1 (Deekningsgrad for Fuglegrees)

P4 dyrkede marker er ukrudt jo pr. definition en uting, og landmanden kan overveje om han
skal sprgjte mod den type ukrudt han anser for veerst. Men nar man fjerner én slags ukrudt,
kan det veere at det ikke bare er afgroden der derved far forbedrede veekstforhold, men ogsé de
resterende ukrudtsarter! Maske er det en ligefrem fordel at have s& mange forskellige ukrudtsarter
som muligt, fordi de s& kan holde hinanden i skak.

For at undersege ukrudtsplanters indbyrdes konkurrence pa en kornmark har Greenfort,
Jensen og Jeppesen [8] udfert et storre forsog der bestar i at pa forskellige dele af en stor mark luger
man pa et bestemt tidspunkt forskellige ukrudtsarter bort, og derefter ser man hvorledes resten af
arterne sa trives. Mere preecist er marken delt op i 16 jordlodder som er inddelt i fire grupper med
hver fire lodder. Gruppe 1 er en kontrolgruppe hvor intet luges bort, men i hver af grupperne 2, 3
og 4 luges en bestemt ukrudtsart bort (nemlig henholdsvis Snerle pileurt, Fuglegrees og Hvidmelet
gasefod). En gang for og tre gange efter bortlugningen registrerer man hvilke planter der er pa de
forskellige lodder og i hvor stor udstrackning. Den forste registrering skal tjene til at fastlegge det
niveau som den senere udvikling skal méles ud fra. Grupperne er fordelt pa marken i et romersk
kvadrat:

— N W
N = W] N

[SSIN S

N W | W

De fire lodder der udger en gruppe, er altsa placeret fire helt forskellige steder pa marken; derved
har man en chance for at kunne tage hejde for eventuelle variationer i jordbund og mikroklima
hen over marken.

Forseget har givet et stort talmateriale som kan analyseres pd mange mader. Her skal vi kun se
pa en enkelt detalje i forbindelse med fastlaeggelsen af et udgangsniveau pé grundlag af den forste
registrering. Vivil studere forekomsten af Fuglegrzs, Stellaria media, ved den forste registrering, se
tabel 71. Registreringen foregar ved hjelp af et rektangulert gitternet med 416 gitterpunkter med
fem centimeters afstand; gitternettet placeres pa jordlodden, hvorefter man i hvert gitterpunkt

89
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Tabel 7.1 Dakningsgrader for Fuglegraes ved forste registrering.

gruppe  deekningsgrader

1 17 38 23 26
2 19 16 16 14
3 25 33 29 33
4 27 16 30 20

ser efter om der findes noget af en Fuglegrees-plante eller ej. Som mél for dekningsgraden for
arten benyttes antallet af gitterpunkter hvor arten blev registreret. Daekningsgraden bliver pa
denne made et helt tal mellem 0 og 416.

Da den forste registrering udfertes inden der blev foretaget nogen bortlugning, kan der ikke
pa dette tidspunkt veere tale om nogen behandlingseffekt (lugningseffekt). De forskelle der er
pé lodderne og pé grupperne, mé alene skyldes »startbetingelserne, dvs. de lokale variationer i
jordbund og klima og de forskellige antal planter af den pageeldende art som der nu tilfeldigvis
var pa de enkelte omrader af marken. Da man gnsker at vurdere hvordan behandlingerne pavirker
grupperne, kan det vaere af interesse at fa en idé om hvor forskellige (eller hvor ens) grupperne
egentlig er ved forsegets start. Hvis grupperne nemlig er stort set ens, kan man bestemme et
feelles startniveau hvorudfra den senere udvikling kan vurderes, men hvis der er en signifikant
forskel mellem grupperne, sa er man nedt til at vurdere hver gruppes udvikling ud fra dens eget
startniveau. Derfor vil vi gerne sammenligne de fire grupper og vurdere om forskellen mellem
grupperne er stor i forhold til den tilfeeldige variation inden for grupperne.

Den statistiske model: Da observationerne er fremkommet som en sum af et vist antal 01-
storrelser svarende til om planten er fraveerende eller til stede i det pageeldende gitterpunkt,
kunne man mene at det smager lidt af en binomialfordelingssituation (eller eventuelt en pois-
sonfordelingssituation, da n er temmelig stor). Hertil kan man dog indvende at ikke alle bino-
mialfordelingsbetingelserne er opfyldt, idet de enkelte Ol-storrelser naeppe er uafthengige med
samme sandsynlighed for »1«, og det kan medfere en storre tilfeeldig variation inden for de enkelte
grupper end hvad binomialfordelingen kan forklare. Man kan derfor, idet man gar let hen over at
der er tale om diskrete observationer, forsgge sig med en normalfordelingsmodel, hvor man jo ved
hjeelp af variansparameteren kan modellere den tilfeeldige variation serskilt. Vi vil derfor benytte
en statistisk model der gér ud pé at observationer i samme gruppe opfattes som observationer
fra en og samme normalfordeling, og at de fire grupper har hver deres normalfordeling. Det
statistiske problem er da at undersege om de fire normalfordelinger kan taenkes at veere ens.

Det generelle k-stikproveproblem i normalfordelingen kan formuleres pé folgende made:

Der foreligger nogle observationer y som er ordnet i k grupper med #; observationer
igruppenr. i,i=1,2,...,k; observation nr. j fra gruppe nr. i betegnes y;;. Skematisk
ser det ud som i tabel 7.2. Vi gér ud fra at forskellen mellem observationerne inden for
en gruppe er tilfeeldig, hvorimod der er en systematisk forskel mellem grupperne. Vi gar
endvidere ud fra at y;;-erne er observerede veerdier af uafhaengige stokastiske variable
Yi;. Den tilfeeldige variation skal beskrives ved hjlp af en normalfordeling, og det skal
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Tabel 7.2 Den generelle k-stikpreveproblem

gruppe observationer
1 yiu Yizo o--o Yijo oo Vim
2 y21 y22 e )’2] e )/2”2
i )/,'1 yi2 e yij e yini
k Yk Yk2 }/kj coe YVing

derfor alt i alt vaere sidan at Y;; er normalfordelt med middelveerdi u; og varians o, kort
Y,‘jNN(Vi,O'z). (7.1)

Herved beskriver middelveerdiparametrene uy, gz, ..., yx den systematiske variation,
nemlig de enkelte gruppers niveauer, medens variansparameteren ¢ (samt normalforde-
lingen) beskriver den tilfeeldige variation inden for grupperne. Den tilfeeldige variation
antages at vaere den samme i alle grupperne; denne antagelse kan man undertiden teste,
se afsnit 7.3.

7.1 Estimation af parametrene
Middelvardiparametrene

De ukendte middelveerdiparametre yy, yz, . . . , g i grundmodellen (7.1) estimeres ved
maximum likelihood metoden, altsa som de veerdier der maksimaliserer likelihoodfunk-
tionen

k n; 2
11 (7ij = #1)
L(“13#2)~~~)‘Mk) 0'2) :H . e)(p(_%'lT

1Y 1 & 2)
= expl —— ij— Wi
( 2702 ) p( 202 ,Z:;j:l(yj ki)

hvor n = ny + 1y +- - - + ny, er det samlede antal observationer. Det ses at hvis o2 er fast, sa

er det at maksimalisere likelihoodfunktionen L med hensyn til p, 2, . .., gy det samme
k n;

som det at minimalisere kvadratsummen ) > (y;; - 1;)*, og den opgave er let at lose:
i=1 j=1

(72)

1 &
Vi lader y, betegne gennemsnittet i gruppe i, y, = - " yij. Ved at benytte formlen for
ij=1
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Tabel 7.3 Fuglegreeseksemplet: nogle beregnede storrelser.

ni ni
i n; i :Z;}/ij Vi Z;(yij_?i)z
J= J=
1 4 104 26.00 234.00
2 4 65 16.25 12.75
3 4 120 30.00 44.00
4 4 93 23.25 122.75
sum 16 382 413.50
gennemsnit 23.88

2 _ 1 —
2= a5 413.50 = 34.46

kvadratet pa en toleddet storrelse fas
— _ 2
(i =) = (Gij =7 + 0~ )
= (4 =70 + 203 =) G = i) + (7 = i)
nar vi her holder i fast og summerer over j, sa bliver summen af de dobbelte produkter 0
fordi ) (yij - ¥,) er lig med 0 ifolge definitionen af y; hvis vi endelig ogsd summerer

j=1
over i, far vi

k n; k n; k ni
Y- ) =2 2=y )+ - w)’ (73)
i=1 j: i=1 j: i=1 j:l

Opgaven er at minimalisere venstresiden; men de y;-er der minimaliserer venstresiden,
er de samme som dem der minimaliserer den anden kvadratsum pa hgjresiden, og den
bliver mindst mulig, nemlig 0, netop nér y; erligy,, i =1,2,..., k. Vi har dermed fundet
at maksimaliseringsestimatet for den i-te gruppes middelveerdi er lig med gennemsnittet
af observationerne i gruppen, kort if; = y,.

Variansparameteren

Maksimaliseringsestimatet G for o> kan bestemmes som maksimumspunktet for funk-
tionen 6> ~ L(¥,,¥,, - - -» ¥»0°). Man finder at

i

k
IPACTESHE

G =
i=1 j=1

|~

altsa residualkvadratsummen divideret med antallet af observationer. Som regel benytter

2

man imidlertid et andet estimat over ¢*, nemlig residualkvadratsummen divideret med
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antallet af frihedsgrader n — k (antal observationer minus antal estimerede parametre),
dvs. man benytter variansestimatet

1 i

k
5o = n—k ZZ(}’U—%)Z-

i=1 j=

Man begrunder brugen af sj frem for o pa lignende méade som i enstikpreveproblemet i
normalfordelingen, se side 64.

Sammenfattende har vi altsa at

¢ middelvardiparameteren y; i den i-te gruppe estimeres ved gennemsnittet y; af
observationerne i gruppen,

o gruppernes felles varians o estimeres ved residualkvadratsummen divideret med
antallet af frihedsgrader,

2 _
50_

1 k n;
— -

Z(J’ij _yi)z (7.4)

k52

n i

med n — k frihedsgrader.

I tabel 7.3 er vist de veerdier man finder i Fuglegraes-eksemplet.

7.2 Hypotesen om ens grupper

I dette afsnit skal vi beskeeftige os med spergsmalet om hvordan man underseger om de
k grupper kan antages at have samme middelveerdi. Opgaven er at teste hypotesen H
om at der ikke er nogen signifikant forskel mellem grupperne, ogsa kaldet hypotesen om
homogenitet mellem grupper:

Ho: pr=ps ="+ = pg .

Ofte er det ikke Hy man er interesseret i, men dens negation: at der er en signifikant
forskel mellem grupperne. Man har nemlig et gnske eller et hab om at kunne vise at
grupperne ikke er ens; nar det alligevel er Hy man tester og ikke dens negation, sa heenger
det sammen med to generelle treek ved formulering og test af statistiske hypoteser:

1. De hypoteser man kan teste, er altid hypoteser der bestar i en forsimpling af den
aktuelle grundmodel - typisk tester man om nogle parametre er ens, hvorimod
grundmodellen tillader dem at vaere forskellige.

2. Det er informativt at forkaste en hypotese: Vi far at vide at der er en signifikant
uoverensstemmelse mellem hypotese og observationer.

Derimod viser det ofte ingenting at fa accepteret en hypotese: Det kan veere at
man simpelt hen bare har for fa observationer til at kunne afslore noget som helst.
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Vi skal nu se hvordan man tester hypotesen Hy om ens middelveerdier. Man kan ga
frem efter den saedvanlige opskrift, dvs. opstille en kvotientteststorrelse der sammen-
ligner likelihoodfunktionens maksimale veerdier under Hy og under grundmodellen.

Vi ved fra forrige afsnit at i grundmodellen maksimaliseres likelihoodfunktionen af
k n;

vaerdierne ,,7,,..., ¥, 08 0> = 3" > (yij - %,)?. Dernzest skal vi finde de veerdier
i=1 j=1

der maksimaliserer likelihoodfunktionen under Hy. Nar Hy er rigtig, er der tale om et

enstikproveproblem, og fra kapitel 5 ved vi at

o den feelles middelveerdi y estimeres ved det totale gennemsnit

—

k n;
_ZZJ’U’

i=1 j=1

\<I
S

o maksimaliseringsestimatet over den fzlles varians o2 er kvadratafvigelsessummen
omkring y divideret med n, dvs.

=

i

k
Y2 (ij-y

i=1j

:I»—‘
Iy

o det variansskon man som regel bruger, er

kn,
2

2
So1 =T
i=1 ]:1

med n — 1 frihedsgrader.

Kvotientteststorrelsen for Hy er

0o L0335
L(Fy T V4 02)

hvor L er defineret i formel (7.2) side 91. Nar man indsetter udtrykkene for estimaterne i
Q, sa bliver det udtryk som exp skal anvendes p4, ganske enkelt —n/2 bade i teller og
navner, sa udtrykket for Q kan reduceres til

ko -n/f2

Y>3 (ij-7)

—~, \ —Nn/2
o2 i=1 j=1
(%) e
ZZ(J’U _yi)z

i=1 j=1
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For at kunne omforme Q yderligere skal vi bruge folgende omskrivning der fas af formel
(7.3) pa side 92 hvis man erstatter y; med y:

n; k n;

k k n;

)IDNCIESIEED I NI TS DD IO (75)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

dvs. den totale kvadratsum der beskriver y;;-ernes variation om det totale gennemsnit y,

spaltes op i en sum af et bidrag der beskriver »variationen inden for grupperne« og et

bidrag der beskriver »variationen mellem grupperne«. Parallelt med opspaltningen af

kvadratsummen har vi opspaltningen

n-1=(n-k)+(k-1)
af frihedsgraderne, og ved at dividere kvadratsummerne med de tilsvarende antal fri-
hedsgrader far vi variansestimater der beskriver forskellige variationer:

o Variationen omkring totalgennemsnittet, dvs. enkeltobservationernes variation
ombkring totalgennemsnittet, beskrives af

ni

k
12 (yij—¥

i=1 j=1

n-—

som er variansestimatet under Hy.
o Variationen inden for grupper, dvs. enkeltobservationernes variation omkring deres
respektive gruppegennemsnit, beskrives af

i

k
k Y2 (ii-7:)

i=1 j=1

2 =
%0 n-—
som er variansestimatet i grundmodellen (formel (7.4) pa side 93).

o Variationen mellem grupper, dvs. gruppegennemsnittenes variation omkring det
totale gennemsnit, beskrives af

ni

1 & 1 &
SI:k I;JZI(yz :k_llZ:;nl(y_
Men vi skal videre med omskrivningen af udtrykket for Q. Ved hjelp af formel (7.5) kan
vi omskrive Q til

" -n/2

k
Z. (?i_y)z
Q: 1+ i=1 j=1 (1+

k n;

ZZ()’U Vi)

1 j=1

(k- 1>1) "2
(n—k)s ’
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Tabel 7.4 Fuglegraes-eksemplet: Variansanalyseskema.
f stér for antal frihedsgrader, SS for Sum af kvadratiske afvigelser, s* = SS/f.

variation  f SS s test

inden for grupper 12 41350  34.46
mellem grupper 3 40225 134.08 134.08/34.46=3.9

total 15 815.75 54.38

hvoraf det fremgar at Q er en monotont aftagende funktion af sterrelsen

saledes at store veerdier af F svarer til sma veerdier af Q og dermed er tegn pa at H, ber
forkastes. I praksis benytter man altid F som teststorrelse for Hy. Man kan forstd F som
forholdet mellem variationen mellem grupper og variationen inden for grupper.

Man forkaster hypotesen om homogenitet mellem grupper nar variationen mellem
grupper er vaesentligt storre end variationen inden for grupper. Man kan bevise at F-test-
storrelsen folger den sakaldte F-fordeling med frihedsgrader (k —1, n — k) nar hypotesen
Hy er rigtig. Derfor kan testsandsynligheden ¢ = PO(F > Fobs) bestemmes som

&= P(Fk—l,n—k > Fobs)

hvor Fy_; ,_k betegner en F-fordelt stokastisk variabel med (k — 1, n — k) frihedsgrader;
dermed kan ¢ let findes ved hjelp af et statistikprogram pa computeren eller en tabel
over fraktiler i F-fordelingen.

Vi har hermed lost den opgave der gik ud pa at ssmmenligne k grupper af normalfor-
delte observationer. Man kan sige at F-teststorrelsen sammenligner to variansestimater,
og derfor kaldes analysemetoden for en variansanalyse; da observationerne er inddelt efter
ét kriterium (nemlig hvilken gruppe de tilhorer), kaldes analysen for ensidet variansanaly-
se. Det er kutyme at give en oversigt over variansanalysen i et sakaldt variansanalyseskema.
Tabel 7.4 er et variansanalyseskema for Fuglegrzs-eksemplet.

Eksempel 7.2 (Fuglegrees, konklusion)

Af variansanalyseskemaet (tabel 7.4) fremgar at F-teststorrelsen for hypotesen om ens grupper
bliver 3.9, og denne veerdi skal sammenholdes med fraktilerne i F-fordelingen med frihedsgrader
3 0g 12; i denne fordeling er 95%-fraktilen 3.49 og 97.5%-fraktilen 4.47, sa testsandsynligheden
er knap 4%. Pa den baggrund vil man sadvanligvis veere stemt for at forkaste hypotesen om ens
middelveerdier i grupperne. Man mé altsé konstatere at de fire grupper synes at vaere forskellige
allerede inden man begynder at give dem hver deres behandling. Det kan virke overraskende,
men det ma haenge sammen med at der pa forhand er betydelige forskelle pa de enkelte dele af
marken. Nar man sidenhen skal undersoge hvordan behandlingerne virker, er man nedt til at
tage hensyn til denne forskellighed.
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7.3 Bartletts test for varianshomogenitet

I de her behandlede normalfordelingsmodeller hvor man beskeeftiger sig med hypoteser
om middelvaerdiparametrene, er det en grundantagelse at der er tale om varianshomoge-
nitet, dvs. at de forskellige grupper har samme varians. I dette afsnit omtaler vi et test for
varianshomogenitet.

Den generelle situation er stadig den der blev prasenteret pa side 90, men vi ensker
nu at teste antagelsen om at de k grupper har samme variansparameter . Den made man
kan gribe et sadant problem an p4, er at man indlejrer den statistiske model i en storre
model, og sa tester man pa helt seedvanlig vis om man kan reducere den storre model til
den oprindelige model. I det aktuelle tilfeelde indlejrer vi den oprindelige model (71) fra
side 911 en storre model der tillader grupperne at have hver deres egen variansparameter,
nemlig modellen

Yij ~ N (pi, 07).

Dernaest tester vi (7.1) som en hypotese i forhold til den nye grundmodel.

Den hypotese der skal testes, handler kun om en del af modellens parametre, og for
sd at sige at slippe af med middelveerdiparametrene, der jo ikke har noget med hypo-
tesen at gore, kan man teste hypotesen i den betingede fordeling givet de estimerede
middelveerdiparametre. (Dette haenger sammen med at man maske ogsé ber estimere
variansparametrene i denne betingede fordeling, se side 64.) Hvis man omskriver kvoti-
entteststorrelsen i den naevnte betingede fordeling, nar man frem til at man kan benytte
folgende teststorrelse, Bartletts teststorrelse, for hypotesen om varianshomogenitet:

k 2
B=-> filn—; (7.6)
i=1 So
her betegner s? estimatet over variansen o7 i den i-te gruppe, og f; er antallet af friheds-
grader for 5?, dvs. for hvert i er

1 n N
si=—= 2 i-7)h  fi=ni-l,
fi =1

og s% er det seedvanlige estimat over den fzlles varians o (formel (7.4) pa side 93).
Bemerk i ovrigt at s er et vaegtet gennemsnit af s?-erne med frihedsgraderne som veegte,

1 k
sg = ? > fist, hvor f = fi + fo +--- + f; er antallet af frihedsgrader for s2.
i=1

Teststorrelsen B, som i virkeligheden er en —21n Q-sterrelse, er altid et positivt tal, og
store veerdier af B er signifikante, dvs. tyder pa at hypotesen om varianshomogenitet er
forkert. Hvis hypotesen er rigtig, er B approksimativt y>-fordelt med k — 1 frihedsgrader,
saledes at det er let at bestemme den omtrentlige testsandsynlighed som P( Xi—l > Bobs),
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Tabel 7.5 Fuglegraeseksemplet: nogle beregnede storrelser.

n star for antal observationer y, S for Sum af y-er, y for gennemsnit af y-er, f for antal
frihedsgrader, SS for Sum af kvadratiske afvigelser (‘Sum of Squared deviations’), og s? for
variansestimat (SS/f).

gruppe n N ¥y f SS s?
1 4 104 26.00 3 234.00 78.00
2 4 65 1625 3 12.75  4.25
3 4 120 30.00 3 44.00 14.67
4 4 93 2325 3 12275 40.92
sum 16 382 12 413.50
gennemsnit 23.88 34.46

hvor x7 , betegner en y*-fordelt stokastisk variabel med k — 1 frihedsgrader; testsand-
synligheden kan derfor let findes ved hjeelp af et statistikprogram pa computeren eller
en tabel over fraktiler i y*-fordelingen. y*-approksimationen er god nar alle f;-erne er
store; som tommelfingerregel siger man at de alle skal vaere mindst 5.

Huvis der kun er to grupper (dvs. k = 2), kan man alternativt teste hypotesen om
varianshomogenitet med et test baseret pa forholdet mellem de to variansestimater;
dette er omtalt i forbindelse med tostikpreveproblemet i normalfordelingen, se side 80.
(Dette tostikpravetest er ikke baseret pa nogen y*-approksimationer, sa det har ingen
restriktioner pa antallene af frihedsgrader.)

Eksempel 7.3 (Fuglegrees: test for varianshomogenitet)
Som illustration udregnes Bartletts teststorrelse i Fuglegraes-eksemplet. Vi udvider det tidligere
regneskema i tabel 7.3 og far tabel 7.5. Derefter kan vi udregne Bops:

78.00 4.25 14.67 40.92
+31n +31n7+3ln7)=5.87.
34.46 34.46 34.46 34.46

Bops = —(3 In

Betingelsen om at alle f;-erne skal veere mindst fem, er ikke opfyldt (idet de alle er tre), s& det er
begranset hvor y*-fordelt B kan forventes at vaere; men hvis vi ser lidt stort pa det, skulle B altsa
veere ca. y>-fordelt med 4 — 1 = 3 frihedsgrader nar hypotesen om varianshomogenitet er rigtig.
I y3-fordelingen er 80%-fraktilen 4.64 og 90%-fraktilen 6.25, saledes at under forudsatning af at
hypotesen er rigtig, er der i storrelsesordenen 10% sandsynlighed for at fa en veerre B-veerdi end
den opnaede; pé dette grundlag kan vi ikke forkaste hypotesen om varianshomogenitet.

74 Regn ogtegn

Her vises hvordan man kan udfore ensidet variansanalyse og Bartletts test med R.
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Fuglegraseksemplet

Data findes i en fil hvis forste linjer ser saidan ud (dg-sejlen indeholder deekningsgraderne
og gr-sgjlen gruppenumre):

gr dg
117
1 38
1 23
126
2 19

Her folger en redigeret og kommenteret udskrift af en R-session hvor man foretager
ensidet variansanalyse og Bartletts test for varianshomogenitet; brugeren har skrevet de
linjer der begynder med tegnet > og programmet har produceret de ovrige.

Forst indlaeses data fra filen; forste linje er en »header« som indeholder navne pa
sojlerne. Funktionen factor omdanner gr til en en sakaldt faktor, dvs. dens vaerdier skal
opfattes som gruppenavne, ikke som tal.

> fuglegrs <- read.table("fuglegrs.dat", header = TRUE, nrows = 20)
> fuglegrs$gr <- factor(fuglegrs$gr)

Funktionen bartlett.test udregner Bartletts teststorrelse B (K-squared) og den til-
herende testsandsynlighed ¢ (p-value). Venstresiden af modelformlen dg ~ gr er
sojlen med observationerne, hgjresiden af modelformlen forteeller at observationerne
skal inddeles i grupper efter gr.

> bartlett.test(dg ~ gr, data = fuglegrs)
Bartlett test for homogeneity of variances

data: dg by gr
Bartlett’s K-squared = 5.1583, df = 3, p-value = 0.1606

Funktionen aov udferer variansanalyse (analysis of variance) jf. afsnit 72. Modelformlen
dg ~ gr har samme funktion som ved bartlett.test .

> summary(aov(dg ~ gr, data = fuglegrs))

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
gr 3 402.25 134.08 3.8912 0.03736 *
Residuals 12 413.50 34.46

Signif. codes: O ‘*x*x’ 0.001 ‘%%’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1
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Udskriften herfra giver de fleste af veerdierne til variansanalyseskemaet tabel 7.4, blandt
andet ses det at F-teststorrelsen er 3.8912 med tilhorende testsandsynlighed 0.03736, jf.
eksempel 7.2. Den estimerede varians inden for grupper, altsa variansskennet i model-
len med forskellige middelveerdier, findes i sgjlen med overskrift Mean Sq og rackken
Residuals; antallet af frihedsgrader findes i sojlen Df (degrees of freedom).
Gruppegennemsnittene kan beregnes af funktionen 1m (der fitter en linezer model);
leddet -1 imodelformlen angiver at der ikke skal medtages et separat konstantled.

> summary(lm(dg ~ gr - 1, data = fuglegrs))

Call:
Im(formula = dg ~ gr - 1, data = fuglegrs)

Coefficients:

Estimate Std.Error t value Pr(>|t])
grl 26.000 2.935 8.858 1.30e-06 *x*x
gr2 16.250 2.935 5.537 0.000129 x**x*
gr3 30.000 2.935 10.221 2.83e-07 **x*
gréd 23.250 2.935 7.921 4.16e-06 **x

Signif. codes: O “**x’> 0.001 ‘x*’ 0.01 ‘x> 0.05 ¢.” 0.1 ¢ > 1

Man finder de fire middelveerdiestimater i sojlen Estimate; sojlen ved siden af har
overskriften Std.Error og indeholder middelfejlene (‘standard errors’) pa estimaterne.

Hvis hypotesen om ens middelveerdier var blevet accepteret, ville man have brug
for totalgennemsnittet (det feelles middelveerdiestimat) og variationen omkring total-
gennemsnittet (det nye varianssken); her kan man igen benytte 1m, denne gang med en
anden modelformel: summary (1m(dg ~ 1, data = fuglegrs))

Data til opgave 7.1

Talmaterialet indleeses med data(PlantGrowth) hvorved der oprettes en ‘data.frame’
PlantGrowth indeholdende de to variable weight og group.

7.5 Opgaver

Opgave 7.1 (Sammenligning af gadskningsmetoder)
I et dyrkningsforseg vil man undersgge hvordan to gedskningsmetoder virker. Man har dyrket
10 planter med den ene metode, 10 med den anden, og 10 planter som en kontrolgruppe under
»seedvanlige« omsteendigheder. Efter en bestemt vaekstperiode er planterne hostet, og man har
malt terstofindhold i hver af dem. De opnaede resultater fremgar af tabel 7.6.

Analysér talmaterialet. (Opstil en passende statistisk model, estimér parametrene, test rele-
vante hypoteser; kan man foretage modelkontrol?)
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Tabel 7.6 Opgave 7.1: Torstofindhold (i g) i planter under forskellige dyrkningsbetingelser.

kontrol metode A metode B
4.17 4.81 6.31
5.58 4.17 5.12
5.18 4.41 5.54
6.11 3.59 5.50
4.50 5.87 5.37
4.61 3.83 5.29
5.17 6.03 4.92
4.53 4.89 6.15
5.33 4.32 5.80
5.14 4.69 5.26

Tabel 7.7 Opgave 7.2: Gennemsnitlig veegt (i pund) af de fuldvoksne fugle i hver af de i alt 24

eksperimentelle enheder, samt nogle hjalpestorrelser til beregningerne.

kontrol lavdosis hej dosis gruppe  antal sum sum af kvadrater
3.93 3.99 3.96 kontrol 8 30.93 119.6267
3.78 3.96 3.94 lav dosis 8 32.04 128.3446
3.88 3.96 4.02 hej dosis 8 32.30 130.4642
3.93 4.03 4.06
24 2 4
3.84 410 3.94 sum 95.27 378.4355
3.75 4.02 4.09
3.98 4.06 4.17
3.84 3.92 4.12

Opgave 7.2 (Kyllingers veekst)
Man har foretaget en forsegsraekke med kyllinger for at bedemme virkningen af et formodet
vaekstfremmende hormon. Forseget kan teenkes opbygget pa folgende méde:

o Den eksperimentelle enhed bestar af et antal kyllinger der lever i samme hensehus og far
samme kost; maleresultatet er den gennemsnitlige vaegt af de fuldvoksne fugle.

¢ De eksperimentelle enheder er inddelt i tre grupper:

- én gruppe far normal kost (kontrolgruppen),
- én gruppe far normal kost plus hormonet i lav dosis,
- én gruppe far normal kost plus hormonet i hgj dosis.

Hver gruppe indeholder otte eksperimentelle enheder.

Resultatet af forseget ses i tabel 7.7.

Undersog ved hjelp af ensidet variansanalyse om man kan sige at det tilsatte hormon faktisk
virker veekstfremmende. Undersogelsen ber suppleres med forskellige former for modelkontrol.
Man kan saledes kontrollere antagelsen om varianshomogenitet ved hjelp af Bartletts test. Hvilke
muligheder er der for grafiske tests af normalfordelingsantagelsen?
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Tabel 7.8 Opgave 7.3:

Etnocentricisme-tal for fire grupper af born.

sorte barn i blandede skoler:

15 12 14 15 22 21 18 18 23
12 16 14 22 16 17 20 18 22
hvide bern i blandede skoler:
12 12 13 11 16 12 19 12 5
11 91716 16 12 7 9 24
sorte bern i adskilte skoler:

11 11 13 13 921 21 9 13
13 21 14 20 19 15 19 12 12
hvide bern i adskilte skoler:

23 17 14 18 16 18 15 21 22
10 15 14 7 14 21 10 14 10

22
20

13
16

20
24

14
23

20
15

11
14

10
24

22

20

20

10
16

18
12

15 7 17
14 20 17

12
14

24 13
17 8

12
11

18
15

19
12
16

13 10

13

12
13

18
15

18
9

19
14

18
17

17 19 18 14
14 16 15 15

19
12

13 21 21
17 13 24

14 18 8
16 6 5

16 9
14 7

19 9 1 9
12 22 14 11

12
15

18 17
11 11

19
10

21
10

22
14

22 17 12
12 11 13

10
16

15 22
12 14

15
22

12
21

11
15

9 14 21
9 9

Opgave 7.3 (Etnocentricisme)
En forsker ved Columbia University ville undersege om det amerikanske skolesystems integration
af born af forskellig race gav sig udslag i at bernene fik forskellige holdninger til deres egen og til
andre racer. Han udsatte derfor fire grupper af bern for en etnocentricisme-test der méler i hvilken
grad det enkelte barn foretrackker at omgés og respekterer bern af samme etniske gruppe som
det selv frem for bern af andre etniske grupper; et barn fér alts et hejt etnocentricisme-tal hvis
det i hoj grad foretraekker kammerater af sin egen race [11].
De fire grupper af born er 1) sorte born i blandede skoler, 2) hvide bern i blandede skoler,
3) sorte bern i adskilte skoler, og 4) hvide bern i adskilte skoler. Der er undersegt 50 bern fra
hver gruppe. Resultaterne fremgér af tabel 7.8 (fra [19]).

Analysér talmaterialet. - Bemeerk at datamaterialets storrelse gor det muligt ogsé at vurdere rime-
ligheden af en antagelse om at observationerne i de enkelte grupper er uathangige normalfordelte
observationer.

Hjeelpestorrelser til beregningerne:

sorte born i blandede skoler
hvide born i blandede skoler

sorte bern i adskilte skoler

hvide bern i adskilte skoler

sum sum af kvadrater
854 15254
647 9607
727 11313
751 12325
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REGRESSIONSANALYSE HANDLER OM at undersege hvordan en malt sterrelse athenger af
en eller flere sakaldte baggrundsvariable.

Antag at der foreligger et statistisk datamateriale som er fremkommet ved at man
pé hvert af et antal »individer«, eksempelvis forsegspersoner, forsegsdyr eller enkelt-
laboratorieforseg, har malt vaerdien af et antal storrelser, »variable«. En af disse storrelser
indtager en serstilling, idet man nemlig gerne vil »beskrive« eller »forklare« denne
storrelse ved hjalp af de ovrige. Tit kalder man den variabel der skal beskrives, for y,
og de variable ved hjelp af hvilke man vil beskrive, for xj, x5, . . ., Xp. Andre betegnelser
fremgar af folgende oversigt:

xl,xz,...,xp y

baggrundsvariable modelleret variabel
uafhangige variable afhangig variabel
forklarende variable forklaret variabel
responsvariabel

Her skitseres et par eksempler:

1. Leegen observerer den tid y som patienten overlever efter at vaere blevet behandlet
for sygdommen, men laegen har ogsa registreret en maengde baggrundsoplysninger
om patienten, sa som ken, alder, vaegt, detaljer om sygdommen osv. Nogle af bag-
grundsoplysningerne kan maske indeholde information om hvor leenge patienten
kan forventes at overleve.

2. T en reekke nogenlunde ens i-lande har man fundet tal for lungekreeftforekomst,
cigaretforbrug og forbrug af fossilt breendstof, altsammen pr. indbygger. Man kan
da udnzvne lungekreftforekomst til y-variabel og soge at »forklare« den ved hjelp
af de to andre variable, der sa far rollen som forklarende variable.

3. Man gnsker at undersoge et bestemt stofs giftighed. Derfor giver man det i forskelli-
ge koncentrationer til nogle grupper af forsegsdyr og ser hvor mange af dyrene der
der. Her er koncentrationen x en uathangig variabel hvis veerdi eksperimentator
bestemmer, og antallet y af dede er den athangige variabel.

103
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En statistisk model i den slags situationer skal blandt andet

o udtrykke middelvaerdien af y-variablen som en simpel og »pan« funktion af de

forklarende variable, og

o angive en sandsynlighedsfordeling der skal beskrive y-ernes tilfeeldige variation.
I dette og neeste kapitel beskeeftiger vi os med modeller hvor den tilfeeldige variation
beskrives af en normalfordeling, og hvor middelveerdien kan skrives som en linearkom-
bination af et antal ukendte parametre med de forklarende variable som koefficienter.
Den slags modeller kan generelt formuleres pa folgende made:

For hvert individ i (=1,2..., n) foreligger der dels en vaerdi af en storrelse y, dels
vaerdier af p baggrundsvariable xi, x3, ..., x,. For hvert i har man dermed p + 1 tal
Yi> Xil» Xi2» - - . » Xip, hvor y; betegner den veerdi af y der er malt pa det i-te individ, og x;;
betegner veerdien af den j-te baggrundsvariabel hos individ nr. i. Modellen siger da at
tallene y;, y2, ..., y, opfattes som observerede vaerdier af uatheengige normalfordelte
stokastiske variable Y;, Y5, ..., Y, hvor

)4
Y ~ N (Bo + injﬁj,Uz)
=t

= N(Bo+xuPi+xi2f2+ ...+ Xipfp, 0°).

Her er koefficienterne f3o, B1, 2, . . ., Bp ukendte parametre der fastleegger hvordan de
enkelte forklarende variable pavirker middelveerdien, og variansparameteren o2 beskriver
den tilfeldige variation omkring middelverdien.

Den generelle model omtales naermere i kapitel 9; forinden skal vi fra afsnit 8.1 og
kapitel 8 ud undersege det vigtige specialtilfaelde simpel linezer regressionsanalyse.

Under alle omsteendigheder er der tale om lineer regressionsanalyse, hvilket bety-
der at baggrundsvariablene indgdr lineart i udtrykket for middelveerdien. Det laegger
selvfolgelig en vis begreensning pa, hvor generelle man kan lave denne type modeller,
men pa den anden side kan man veelge sine baggrundsvariable som man har lyst til/brug
for, specielt kan man danne nye baggrundsvariable ud fra gamle. Hvis man f.eks. har
én »naturligt givet« baggrundsvariabel ¢ som er en naermere fastlagt tidssterrelse, kan
man evt. indfere en ny baggrundsvariabel ¢* siledes at man alt i alt far den lineaere
regressionsmodel E Y; = By + fit + Bat>.

Regressionsanalyse gar kort fortalt ud pa at udvikle en statistisk model hvormed man
kan beskrive en y-variabel ved hjelp af en kendt simpel funktion af nogle baggrundsvari-
able og nogle parametre. Parametrene er de samme for alle observationsset, hvorimod
baggrundsvariablene typisk ikke er det. Parametrenes veerdier bestemmes ud fra data
siledes at man far det bedste fit.

Man ma naturligvis ikke forvente at den statistiske model leverer en perfekt beskri-
velse, et perfekt fit, dels fordi den model man matte finde frem til, naeppe er fuldsteendig
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rigtig, dels fordi en af pointerne med statistiske modeller netop er at de kun beskriver
hovedtrakkene i datamaterialet og ser stort pa de finere detaljer. Der vil derfor veere en
vis forskel mellem den observerede veerdi y og den fittede veerdi y, dvs. den veerdi som
man ifelge regressionsmodellen skulle fa med de givne veerdier af baggrundsvariablene.
Denne forskel kaldes residualet og betegnes ofte e. Vi har altsa opspaltningen

y = y + e
observeret veerdi = fittet veerdi + residual .

Residualerne er det som modellen ikke beskriver, og derfor anser man (eller rettere
modellen) dem for tilfaeldige, o: tilfeeldige tal fra en vis sandsynlighedsfordeling.

To vaesentlige forudsatninger for at kunne benytte regressionsanalyse er

1. Deter ikke x-erne, men kun y-erne og residualerne, der er behaftede med tilfeeldig
variation (»usikkerhed«).

2. De enkelte malinger er stokastisk uafheengige af hinanden, hvilket vil sige at de
tilfeeldigheder der indvirker pa én bestemt y-veerdi (efter at man har taget hojde
for baggrundsvariablene) ikke har nogen sammenhzeng med de tilfeeldigheder der
spiller ind pa de ovrige y-veerdier.

De simpleste eksempler pa regressionsanalyse er dem hvor der kun er én enkelt bag-
grundsvariabel, som vi sa kan betegne x. Opgaven bliver da at beskrive y-vardierne
ved hjelp af en kendt simpel funktion af x. Det simpleste ikke-trivielle bud pa en sddan
funktion ma vel vaere en funktion af typen x — fo + xf; hvor By og f3; er to parametre,
dvs. man formoder at y athaenger linezrt af x. Derved far man den sakaldte simple
linezere regressionsmodel.

I det folgende beskaeftiger vi os med forskellige vaesentlige aspekter af regressionsmodeller
og regressionsanalyse: Hvordan veelger man verdierne af $-erne sd man far det bedste
fit? Hvordan afger man om en bestemt model er god nok? Hvis man har flere forskellige
baggrundsvariable til sin radighed, hvordan afger man sa hvilke af dem der skal med i
modellen og hvilke ikke?

8.1 Prasentation af modellen

Resten af dette kapitel handler om den situation hvor der foreligger en rackke talpar
(x1, 31), (%2, ¥2), (%3, ¥3)5 - - - » (Xu> ¥n )> 0g hvor man seger en statistisk model for y-erne;
x-erne skal indgé i modellen p& den made at middelveerdien af Y kan skrives som & + fx
for passende valg af parametrene « og 8. Vi vil bruge folgende statistiske model:

o tallene yi, y2,. .., y, er observerede vaerdier af stokastiske variable Y, Y3, ..., Yy;
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o de stokastiske variable Y}, Y5, . .., Y, er uaftheengige og normalfordelte med samme
varians ¢?;
o tallene xj,x3,...,x, betragtes som faste tal — de er altsa ikke (i denne model)

observerede veerdier af stokastiske variable;
o middelveerdien af den i-te maling kan skrives som « + x;, dvs. som en linearkom-
bination af to ukendte parametre « og 8 og med koefficienterne 1 og x;:

EY,-:cx+/3xi, i=12,...,n.

Modellen skrives kort som

Y; ~N(oc+/3xi,02). (8.1)

Modellen beskriver y-ernes systematiske variation ved hjelp af parametrene « og f3 og
de kendte konstanter xi, x2, ..., X,, og den beskriver den tilfeeldige variation ved hjelp
af normalfordelingen og den ukendte variansparameter 2. Modellen kaldes en simpel
linecer regressionsanalyse-model, og f kaldes regressionskoefficienten.

De to storrelser x og y indgar pa helt forskellig made i modellen, og det er derfor ikke
ligegyldigt hvad man lader veere x og hvad y. I nogle tilfeelde er det ganske klart hvad
der er »observation«, og hvad der er »baggrundsvariabel«, men i andre tilfeelde er det i
hoj grad et valg man traeffer. Her kommer to eksempler der illustrerer de to muligheder.

Eksempel 8.1 (Feedre og senner)

I slutningen af 1800-tallet opstod i England faget biometri, et fag i greenseomradet mellem (hvad
vi i vore dage forstir ved) statistik og biologi. De emner biometrikerne tog op, var i hej grad
emner med forbindelse til den nye og kontroversielle arvelighedslere, idet de habede at kunne
finde bekreftelser pa og numeriske beskrivelser af evolutionsteorien. Desuden var nogle af
biometrikerne meget optaget af den almindelige debat om de store sociale problemer i samfundet,
og de matte derfor gore sig overvejelser over hvad arvelighedsleeren kunne fortzelle om samfundets
udvikling.

Biometrikeren E Galton (1822-1911) spekulerede over det tilsyneladende almindelige forfald:
hvordan kunne det vere at fremragende faedre ikke fik tilsvarende fremragende senner (- eller
var det bare noget man syntes?). Nu er det vanskeligt at finde et mal for »fremragende-hedc, s&
Galton gav sig til at undersege hejde i stedet. Han foranstaltede en storre indsamling af data om
medlemmer af britiske familier og registrerede blandt andet gjenfarve, gemyt, kunstneriske evner,
sygdomme, valg af egtefelle, frugtbarhed, og altsa hejde.

Galton foretog det vi nutildags kalder en regressionsanalyse, og han fandt at heje feedre
gennemsnitligt fik senner der ikke var s hgje som de selv, men dog 13 over gennemsnittet i
befolkningen. Omvendt fik sma feedre gennemsnitligt senner der var hgjere end dem selv, men
dog 14 under gennemsnittet i befolkningen. Denne tilsyneladende nsermen sig det gennemsnitlige
s Galton som en tilbagegang og kaldte det derfor en regression.

I tabel 8.1 er gengivet et talmateriale som to andre biometrikere indsamlede, idet de for 1078
par af far og son registrerede faderens hgjde og sennens hgjde. Tabellen skal leeses pd den made
at der f.eks. var syv tilfeelde ud af de 1078 hvor faderen var 67 inches og sennen 65 inches. Der
er tale om en situation med n = 1078 talpar (x, y), men det er ikke uden videre klart at den ene
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Tabel 8.1 Fadre og senner: Fordelingen af 1078 par af far og sen efter faderens hejde og sennens
hojde. Hojderne er angivet i inches.

Faderens hojde
59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 73 74 75
60 - - - - 1 - 1 - ..o
61 - - - - 1 - - - 1 - - .o
62 - 1 - - - 1 - - 1 - - - - - - - -
S 63 - - - 2 2 2 4 5 3 1 - - - - - -
o 64 1 - 2 4 3 4 8 9 3 1 2 1 - - - -
n 65 21 - 2 310131 7 6 4 2 - - - - -
n 66 - - 1 2 5 91017 18 16 5 2 3 1 - - -
e 67 - 2 2 5 3 14 20 26 26 19 13 14 3 - 1 - -
n 68 - - 2 2 8 10 10 24 31 24 30 13 8 10 2 - -
s 69 - - 1 - 5 5 13 18 16 24 29 22 10 4 2 - 1
70 - - - - 1 3 6 19 12 20 22 19 14 6 3 1
h 71 - - - - - 3 5 910 19 152111 8 5 1 1
o 72 - - - - - - 3 1 7 811 110 9 3 - -
j 73 - - - - - -1 1 2 8 6 6 8 6 3 - 1
d 74 - - - -1 -2 2 - 5 2 3 6 3 3 - 2
e 75 - - - - - - - - 1 2 - 2 1 2 1 -
76 - - - - - - - - - 1 - - 1 1 1 - -
77 R A T 1 - 1 - - 2 - -
78 e R ST S 1 1 - - 1 - -

af de to hgjder er en »baggrundsvariabel« og den anden en »observationg, faktisk m& man vel
sige at de er »observationer« begge to. Men man kan veelge at opfatte f.eks. faderens hojde som
»baggrundsvariabel« og sennens hgjde som »observation« og sé foretage en sékaldt »regression
af sennens hejde pa faderens hojde«; det kan man gere hvis man er interesseret i at undersoge
hvordan man kan forudsige, preediktere, sonnens hejde ud fra faderens.

Eksempel 8.2 (Kveelning af hunde)
Man ved at hypoxi (nedsat ilttilfersel til hjernen) kan bevirke at der dannes forskellige skadelige
stoffer i hjernen, og det kan i veerste fald medfere alvorlige hjerneskader. (Hypoxi kan blandt andet
forekomme ved fadsler.) Man er derfor interesseret i at udvikle en simpel metode til at afgore om
der har vere hypoxi, og i givet fald hvor leenge. Man har udfert en raekke forsgg for at undersoge
om koncentrationen af hypoxantin i cerebrospinalvaesken kan benyttes som hypoxiindikator.

Syv hunde blev under bedgvelse udsat for iltmangel ved sammenpresning af luftrgret, og
hypoxantinkoncentrationen maltes efter 0, 6, 12 og 18 minutters forlgb. Det var af forskellige
grunde ikke muligt at foretage malinger pa alle syv hunde til alle fire tidspunkter, og det kan
heller ikke afgares hvordan malinger og hunde hgrer sammen. Resultaterne af forsgget er vist i
tabel 8.2.

Man kan anskue situationen pa den made at der foreligger n = 25 par ssammenheorende veerdier
af koncentration og varighed. Varighederne er kendte storrelser — de indgér i forsegsplanen -
hvorimod koncentrationerne kan betragtes som observerede verdier af stokastiske variable:
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Tabel 8.2 Kvalning af hunde: Malinger af hypoxantinkoncentration til de fire forskellige
tidspunkter. I hver gruppe er observationerne ordnet efter storrelse.

varighed (min) koncentration (umol/l)
0 0.0 0.0 1.2 1.8 2.1 2.1 3.0
6 3.0 4.9 5.1 5.1 7.0 7.9
12 4.9 6.0 6.5 8.0 12.0
18 9.5 10.1 120 120 13.0 16.0 17.1

tallene er ikke ens fordi der er en vis biologisk variation og en vis forsegsusikkerhed, og det kan
passende modelleres som tilfaeldig variation. Det er derfor nzerliggende at sgge at modellere tallene
ved hjalp af en regressionsmodel med koncentration som y- og varighed som x-variabel. Man
kan naturligvis ikke pa forhand vide om varigheden i sig selv er en hensigtsmaessig forklarende
variabel. Maske viser det sig at man bedre kan beskrive koncentrationen som en linezer funktion
af logaritmen til varigheden end som en lineer funktion af selve varigheden, men det betyder
blot at der er tale om en lineeer regressionsmodel med logaritmen til varigheden som forklarende
variabel.

Der melder sig nu forskellige spergsmal:

1. Hvordan estimerer man de indgdende parametre a, 8 og 0%?

2. Hvordan vurderer man om en model af formen (8.1) giver en fornuftig beskrivelse
af datamaterialet?

3. Hvordan tester man hypoteser om parametrene?

8.2 Estimation af parametrene

Vi estimerer « og § ved maximum likelihood metoden, som pa grund af normalforde-
lingsantagelsen er det samme som mindste kvadraters metode, og vi estimerer 0> som

residualkvadratsummen divideret med antallet af frihedsgrader.

Estimation af « og 8

Parametrene « og f3 estimeres ved at maksimalisere den til grundmodellen (8.1) herende
likelihoodfunktion

L(a,

(i (e px)’
] e s 10
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Det fremgar heraf at de bedste estimater over « og f8 er de vaerdier der minimaliserer
kvadratsummen

i()’i ~(a+px))’. (8.2)

Disse vaerdier kan man enten bestemme ved hjelp af standardmetoder til bestemmelse
af ekstremumspunkter for funktioner af to variable, eller man kan soge at slippe lettere
om ved det ved at foretage snedige omskrivninger af kvadratsummen pa lignende made
som ved estimation i enstikpreveproblemet (side 62), i tostikpreveproblemet (side 77)
og i ensidet variansanalyse (side 92). Vi prever med den snedige omskrivning:

Det er hensigtsmeessigt at operere med x-ernes og y-ernes afvigelser fra deres gen-
nemsnit X og y. Derfor omskrives kvadratsummen (8.2) saledes:
n
-1

(i -7) + (G- (a+ X)) - B(x; %))’

M=

(yi— (a+pxi)) =

1

Il
—

(yi-7)?

M-

Il
—

+n(y - (oc+ﬁ3_c))2 (8.3)

+ ﬁ2i1<xi—z)2
—zﬁil(x,- “D0i-7),

idet de ovrige to dobbelte produkter fra kvadreringen af den treleddede storrelse bliver 0.
Omskrivningen har fort til et udtryk hvor a kun optraeder i det ene led n(y-(a+%))?, og
det udtryk antager sin mindsteveerdi 0 netop nar « er lig y— 8x. Dernzest skal 3 bestemmes
sa det minimaliserer summen af de tre ovrige led, dvs. minimaliserer udtrykket

/32 i(xi —E)Z _2/3i(xi ~%)(yi-y) + i(yi —?)2

eller kort
B2SS, — 2BSPy, + SS,,

hvor vi har benyttet de ofte anvendte betegnelser SS, (SS,) for sum af kvadratiske afvigel-
ser af x-er (y-er), og SPy, for sum af produkter af afvigelser af x-er og y-er.

Udtrykket 2SS, — 23SPy, + SS, er en andengradsfunktion af 3, og da koefficienten
til B2 er positiv, har funktionen ét minimumspunkt, og det findes ved at differentiere og
saette den afledede lig 0; man far da at f§ skal estimeres ved

SSx
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Ifolge betragtningerne ovenfor er det dertil svarende bedste valg af «
@=7-Px.

Hermed har vi lgst estimationsproblemet for sa vidt angér « og f.

Man taler undertiden om den estimerede regressionslinje; det er (den linje hvis ligning
er) y =a + fBx.

Undertiden, iseer nar man skal udfere beregningerne mere eller mindre med hand-
kraft, kan man have fornejelse af nogle andre udtryk for SS, SS, og SPy,. Ved almindelige
og lette formelmanipulationer finder man folgende formler, hvor hver gang det forste

lighedstegn er definitionslighedstegnet og det andet viser det alternative udtryk:

n

SSe = (xi - %) =

i=1

n

1 2
if = (D)

i=1

M= 1=

n _ 1 n 2
Ssy:Z()’i_)’)z = )’%‘;(Z)/i) )
i=1 i i=1

1

I
—

n

Py = 225 F) (- 7) = Doy () (2 1)

i=1 i=1

Estimation af ¢2

Variansestimatet er som altid residualkvadratsummen divideret med antallet af friheds-
grader:

1. Residualkvadratsummen fir vi ved at erstatte & og 8 med @ og f8 i kvadratsummen
(8.2), sd den er

n

Z(yi - (a+ B\xi))z.

i=1
Hvis man i stedet indsaetter i formel (8.3) og reducerer, fir man et alternativt udtryk
for residualkvadratsummen, nemlig

n

(i~ @) = S0i-7) - X%

i=1

2
=SS, - B*SS

SP2
=8, - 2.

SS«

2. Antallet af frihedsgrader er n — 2 fordi der er n observationer og der er estimeret 2
middelvardiparametre. Variansen o2 estimeres derfor ved

1 2 - 2 1 SP?
2 _ (= . _ _ Xy
So2 = "n—2 ;(J’: (06+/3X,)) n_z(ss)’ SSx ) (84)
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Tabel 8.3 Fewedre og sonner: Hjxlpestorrelser til beregningerne.

Sum af

1 1078
fars hojde 72979
sons hgjde 74018

fars hojde x fars hojde 4948575
sons hejde x sons hejde 5090344
fars hejde x sens hojde 5015024

Eksempel 8.3 (Feedre og sgnner, fortsat fra side 107)
Vi vil udregne »regressionen af sgnnens hgjde pa faderens hgjde, dvs. vi vil bruge sennens hgjde
som y og faderens hgjde som x i en linezer regression.

Pé grundlag af tallene i tabel 8.1 udregnes forst nogle hjalpestorrelser, se tabel 8.3, og ved
hjeelp af disse udregnes

" 1, n 72979 x 74018
SP,, = ;x,-y,- - ;(; x,)(z_; yi) = 5015024 - e = 4114.260,

n n 2 2

$Se = Yo x7 = (Do xi) = 4948575 - 72975 _ 8005.018,
i=1 i=1

2 2

58, =3y - l(z yi) =5090344 - 72018 _ g095.001,

i1 ntio

Den estimerede regressionskoeflicient er
B = SP.,/SS, = 4114.260/8005.018 = 0.514,

og den estimerede skaering med ordinataksen er

~ — —~_ 74018 72979
d=y-pfx=——-0.514x —— =33.86.
1078 1078

Regressionsmodellen anviser altsa folgende relation:
sons hojde = 33.86 + 0.514 x fars hgjde.
Residualkvadratsummen er

8§, - SPi},/SSX = 8095.091 — 4114.2607 /8005.018 = 5980.525

s4 den estimerede varians er s2, = 5980.525/(1078 — 2) = 5.558 med 1076 frihedsgrader.

Der er naturligvis ogsé den mulighed at udregne regressionen af faderens hejde pé sennens hojde.
Man vil da fa
fars hojde = 32.79 + 0.508 x sons hejde

og en estimeret varians pa sg, = 5.495, ligeledes med 1076 frihedsgrader. Som det ses, er det ikke
ligegyldigt hvilken af de to hejder man benytter som x og hvilken som y.



112 Simpel lineaer regressionsanalyse

Afrundingsfejl

De forskellige formeludtryk for SPyy, SSx, SS, og s§, er allesammen lige rigtige set fra
et matematisk synspunkt. Men hvis man teenker pa dem som forskrifter for hvordan
man skal regne tingene ud, sa har de hver deres fordele og ulemper. Hvis man f.eks. skal

2
) 1 Sny
i )

praktisk fordi den viser hvordan man finder s3, ud fra tre tal som man formentlig allerede

udregne s3,, si er formlen

har regnet ud i anden forbindelse; men formlen er upraktisk fordi den indebzerer at man
skal traekke to ofte naesten lige store positive tal (SS, og SPny/SSX) fra hinanden, og
det betyder at det hele let kan ende i afrundingsfejl safremt man ikke har regnet med
tilstraekkeligt mange cifre i mellemregningerne. Omvendt er formlen

1 SRS
ngzmg()’i—(wrﬁxi))

ikke neer sa folsom over for afrundingsfejl, men den er til gengaeld besveerlig at regne
ud fordi der skal man forst udregne de n preedikterede veerdier @ + fx;, dernzest de
tilsvarende residualer, og endelig summen af de kvadrerede residualer.

Computerprogrammer til statistik har en regressionsfunktion der i langt de fleste tilfelde
kan finde ud af at foretage beregningerne pa en hensigtsmaessig made.

8.3 Parameterestimaternes middelfejl

Regressionsanalyse er i udpreget grad et forseg pa at modellere kvantitative sammen-
haenge, og derfor er det ikke tilstraekkeligt blot at udregne parameterestimaterne, man
skal ogsa skaffe sig en idé om hvor praecise de er.

Nér man tester hypoteser, foregar det ved at man udregner verdien af en passende
valgt teststorrelse der fungerer som et mal for hvor godt de foreliggende observationer
stemmer overens med hypotesen. Derefter bestemmer man den sakaldte testsandsynlig-
hed, der er sandsynligheden for at fa et set observationer der stemmer darligere overens
med hypotesen end de faktiske observationer gor. Nar man overhovedet kan tale om
en sadan sandsynlighed, er det takket vaere den statistiske model; den statistiske model
forteeller nemlig at observationerne kan opfattes som observerede veerdier af stokastiske
variable der folger en naermere angivet sandsynlighedsfordeling, og man kan derfor sige
at den statistiske model seetter os i stand til at sammenligne de faktiske observationer
med alle de andre st observationer man ogsa kunne have faet idet man tager hensyn til,
med hvilke sandsynligheder de forekommer.
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En anden side af dette at »sammenligne med hvad man ellers kunne have faet, er
bestemmelse af estimatorernes middelfejl. Et estimat er jo regnet ud pé grundlag af
de faktiske observationer, men ved hjelp af den statistiske model kan man fa svar pa
sporgsmalet: hvilke andre talveerdier af estimatet kunne man ogsa have faet og med hvilke
sandsynligheder. For da estimatet er en funktion af observationerne, og da observationer-
ne opfattes som observerede verdier af stokastiske variable, kan estimatet opfattes som en
observeret veerdi af en vis stokastisk variabel, estimatoren, hvis sandsynlighedsfordeling
man i princippet kan finde. Ofte er man endda kun interesseret i at vide inden for hvilke
graenser storstedelen af sandsynlighedsmassen er beliggende, og til det brug udregner
man middelfejlen, dvs. estimatorens standardafvigelse. Som en tommelfingerregel galder
nemlig at intervallet middelveerdien plus/minus to gange standardafvigelsen afgraenser ca.
95% af sandsynlighedsmassen (det er iseer rigtigt for normalfordelte estimatorer, sa som
@ og B), og i den forstand er middelfejlen et direkte mal for hvor unejagtigt estimatet er.

Vi skal ikke komme naermere ind pa hvordan man nar frem til formeludtryk for
middelfejl, men her er nogle resultater for den lineaere regressionsmodel:

1. Middelfejlen pa 8 er Vo2 /SS,.
2. a) Middelfejlen pa @er\/o2(L + i)

n SSx
b) Estimatorerne @ og f3 er korrelerede, og korrelation mellem dem er
- / 1+ S,
nx

3. a) Middelfejlen pi @+ X er Vo?/n.

—

b) Estimatorerne @ + B x og f8 er ukorrelerede.

Disse udtryk er de teoretiske middelfejl hvori optraeder den teoretiske varians o2 pa Y.

2 ma vi i stedet indsette et estimat over den, f.eks. 532,

Da vi ikke kender parameteren o
og derved fa de estimerede middelfejl.
Af udtrykket for middelfejlen pa f ses at det er en fordel at x-vaerdierne ligger spredt

over et stort interval, for s& bliver SS, stor og middelfejlen derved lille.

2 2

Det kan nzevnes at middelfejlen pa en estimator s° over variansparameteren o~ i en
normalfordelingsmodel er lig 0\/2/f, hvor f er antallet af frihedsgrader for s*. Deraf
ses hvordan variansestimatet bliver bedre, jo flere frihedsgrader det har.

8.4 En anden formulering af modellen

Den oprindelige formulering af den linezere regressionsmodel handler om et antal talpar
(xi> yi). Nu er det ofte sadan at der for hvert x foreligger flere malinger af y (det er for
eksempel tilfeeldet i eksemplet med kvelning af hunde). Det gor ikke spor at der er flere
talpar med det samme x, men undertiden er det hensigtsmaessigt at notationen kan
indfange dette forhold, bl.a. nar man vil lave regneopskrifter der er overkommelige at
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benytte med »handkraft«. Vi vil derfor prasentere en anden formulering af den linezre
regressionsmodel. Skematisk ser situationen sadan ud:

baggrundsvariabel observationer
X1 yu Yy - Yim
X7 Ya1 Y22 .- Yom,
X3 Yar Y2 ... YVip
Xk Yo Y2 oo Viny

hvor veerdierne xi, X3, . .., x; er forskellige; horende til den i-te x-veerdi er der de n;
observationer y;i, yi2, . . . Yin,;; det samlede antal observationer er n = ny + ny +--- + ny.
Regressionsmodellen (8.1) skrives nu som

~ N (a + Bxi, o).

De tidligere indferte hjelpestorrelser SSy, SS, og SP, (side 110) er i den nye notation

k ni 5 k 5 1 k 2
SSx:Z (xi—x) :Zn,-xl ——(En,x,) ,
i=1 j=1 i=1 S|
k n; 5 k ni , 1 k 2
88y= 3. 2= 7) =2 Y- ()
i=1 j=1 i-1 j=1 nYia
k n; k 1 k k
SPay = Y Y (ki = %) (i = 7) = D mixig = (i) (X mi ),
i=1 j=1 nia i=1
hvor der er benyttet folgende betegnelser
J
yi=— Z Vij er gennemsnittet af y-erne horende til x;,
n; )
J
1 k n; 1 k
y=— Z Yij=— Z niy; er totalgennemsnittet af y-erne,
niaja i=1
1 k ni 1 k
X=—Y Y xi=—) nx; er gennemsnittet af x-erne.
n =1 j=1 i=1
Parameterestimaterne er stadig
= SPy, =
B= ; x=y-px,

n 1 Sp2
Sop = 22( — (@ + Bx; )) :E(SS},— SSy)' (8.5)
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Tabel 8.4 Kvalningaf hunde: beregningsskema. x-vardierne er varighed i minutter, y-veerdierne
er koncentration i gmol/l.

ni
i ni X Vi nix;  ny;  NiXiy; nixi2 Zy%j
j=1
1 7 0 1.46 0 10.2 0.0 0 22.50
2 6 6 5.50 36 33.0 198.0 216 196.44
3 5 12 7.48 60 374 448.8 720 310.26
4 7 18 1281 126 89.7 1614.6 2268 1197.67
sum 25 222 1703 22614 3204 1726.87

Eksempel 8.4 (Kvalning af hunde, fortsat fra side 108)

Vi vil antage at hypoxantinkoncentrationen kan beskrives ved en linezer regressionsmodel med
hypoxivarigheden som uathaengig variabel. (Denne antagelse vil blive undersegt neermere i en
senere fortsaettelse af eksemplet, se side 118.)

Vi lader x;, x,, x3 og x4 betegne de fire tidspunkter 0, 6, 12 og 18 min, og vi lader y;; betegne
den j-te koncentrationsverdi til tid x;. Med de indferte betegnelser kan den tidligere foresldede
statistiske model for talmaterialet formuleres som Y;; ~ ' (a + Bx;, 02).

Vi vil udregne veerdierne af estimaterne o, Eog s, over modellens parametre. Man kan
selvfolgelig overlade regnearbejdet til computeren, men det er pa den anden side ikke uoverkom-
meligt at gore det med handkraft. Indledningsvis udregnes forskellige hjalpesterrelser mm., se
tabel 8.4. Heraf fas den estimerede regressionskoefficient til

k k k
_ SP, ;nixiyi_%(;”ixi)(;ni%)

222 x170.3
22614 - ——

= pmol I min™

= 0.61 ymol 1™ min~%,

og det estimerede skeringspunkt med ordinataksen til

—~_ 1703 ymoll™  0.61 ymol "' min™" x 222 min

= T _RBx- =14 117
a=y-Bx 5 5 pymo

Variansen estimeres som s;, = i (SS y — sp? y / SSx). Man far at

k ni k 2
: 1
2 —
s5,- 35~ 120
i i=1
= (1726.87 - 170.3%/25) ymol® 17> = 566.79 umol* 172,
0og X
SPyy 74914

S, - 3264 pmol® 17% = 455.29 ymol* 172,
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sa residualkvadratsummen er (566.79 — 455.29) ymol? 1 = 111.50 ymol* 17? og

111.
S0y = 1150 pmol® 17 = 4.85 ymol* 172,
23
svarende til en estimeret standardafvigelse pa 2.2 ymol/l. Middelfejlen pa Eer (jt. side 113)
[ s? [ 4.85

2 - pmol I min™" = 0.06 gmol I"" min ™",

S8y 1232.64
og middelfejlen pa @ er

1 %, 1 (222/25)2 5 o
\/<n + E)so2 = \/(25 + m)AL.SS pmol1™ = 0.7 ymol 1.

Sterrelsen af de to middelfejl viser at det er passende at angive [ med to decimaler og @ med én,
sd vi ma konkludere at den estimerede regressionslinje er

y =14 ymol 1! +0.61 pmol ' min™!-x.

8.5 Modelkontrol

Ved simpel linezer regressionsanalyse er den forste og vigtigste form for modelkontrol den
uhyre simple at lave en tegning. I et koordinatsystem afsatter man punkterne (x;, y;),
man indtegner den estimerede regressionslinje og ser efter om punkterne fordeler sig
passende tilfeeldigt omkring linjen. En tegning kan som regel ogsa afslgre hvad der i givet
fald matte veere galt med modellen.

Tit kan man ogsé foretage et numerisk test for om den lineare regressionsmodel er
brugbar. Det foregar kort fortalt ved at man indlejrer regressionsmodellen i en storre
model, og derefter tester man pa helt seedvanlig vis regressionsmodellen som en hypotese
i forhold til den sterre model. En ngdvendig forudseetning for at dette kan lade sig gore,
er at der er flere y-er til det samme x; for man beerer sig nemlig ad pa den made at
man inddeler y-erne i grupper siledes at en gruppe kommer til at besta af alle y-er med
samme x, og som den »storre model« benytter man en ensidet variansanalysemodel. Vi
skal nu se hvordan det neermere gér for sig.

Regressionsmodellen Y;; ~ ' (a + Bx;, 0*) indlejres i en storre model, nemlig den enside-
de variansanalysemodel med k grupper svarende til de k niveauer af x: Y;; ~ NV (u;, 0%).
Vi benytter sa denne model som grundmodel og tester regressionsmodellen som en
hypotese i forhold hertil, det vil sige vi tester hypotesen H : p; = a + x; . Teststorrelsen
for at teste H, er i princippet en kvotient Q mellem to likelihoodfunktionsverdier, men
pa samme made som i forbindelse med ensidet variansanalyse kan Q omskrives til en



8.5 Modelkontrol 117

kvotient F mellem to s*-sterrelser. For vi specificerer disse storrelser nzermere, er det
hensigtsmaessigt at opskrive en spaltning af regressionsmodellens residualkvadratsum:

nij ni

>

i=1

(v~ @+ B = -y (yij—?i)2+én,-(?i—(a+/?x,-))2 (8.6)

j=1 i=1 j=1

.

(denne opspaltning folger af formel (7.3) pa side 92 ved at erstatte y; med o + Exi); den
tilsvarende opspaltning af frihedsgraderne er

n-2=(n-k)+(k-2).

Formel (8.6) viser hvordan residualkvadratsummen, der kan siges at beskrive den samlede
variation omkring regressionslinjen, deles op i en sum af en kvadratsum vedregrende
variationen inden for grupper og en kvadratsum vedrerende gruppernes variation omkring
regressionslinjen, se ogsa figur 8.1.

Ved at dividere kvadratsummerne med deres frihedsgrader fas s*-storrelserne: dels
de tidligere indforte s3, med n — 2 frihedsgrader (formel (8.5) side 114) og sz med n — k
frihedsgrader (side 93), dels

k 2
2211,( a+ﬁx,)) )
i=1
Teststorrelsen for hypotesen H, om at gruppemiddelvaerdierne faktisk ligger pa en ret
linje, er F = s3/s3, det vil sige gruppernes variation omkring linjen malt i forhold til
variationen inden for grupperne. Store vaerdier af F er signifikante, og hvis H, er rigtig, vil
F folge F-fordelingen med frihedsgrader k — 2 og n — k, sa testsandsynligheden ¢ er givet
som ¢ = P(Fk,z, ek > Fobs) der bestemmes ved hjalp af en tabel over F-fordelingen.
o Hvis ¢ er meget lille (og F dermed er signifikant stor), sa ma vi forkaste line-
aritetshypotesen H,. Sé stér vi tilbage med den ensidede variansanalysemodel
Y;; ~ N'(pi» 0*) hvor parametrene py, iz, . . ., iy estimeres ved 7,, 75, ..., ¥4 08
0” estimeres ved s2 med n — k frihedsgrader.
o Hvis ¢ ikke er meget lille (og F dermed ikke er signifikant stor), kan vi godtage den
linezere regressionsmodel Y;; ~ N (& + Bx;, 0%) hvor parametrene « og  estimeres
ved o og B\, og o* estimeres ved sj, med n — 2 frihedsgrader (jf. side 114).
Bemerk i gvrigt, at kvadratsummen vedrerende gruppernes variation omkring linjen
ifolge formel (8.6) kan skrives som

ni ni

k 2k k
Zn,( (x+ﬁx,) => (yij—(?f+/3x) =3 (ij-30)?

i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
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variation
inden for grupper:

nj

—\2
samlet variation omkring e H(yz] 7i)
regressionslinjen:

n — k frihedsgrader
k n; Y 2
Z(J’ij -(@+ ﬁxi))
i=1 j=1

1 — 2 frihedserader gruppernes variation omkring
& regressionslinjen:

k

Z”f(i- - (&+ﬁxi))2

P variation mellem grupper:

k — 2 frihedsgrader

>y, -y)

i=1

T k — 1 frihedsgrader
regressionslinjens

variation:

”i((bﬁr Bxi) —7)2

k
i=1

1 frihedsgrad

den totale variation:

i

(i -y)*

i=1 j=

n —1frihedsgrader

Figur 8.1 Skematisk oversigt over nogle af de i kapitlet forekommende kvadratsummer med
tilherende frihedsgrader.

Eksempel 8.5 (Kveelning af hunde, fortsat)
Vivil undersege om det kan antages at hypoxantinkoncentrationen atheenger linezrt af hypoxiens
varighed. Da vi er i en situation hvor der er en del y-er til hvert x, er det muligt at udfere det
numeriske test for modellen.

Vi har tidligere (side 115 ff) bestemt de talveerdier der i givet fald er de bedste estimater over
parametrene, og derved fundet den estimerede regressionslinje til

y =L4umoll™ +0.61 umol "' min~" - x .

I figur 8.2 er indtegnet dels sammenhgrende verdier af varighed og koncentration, dels den
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Tabel 8.5 Kvalning af hunde: Nogle hjaelpestorrelser til beregningerne.

i niooyyigo ¥ fi 2=yt s
= i

1 7 10.2 146 6 7.64 1.27
2 6 33.0 550 5 14.94 2.99
3 5 37.4 748 4 30.51 7.63
4 7 89.7 1281 o6 48.23 8.04
sum 25 1703 21 101.32
gennemsnit 6.81 4.82

15

konc

tid

Figur 8.2 Kvelning af hunde: Sammenherende verdier af hypoxantinkoncentration og
hypoxivarighed, samt den estimerede regressionslinje.

estimerede regressionslinje. Efter tegningen at domme er den linezre regressionsmodel ikke helt
hen i vejret. I hdbet om at kunne bestyrke troen pd modellen vil vi udfere det numeriske test for
den lineaere model.

Som midlertidig grundmodel vil vi benytte en ensidet variansanalysemodel baseret pa de fire
grupper bestemt af x-erne. Indledningsvis udregnes forskellige hjelpestorrelser mm., se tabel 8.5.
Det fremgér blandt andet at den kvadratsum der beskriver variationen mellem grupper, er 101.32
med 21 frihedsgrader. Pa side 116 fandt vi regressionsmodellens residualkvadratsum til 111.50 med
23 frihedsgrader, sa kvadratsummen herende til gruppernes variation omkring regressionslinjen
er 111.50 — 101.32 = 10.18 med 23 — 21 = 2 frihedsgrader. Teststorrelsen for hypotesen om at
gruppemiddelveerdierne ligger pa en ret linje, er da

_1048/2  5.09

= ——C " 106
101.32/21  4.82

der skal sammenlignes med F-fordelingen med 2 og 21 frihedsgrader, og i denne fordeling er der
mere end 30% sandsynlighed for at fa en veerdi som er stgrre end den observerede, der altsd pa
ingen made er signifikant. Vi har saledes faet bekreeftet linearitetshypotesen.
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Tabel 8.6 Kvelning af hunde: Variansanalyseskema vedrerende test af linearitetshypotesen.
I skemaet star f for antal frihedsgrader, SS for sum af kvadratiske afvigelser, og s* = SS/f.

variation f SS s? test

inden for grupper 21 10132 4.82
gruppernes var. omkring regr.linjen 2 1018 5.09 5.09/4.82=1.06

samlet variation omkring regrlinjen 23 111.50 4.85

Traditionelt opsummerer man udregninger og testresultater i et variansanalyseskema, se
tabel 8.6.

Variansanalysemodellen savel som den linere regressionsmodel forudseaetter at der er varians-
homogenitet, s& det kan man jo ogsa teste. Vi indsatter s>-verdierne fra tabel 8.5 i Bartletts
teststorrelse og far

1.27 2.99 7.63 8.04
B= —(6ln— +5In— +4In— +6ln—) =55
4.82 4.82 4.82 4.82

der skal sammenlignes med y*-fordelingen med k — 1 = 3 frihedsgrader. Tabelopslag viser at der
er over 10% chance for at fa en sterre B-verdi end veerdien 5.5 som derfor ikke er signifikant stor.
Med andre ord kan vi opretholde antagelsen om varianshomogenitet.

Alt i alt er der séledes ikke noget der taler imod at vi beskriver hypoxidataene med en linezer
regressionsmodel med hypoxivarighed som uafhengig variabel og hypoxantinkoncentration som
afheengig variabel.

8.6 Test af hypoteser om linjens parametre

Man kan naturligvis teste hypoteser om regressionslinjens parametre. Fremgangsmaden
er den samme som altid: forst estimeres parametrene i grundmodellen og under hypote-
sen, dernzest udregnes kvotienten Q mellem de to maksimale likelihoodfunktionsveerdier,
og endelig bestemmes sandsynligheden for at fa et veerre sat observationer, dvs. et saet
observationer der giver et mindre Q. Som ved alle andre tests af hypoteser der har med
middelveerdier i normalfordelingen at gore, kan Q omskrives til en F-storrelse der er
lettere at have med at gore, og nér der er tale om hypoteser om en enkelt parameter,
kan man som en yderligere forsimpling benytte en -teststorrelse der maske er mere
forstaelig.

Vi skal ikke her komme ind pa de naermere detaljer, men blot forklare hvordan
teststorrelserne kommer til at se ud i disse specielle tilfelde.
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Hypotesen =0

Hvis man vil teste hypotesen Hj : 8 = 0 om at regressionskoefficienten er 0, dvs. at y
ikke afhenger (linezrt) af x, sa bliver F-teststorrelsen F = s3/s3,, hvor s3, er det bedste
variansestimat under den aktuelle model, se side 110, og hvor

k - 2
= Y i@+ Bri) - F) = BSS. = SPL /S,

i=1

— ] =

er den sdkaldte regressionslinjens variation. Store verdier af F er signifikante. Der gelder
at F = t* hvor .

P
Vst /SSx

er estimatet ﬁ divideret med den estimerede standardafvigelse (dvs. den estimerede

middelfejl) pa B, jf. side 113. Man kan sige at ¢-storrelsen maler hvor langt j ligger fra
den formodede veerdi 0 ndr man benytter middelfejlen som mélestok. Store verdier af |¢|
er signifikante.

Man kan bevise at under Hj vil ¢ veere t-fordelt med det antal frihedsgrader som sZ,
har, dvs. med n — 2 frihedsgrader. Det betyder at testsandsynligheden kan findes ved
hjeelp af tabeller over t-fordelingen som

- P(|tn—2| > |t0bs|) =2 P(tn—z > |t0bs|)'

(Hvis man vil benytte F som teststorrelse, er € = P(Fy ,—2 > Fops).)

Hvis hypotesen Hj kan godkendes, skal man udregne et revideret estimat over o
og et forbedret estimat over variansen o2, Hypotesen Hj betyder at den forklarende
variabel x ikke er nodvendig, men at alle Y-er har samme middelverdi «, dvs. der er tale
om et enstikpreveproblem. Under Hj er estimatet over a derfor totalgennemsnittet y, og

estimatet over o2 er
nj

1 k
503 a1 Z ()’t]

i=1 j=1

.

Hypotesen « = 0

Undertiden folger det af den faglige problemstilling at linjen skal g& gennem (0, 0), dvs.
at & = 0, i andre situationer kan man veere interesseret i at teste hypoteser om « blot for
at na til en s& simpel beskrivelse af data som muligt. Hvis man ensker at teste hypotesen

Hy : « = 0 om at linjen gir gennem (0, 0), kan det gores med F-teststorrelsen F = s3/s3,,
nSS, &
hvor s3 er »kvadratsummen« ————— divideret med sit frihedsgradsantal 1, og sg,

SSy + nx>
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er variansestimatet under linearitetshypotesen. Store verdier af F er signifikante. Der
gelder at F = > hvor

—_

o

f2 (1, %
So2 ( w1 ss )
er forholdet mellem estimatet @ over « og den estimerede middelfejl pa @. Store veerdier
af |t| er signifikante.

Man kan bevise at under Hy vil ¢ folge ¢-fordelingen med samme antal frihedsgrader
som variansestimatet i navneren, dvs. n — 2 frihedsgrader. Det betyder at testsandsynlig-
heden kan findes ved hjelp af tabeller over t-fordelingen som

€= P(|tn—2| > |tobs|) =2 P(tn—Z > |t0bs|)'

Hvis hypotesen H4 kan godkendes, skal man udregne et revideret estimat over regres-
sionskoefficienten 3 og et forbedret estimat over 0. Det nye estimat over f3 bliver

og estimatet over ¢ bliver
L3S (B
n—15%

i=1 j= i=1 j=1 i=1

2 _
So4 =

—
=
~.

I
S
N
[\S]
|-
—

—~
]

M)
=

I

I
=)
03~
3
=
=
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8.7 Regn og tegn
Hypoxi-eksemplet

Data findes i en separat fil som i nedenstaende kode-eksempel hedder hypoxi.dat, og
hvis forste linjer ser sédan ud:

tid konc
0

OO OO O O O O O O
D W WNNERL, P, OO
= o= 00 N
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Her er noget R-kode der viser hvordan man kan fa udfert tegninger og beregninger:

# Tallene indleeses til datastrukturen hypoxi som fdr to sojler

# som fdr navnene hypoxi$tid og hypoxi$konc :

hypoxi <- read.table("hypoxi.dat", header=TRUE, nrows=50)
# plot veerdierne:

plot (hypoxi, las=1)

# Herefter fitter 1m en ret linje; modelformlen konc~tid forteeller
# at konc skal veere y og tid skal veere x.

# Resultaterne gemmes i M og udskrives (takket veere vaere summary):
summary (M <- lm(konc ~ tid, data=hypoxi))

# Indtegn linjen. Sd har vi figur 8.2.

abline(coef (M))

# Derefter sammenligner vi med modellen hvor de fire grupper (defineret ved x)
# har samme middelverdi.

# Funktionen as . factor serger for at tid bliver brugt til at definere

# grupper med, og leddet -1 forteller at der ikke skal veere et separat konstantled.
# Punktummet pd venstre side af modelformlen .~as.factor(tid)-1
#iupdate-kaldet betyder »indscet venstresiden af Ms modelformelx.

MO <- update(M, . ~ as.factor(tid)-1)

# anova tester M i forhold til MO; herved fds tallene til tabel 8.6:

anova (M, MO)

Vedr. opgaverne

En del af datasaettene indgar i R-distributionen. Det geelder:
¢ Anscombes data (opgave 8.1):

Skriv data(anscombe). Derved indleeses tallene i en ‘data.frame’ anscombe
med de variable x1, x2, x3, x4, y1, y2, y3 og y4, og f.eks. datasat 1 bestar si af
anscombe$xl 0g anscombe$yl.

o Forbes’ data (opgave 8.2):

Skriv require (MASS) og derefter data(forbes). Derved indlases tallene i en
‘data.frame’ forbes med de to variable bp (‘boiling point’) og pres (‘pressure’).
Herefter kan man skrive f.eks. plot (forbes) og lm(pres ~ bp, data=forbes)

o Legemsveegt og hjerneveegt (opgave 8.4):

Der findes et dataset af samme art i R-distributionen. Skriv require (MASS) og
dernast data(Animals), derved indleses en ‘data.frame” Animals. Herefter kan
man f.eks. afprove R’s interaktive grafik: skriv plot (log(Animals)) for at fa et
plot af logaritmen til hjerneveegt mod logaritmen til legemsvaegt. Skriv s&

identify(log(Animals), labels=row.names(Animals))

og ga ind pa grafikvinduet og venstreklik pa et af datapunkterne.
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Tabel 8.7 Anscombes data (opgave 8.1).

dataseet 1 dataseet 2 dataseet 3 dataseet 4

x y x Y x Y x Y
10 8.04 7 7.26 11 7.81 8 6.58
8 6.95 4 3.10 4 5.39 8 5.76
13 7.58 14 8.10 5 5.73 8 7.71
9 8.81 9 8.77 13 12.74 8 8.84
11 8.33 8 8.14 14 8.84 8 8.47
14 9.96 10 9.14 12 8.15 8 7.04
6 7.24 13 8.74 10 7.46 8 5.25
4 4.26 11 9.26 9 7.11 19 12.50
12 10.84 6 6.13 6 6.08 8 5.56
7 4.82 12 9.13 7 6.42 8 7.91
5 5.68 5 4.74 8 6.77 8 6.89

8.8 Opgaver

Opgave 8.1 (Anscombes data)
I tabel 8.7 er vist fire forskellige set af 11 talpar (x, ¥) der kan underkastes en linezer regressionsa-
nalyse. (Tallene er konstrueret til formélet af Anscombe [3].)

Hvis man ikke teenkte neermere over det, kunne man maske finde pa at beere sig ad som
om tallene y, y,,..., yn i et givet datasaet var observerede veerdier af uatheengige stokastiske
variable Y3, Y, ..., Yy; hvor Y; var normalfordelt med middelveerdi o + Sx; og varians o2

1. Udregn for hvert dataseet estimaterne o, Eog sg, over parametrene a, 3 og 0.

2. Lav for hvert dataseet et sakaldt scatterplot, dvs. en tegning med punkterne (x;, y; ). Indtegn
den estimerede regressionslinje.

3. Hvad kan man leere heraf?

Opgave 8.2 (Forbes” barometriske malinger)

Som bekendst aftager lufttrykket med hejden over havets overflade, og derfor kan et barometer
benyttes som hgjdemaler. Imidlertid kan man ogsa bestemme hgjden ved at koge vand, fordi
vands kogepunkt aftager med lufttrykket. I 1840erne og 1850erne foretog den skotske fysiker
Forbes [6] mélinger pa 17 forskellige lokaliteter i Alperne og i Skotland. Hvert sted bestemte han
dels vands kogepunkt, dels luftens tryk (omregnet til lufttrykket ved en standardlufttemperatur).
Resultaterne er vist i tabel 8.8 (fra [23]).

1. Lufttrykket er angivet i ‘inches Hg’ Nutildags males lufttryk i hPa (hektopascal = millibar).
Hvordan omregner man lufttrykkene til hPa?

Kogepunkterne er angivet i °F. Hvordan omregner man dem til °C?
Tip: Der geelder at 1 inch = 2.54 cm og 760 mm Hg = 1013.250 hPa. Endvidere svarer 0 °C
til 32°F 0g 100 °C til 212°F.

2. Meningen med eksperimentet er at undersgge om og hvordan man kan forudsige lufttrykket
(og dermed hgjden over havet) pa grundlag af en bestemmelse af vands kogepunkt. Lav et
scatterplot for at se om det skulle vaere muligt.
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Tabel 8.8 Forbes’ barometriske malinger (opgave 8.2). - Kogepunktet er angivet i °F, lufttrykket
i ‘inches Kviksglv’

Kogepunkt Lufttryk

194.5 20.79
194.3 20.79
197.9 22.40
198.4 22.67
199.4 23.15
199.9 23.35
200.9 23.89
201.1 23.99
201.4 24.02
201.3 24.01
203.6 25.14
204.6 26.57
209.5 28.49
208.6 27.76
210.7 29.04
211.9 29.88
212.2 30.06

3. Bestem den rette linje der fitter punkterne bedst.
Indtegn den estimerede linje i figuren.

Hvordan passer linjen til punkterne?

4. Fysikerne kan fortelle os at det maske ikke er lufttrykket selv der afhaenger linezert af
kogepunktet, men snarere logaritmen til lufttrykket. (Der er med god tilneermelse en
linezer sammenhaeng mellem logaritmen til trykket og den reciprokke af den absolutte
temperatur T. For tal i den storrelsesorden som vi her har med at gore, er T~" imidlertid
stort set en lineeer funktion af T.)

Derfor kan man forsege sig med logaritmen til lufttrykket i stedet for. Bliver det bedre
af det?

Hvis man skal have nogen praktisk forngjelse af sadanne kogepunktsbestemmelser, er man
nedt til at kende den rigtige sammenhzeng mellem hgjde og lufttryk. Salaeenge vi holder os til
bjerghejder, aftager lufttrykket eksponentielt med hejden, og der geelder at hvis lufttrykket ved
havets overflade er p; (f.eks. 1013.25 hPa) og lufttrykket i hgjden h er pj, sd er h ~ 8150 m - In % .

Opgave 8.3 (Hydrolysering af urea i sedimenter)
Talmaterialet til denne opgave stammer fra en undersogelse af sedimenter fra Norsminde Fjord,
foretaget af Bente Lomstein, Institut for genetik og ekologi, Arhus Universitet.

Formalet med undersggelsen var at bestemme den rate hvormed urea (CO(NH; ), ) hydrolyse-
res til NH} og CO; i sedimentet fra fjorden. En del af undersogelsen bestod i at man indsprajtede
en spormangde af radioaktivt market urea, "*CO(NHS,),, i et antal sedimentkerner, og derefter
malte man hvor meget '*CO, der udskiltes pa forskellige tidspunkter.
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Tabel 8.9 Opgave 8.3: Den specifikke aktivitet i sedimentprover efter forskellige antal minutters
forlgb.

tid x specifik aktivitet y

28.5 3.115 3.775 7.583 5318 4.301
720 7.683  6.642 9525 6.239 6.117
109.0 9.161 10.234 6.640 7.468 9.322
141.0 7.856 11987 6.986 9.773 9.419

Tabel 8.10 Opgave 8.3: Nogle hjaelpestorrelser.

ionx niy; nixiy; nix; > i > =7’
j j

1 142.5 24.092 686.622 4061.25 128.235464 12.150571

2 360.0 36.206 2606.832 25920.00 270.213088 8.038201

3 545.0 42.825 4667.925 59405.00 375.418985 8.622860

4 705.0  46.021 6488.961 99405.00  438.438191 14.851703
sum 1752.5 149.144 14450.340 188791.25 1212.305728 43.663335

Der blev indsprojtet * CO(NHS; ), i 20 sedimentkerner, og efter henholdsvis 28.5, 72, 109 og
141 minutters forleb udtog man fem af disse kerner og malte den specifikke aktivitet af '*CO,.
Maleresultaterne ses i tabel 8.9, hvor '*CO,-aktiviteten angives i dpm (disintegrations per minute)
pr. ul porevandsprove.

1. Lav en tegning der viser de faktiske maleresultater efter de forskellige antal minutters
forlgb.

2. Undersog ved hjelp af en ensidet variansanalyse om der er signifikant forskel pa den
specifikke aktivitet efter de forskellige antal minutters forlgb.

3. Man har en formodning om at den specifikke aktivitet athaenger linezert af tiden. — Estimér
regressionslinjen og indtegn den i figuren.

4. Da der er flere mélinger til hvert tidspunkt, kan man udfere et numerisk test for om den
specifikke aktivitet athaenger linezert af tiden. Ger det.

5. Hvor stor er middelfejlen pa de estimerede parametre?

I tabel 8.10 er opgivet forskellige hjeelpestorrelser, og tabel 8.1 viser (dele af) et variansanaly-
seskema; indholdet af disse tabeller kan méske veere til hjeelp ved besvarelsen af de ovenstaende
sporgsmal.

Opgave 8.4 (Pattedyrs legemsvaegt og hjernevagt)

Man kunne umiddelbart forestille sig at store dyr har en storre hjerne end smé dyr - eller er
det maske de mere intelligente dyr der har de store hjerner? I tabel 8.12 pa naeste side vises den
gennemsnitlige legemsveegt og den gennemsnitlige hjernevaegt for et antal pattedyr (fra [1], jf.
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Tabel 8.11 Opgave 8.3: Dele af et variansanalyseskema.

Variation f SS s?

inden for grupper 16  43.663335 2.73
mellem grupper 3 56.445756 18.82
total 19 100.109091 5.27
inden for grupper 16  43.663335  2.73
gruppernes variation omkring regressionslinjen 2 2261966  1.13
omkring regressionslinjen 18 45925301  2.55
regressionslinjen 1 54.183790 54.18
total 19 100.109091 5.27

ogsa [23]). Dyrene er ordnet efter legemsvaegt. Opgaven er nu at undersgge hvordan hjernens
vaegt atheenger af legemsveaegten.

1. Hvordan vil et scatterplot af hjerneveegt mod legemsveegt (dvs. med legemsveaegt som x og
hjernevegt som y) se ud?

Man vil fa en mere overskuelig fremstilling af tallene ved at afsaette logaritmen til
hjerneveegt mod logaritmen til legemsvaegt, se figur 8.3 side 130.

2. Nogle biologer mener at der kunne teenkes at gelde en relation af typen
hjernevaegt = konstant - legemsvaegtz/ } (8.7)

Begrundelsen skulle veere at hjernens storrelse og dermed veegt er proportional med dyrets
overflade (der skal vaere nerveforbindelser ud til alle punkter pa overfladen), hvorimod
legemets veegt er proportional med dyrets rumfang. Da overflade er proportional med
rumfang??, nr man alt i alt til formel (8.7).
a) Precisér dette argument.
Trp: Hvis man havde et matematisk model-dyr som var kugleformet eller terninge-
formet, s& kunne man let finde bade dets overflade og dets rumfang.
Hvad med rigtige dyr?
b) Hvis formel (8.7) geelder, hvilken sammenheaeng er der da mellem logaritmen til
hjernevegt og logaritmen til legemsveegt?
Hvordan harmonerer formodningen (8.7) med de observerede data? (Det har
nappe mening at udregne en teststorrelse — for hvad er den statistiske model?
Men til orientering kan det oplyses at hypotesen H : 3 = f3¢ i den sedvanlige

regressionsmodel testes med ¢ = 52‘728 der er t-fordelt med » — 2 frihedsgrader.)
S2/99x

3. Hvordan kan man generelt finde den bedste rette linje med en given haeldning f3,?

Tip: y = a + fox < y— fox = a.

4. Find i det konkrete eksempel den bedste rette linje (i log-log figuren) med heldning 2/3
og indtegn den. (Gennemsnittet af veerdierne af In(legemsveegt) er 1.338 og gennemsnittet
af veerdierne af In(hjerneveegt) er 3.140.)
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Tabel 8.12 Legemsvegt og hjerneveagt for 62 pattedyrearter.

art legemsvegt (kg) hjernevaegt (g)
afrikansk elefant 6654.000 5712.00
asiatisk elefant 2547.000 4603.00
giraf 529.000 680.00
hest 521.000 655.00
ko 465.000 423.00
okapi 250.000 490.00
gorilla 207.000 406.00
svin 192.000 180.00
aesel 187.100 419.00
brasiliansk tapir 160.000 169.00
jaguar 100.000 157.00
graseel 85.000 325.00
menneske 62.000 1320.00
keempebeeltedyr 60.000 81.00
tar 55.500 175.00
chimpanse 52.160 440.00
graulv 36.330 119.50
kenguru 35.000 56.00
ged 27.660 115.00
radyr 14.830 98.20
bavian 10.550 179.50
husarabe 10.000 115.00
rhesusabe 6.800 179.00
vaskebjorn 4.288 39.20
rod rev 4.235 50.40
gron marekat 4.190 58.00
gulbuget murmeldyr 4.050 17.00
klippegraevling® 3.600 21.00
nibaltet beeltedyr 3.500 10.80
pungodder 3.500 3.90
polarraev 3.385 44.50
kat 3.300 25.60
myrepindsvin 3.000 25.00
kanin 2.500 12.10
traegraevling’ 2.000 12.30
nordamerikansk opossum 1.700 6.30
kuskus 1.620 11.40
genette 1.410 17.50
plump-lori 1.400 12.50

(fortseettes)

® Procavia habessinica
* Dendrohyrax
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(tabel 8.12 fortsat)

art legemsveegt (kg)  hjernevaegt (g)
baeveregern 1.350 8.10
marsvin 1.040 5.50
afrikansk keempepungrotte 1.000 6.60
arktisk jordegern” 0.920 5.70
borstesvin 0.900 2.60
pindsvin 0.785 3.50
klippegraevling” 0.750 12.30
orkenpindsvin 0.550 2.40
natabe 0.480 15.50
chinchilla 0.425 6.40
rotte 0.280 1.90
galago 0.200 5.00
muldvarpegnaver 0.122 3.00
guldhamster 0.120 1.00
treespidsmus 0.104 2.50
egern 0.101 4.00
ostamerikansk muldvarp 0.075 1.20
stjernemuldvarp 0.060 1.00
bisamrotte 0.048 0.33
stor brun flagermus 0.023 0.30
mus 0.023 0.40
lille brun flagermus 0.010 0.25
lille korthalet spidsmus 0.005 0.14

“ Citellus (Spermophilus) undulatus ablusus
¥ Heterohyrax brucci
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Figur 8.3 Opgave 8.4: Logaritmen til hjernevaegt afsat mod logaritmen til legemsveegt.
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OFTE @NSKER MAN AT OPBYGGE en regressionsmodel der inddrager mere end én for-
klarende variabel. Vi vil i dette kapitel betragte den situation hvor der for hvert af et
antal »individer« foreligger dels en observation y, dels verdier x;, x2, ..., x, af p bag-
grundsvariable: Til individ nr. i herer observationen y; og veerdierne x;;, Xij, . .., X; » af
de forklarende variable. Skematisk ser det sdédan ud:

baggrundsvariable observation

Xn X ... Xp p2!
X1 X222 ... X2p V2
Xnl Xn2 ... Xnp Yn

Den statistiske model for y-erne indrettes pa folgende made:

o Tallene yy, y2,. .., y, er observerede verdier af stokastiske variable Y}, Y2, ..., Y;.
o De stokastiske variable Y7, Y3, . .., Y, er uatheengige og normalfordelte med samme
varians o2.

o x-erne betragtes som faste tal — de er altsa ikke observerede vaerdier af stokastiske
variable.

o Middelvardien af den i-te méling kan skrives som « + x;181 + X282 + ... + xipfBp,
dvs. som en linearkombination af p + 1 ukendte parametre a, 31, B2, . .., 8, med
koefficienterne x;1, xi2, . . ., Xip:

p
EY,'=0£+inj/3j) i=1,2,...,n.
j=1

Af westetiske grunde indferer man gerne en ekstra baggrundsvariabel x( der er lig med 1
p
for alle i, og samtidig kalder man « for Bo. S4 kan man nemlig skrive a + »_ x;;8; som

j=1

P P
> xijBj» og modellen kan kort formuleres som EY; = ) x;;f; eller bedre
=0 =0

p
Yi ~ N (O xiiBjn 07). (9.1)
j=0

131



132 Multipel linear regressionsanalyse

Denne model er en sakaldt multipel linecer regressionsmodel. Den beskriver y-ernes
systematiske variation ved hjelp af de p + 1 parametre By, f1, B2, ..., 8, plus de kendte
konstanter x;;, og den beskriver den tilfaeldige variation ved hjelp af normalfordelingen

og variansparameteren 0.

9.1 Estimation af parametrene

Som altid estimeres modellens parametre ved at maksimalisere likelihoodfunktionen
der i dette tilfeelde er

n p 2
L(ﬁo,ﬁl,ﬁz,. . .,ﬁp,az) - H \/21_2 eXp(—ﬁ(yi - Zoxljﬁ]) )
i=1 o0 j=

Ay exp(—z—;z >(» —]éxijﬁj)z).

Heraf ses at de bedste estimater over 3-erne er dem der minimaliserer kvadratsummen

n p 2
Z(J’i - xijﬁj) :
i=1 j=0

De generelle metoder til minimalisering af funktioner af flere variable forteeller at mini-
mumspunktet findes som det punkt hvor alle de p + 1 partielle afledede mht. de p +1
B-er er lig 0. Hvis man skriver op hvad det betyder og omskriver en smule, nar man frem
til p + 1ligninger med de p + 1 ubekendte o, B1, B2, . . ., Bp. Den j-te af disse sdkaldte
estimationsligninger er

n
(1]‘0[30 + ajl/—;l + aj2/32 +...+ ajpﬂp = inj)/i
i=1

n
hvor a i = leijxik, j=0,1,2,...,p; k=0,1,2,..., p. Ved at lose de p + 1ligninger far
i=

man estimaterne ﬁo, ﬁb ﬁz, ceos Ep-

(I matrix-notation kan estimationsligningerne skrives kort som (X'X)B = X’y med
losning B = (X'X)7'X’y.)

Estimationsligningerne har »som oftest« netop én lesning. Undertiden er der uendelig
mange losninger; det er tilfaeldet hvis en af de forklarende variable er overflodig i den
forstand at den ikke indeholder anden information end hvad der allerede er indeholdt i
de gvrige. - Mere pracist geelder at ligningerne har en entydig lesning hvis og kun hvis
det ikke er muligt at udtrykke nogen af de forklarende variable som en linearkombination
af de ovrige. I sadanne situationer plejer man at fjerne den eller de overflodige variable.
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n p N2
Sluttelig kan man udregne residualkvadratsummen Z( yi— Z xiif j) og varianses-
i=1 j=0

n p \2
> (yi- Z(:)x,-jﬁj) (9.2)
£

n—(p+1) 5
der har n — (p +1) frihedsgrader.

timatet

9.2 Modelkontrol

I tilfeeldet p = 1, dvs. simpel linezer regression, kan man kontrollere modellen ved hjelp
af enkle tegninger. Det lader sig ikke gore nar p er storre end 1, sa der ma man finde pa
andre metoder. En ting der er fornuftig at foretage sig, er at udregne residualerne

.
ei = yi= ) xijp;
j=0

og se hvordan de fordeler sig. Hvis modellen (9.1) er rigtig, er de teoretiske residualer

yi = i xi;B; uathengige N (0, 0*)-fordelte. Vi kender kun de empiriske residualer
j=0

el ezf. .., en; det kan vises at hvis modellen er rigtig, s& vil de empiriske residualer

vare N (0, 0?)-fordelte og neesten uathengige — jo flere frihedsgrader der er, jo mere

uafhengige er de. Man kan derfor udfere forskellige residualplot der maske kan afslore

om residualerne er nogenlunde uatheengige og normalfordelte.

I afsnit 8.5 omtaltes et numerisk test for linearitetshypotesen. Dette test kunne udferes
nar der var flere y-veerdier til hvert enkelt x, idet man sa kunne indfore nogle grupper og
bestemme en variation inden for grupper. Nar der er tale om multipel regressionsanalyse
kan man gore noget tilsvarende, forudsat at der er flere y-veerdier for hvert enkelt szt
veerdier (xi, X2, . .., x,) af de forklarende variable. Denne forudsaetning er saedvanligvis
kun opfyldt hvis man har serget for det ved planleegningen af forseget.

Variansskennet s;

Storrelsen af variansskennet s fortzeller ikke noget om hvor godt modellen passer, kun
noget om hvor meget punkterne varierer omkring regressionsfladen; en stor veerdi af s3
kan meget vel skyldes at der simpelthen er stor tilfeeldig variation pa den slags y-malinger
som man nu har med at gore, modellens ovrige kvaliteter ufortalte.

Derimod kan det undertiden vzere fornuftigt at benytte storrelsen af s? som kriterium
nar man skal udvalge baggrundsvariable. Hvis der eksempelvis er 20 baggrundsvariable
at vaelge imellem, og man har besluttet sig for hgjst at ville have tre med i sin model, sa
kan det veere fornuftigt at veelge de tre der giver den mindste s3. Man ber dog ogs skele
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til om de tre der derved bliver udvalgt, virker som fornuftige baggrundsvariable i den
givne sammenhzng.

Determinationskoefficienten R>

Nogle brugere af regressionsanalyse er meget begejstrede for den sakaldte determinations-
koefficient R* eller kvadratet pd den multiple korrelationskoefficient, der i en vis forstand
udtaler sig om graden af overensstemmelse mellem de observerede veerdier yi, 2, ..., yx

LA
og de fittede veerdier y; = )  x;;f;. Man kan udregne R? efter en af folgende to formler:
j=0

(C0-»G-9)

R? , (9.3)

i(yi 52 il@i ~5)?

> (7i=7)
RP= (9.4)
Z}(}’i -7)°

Formel (9.3) viser at R? er kvadratet pa korrelationskoefficienten mellem de observerede
og de fittede vaerdier. Formel (9.4) viser at R? er et udtryk for hvor stor en del af den
samlede variation omkring totalgennemsnittet der beskrives af modellen. Der er dem
der mener at R* derfor ogsi er et udtryk for hvor godt modellen passer, men prov sa at
udregne R? for de fire dataszt i opgave 8.1!

Bemzrk at R? kun kan benyttes nar der er et konstantled med i regressionen.

9.3 Udvzlgelse af baggrundsvariable

Undertiden foreligger der et storre sortiment af baggrundsvariable, og i forste omgang
kunne man maske fristes til at tro at jo flere baggrundsvariable man inddrager, jo bedre.
Det er selvfolgelig rigtigt at jo flere baggrundsvariable man medtager, jo nejagtigere et
fit kan man fa, men det er ikke nedvendigvis det der er meningen med at benytte en
statistisk model. Formélet med at benytte statistiske modeller er at fa en reduktion af data,
og det vil blandt andet sige at man skal strabe efter en statistisk model med vaesentligt
feerre baggrundsvariable (og dermed parametre) end antallet af observationer. I det hele
taget skal man holde sig det princip efterretteligt som gar under navnet Ockhams ragekniv,
og som siger at man ikke skal antage eksistensen af flere ting end nedvendigt.
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Det kan forekomme at man har mange flere baggrundsvariable end man med rime-
lighed kan have med i modellen, og sa er man stillet over for den opgave at udvzlge en
passende delmaengde af dem. Det forste kriterium ma da veere at man kun ber medtage
variable der kan teenkes at have noget at gore med den y-variabel der er tale om. Derud-
over skal man have fat i et st baggrundsvariable der gor s2 forholdsvis lille. Bemzerk i
denne forbindelse at man i udtrykket for s3 tager hensyn til antallet af baggrundsvariable
(formel (9.2)).

Nar man skal afgere hvilke baggrundsvariable der maske kan undveeres, kan man
benytte sig af at man for hver enkelt variabel med et ¢-test kan vurdere om den tilsvarende
parameter er signifikant forskellig fra 0, dvs. om variablen har en signifikant virkning.
Antag f.eks. at man har en model med p baggrundsvariable samt en konstant, og at man
onsker at underspge om variabel nr. k behgver veere med i modellen. Sa udregner man

. B

"~ estimeret middelfejl pa B

og sammenholder resultatet med ¢-fordelingen med n — (p + 1) frihedsgrader (-teststor-
relsen arver sit frihedsgradsantal fra s3). Hvis ¢ er teet pa nul, vil man acceptere hypotesen
om at f; er nul, og det betyder at man kan se bort fra baggrundsvariabel nr. k og altsa ga
videre med en reduceret model med kun p — 1 baggrundsvariable; hvis ¢ er langt fra nul,
er By signifikant forskellig fra 0, dvs. baggrundsvariabel nr. k har en signifikant virkning
og skal derfor forblive i modellen.

Eksempel 9.1 (Indianere i Peru)
Zndringer i menneskers livsbetingelser kan give sig udslag i fysiologiske eendringer, eksempelvis
i eendret blodtryk.

En gruppe antropologer har undersogt hvordan blodtrykket @ndrer sig hos peruvianske
indianere der flyttes fra deres oprindelige primitive samfund i de hgje Andesbjerge til den sikaldte
civilisation, dvs. storbyen, der i evrigt ligger i langt mindre hejde over havets overflade end deres
oprindelig bopel ([5], her citeret efter [19]). Antropologerne udvalgte en stikprove pa 39 meend
over 21 ar der havde undergaet en sadan flytning. Pa hver af disse maltes blodtrykket (bade det
systoliske og det diastoliske) samt en reekke baggrundsvariable, heriblandt alder, antal ar siden
flytningen, hejde, vaegt og puls. Dertil kommer en beregnet baggrundsvariabel, nemlig »brekdel
af livet levet i de nye omgivelser«, dvs. antal ar siden flytning divideret med nuveerende alder.
Man forestillede sig at denne baggrundsvariabel kunne have stor »forklaringsevne«.

Her vil vi ikke se pa hele talmaterialet, men kun pa blodtrykket (det systoliske) der skal
optreede som y-variabel, og pé de to x-variable brokdel af livet i de nye omgivelser og veegt. Disse
er angivet i tabel 9.1 (fra [19]).

Antropologerne mener at x; (brokdel levet i de nye omgivelser) er et godt mal for hvor
leenge personerne har levet i de civiliserede omgivelser, og at det derfor mé vere interessant
at se hvor godt x; kan forklare blodtrykket y. Forste skridt er derfor at fitte en simpel lineaer
regressionsmodel med x; som forklarende variabel. Man finder den estimerede regressionslinje
til y = 134 — 16x;; det tilhgrende variansestimat er 163 med 37 frihedsgrader.
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Tabel 9.1 Indianere i Peru: Sammenhgrende veerdier af y: systolisk blodtryk (mm Hg), x;:
brekdel af livet i de nye omgivelser, og x,: vagt (kg).

y X1 X2 y X1 X2

170 0.048 71.0 114 0.474 59.5
120 0.273 56,5 136 0.289 61.0
125 0.208 56.0 126 0.289 57.0
148 0.042 61.0 124 0.538 57.5
140 0.040 65.0 128 0.615 74.0
106 0.704 62.0 134 0.359 72.0
120  0.179 53.0 112 0.610 62.5
108 0.893 53.0 128 0.780 68.0
124  0.194 65.0 134 0.122 634
134 0.406 57.0 128 0.286 68.0
116 0.394 66.5 140 0.581 69.0
114 0.303 59.1 138 0.605 73.0
130 0.441 64.0 118 0.233 64.0
118 0.514 69.5 110 0.432 65.0
138 0.057 64.0 142 0.409 71.0
134 0333 565 134 0.222 60.2
120 0.417 570 116 0.021 55.0
120 0.432 55.0 132 0.860 70.0
114 0459 57.0 152 0.741 87.0
124 0.263 58.0

Hvis man i et koordinatsystem afsaetter y mod x;, viser det sig imidlertid, se figur 9.1, at
det bestemt ikke virker saerlig rimeligt at heevde at (middelveerdien af) y athaenger linezert af x;.
Derfor ma man give sig til at overveje om andre af de malte baggrundsvariable med fordel kan
inddrages.

Nu ved man at en persons veegt har betydning for den pageldendes blodtryk, sa neeste
modelforslag er en multipel regressionsmodel med bade x; og x, som forklarende variable.
Estimaterne over parametrene f3, 1 og f3; i regressionsligningen y = o +x1 31 +x2 8, bestemmes
som lgsning til estimationsligningerne (jf. side 132)

3980+ 15.066B; + 2463.208,= 4969
15.066 3y + 7.826896 B1 + 969.7395B, =  1887.944
2463.20 B + 969.7395 B + 157488.16 B, = 315680.8

Man finder at By = 60.8775, B, = —26.78738 og B, = 1.21726, s4 den estimerede regressionsligning
er y = 61 — 27x; + 1.2x,, og variansestimatet bliver denne gang 96 med 36 frihedsgrader.

Det ses at ved at inddrage x, er variansen gaet drastisk ned, fra 163 til 96. Deraf kan man dog
ikke slutte at den nye regressionsligning giver en god beskrivelse af data, kun at den er bedre end
den forrige. Man ber undersoge residualerne for at kunne vurdere modellens kvalitet — det vil vi
nu ikke gore her.

Nér man lader et statistikprogram foretage udregningerne, vil man ogsé fa oplyst parame-
terestimaternes middelfejl (eng.: ‘standard error’) og fa at vide om parametrene hver iser er
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Figur 9.1 Indianere i Peru: Scatterplot-matrix over de tre variable systolisk blodtryk, brokdel af
livet i de nye omgivelser, og veegt.

signifikant forskellige fra 0. I det konkrete tilfeelde far man at vide at nar man kun bruger x;, sa
er koefficienten til x; ikke signifikant forskellig fra 0, men nér man benytter bade x; og x5, sa er
alle koefficienter signifikant forskellige fra 0. Det kan man udlagge pa den méde at blodtrykket
athaenger signifikant af bade x; og x, saledes at jo leengere man har levet i de nye omgivelser, jo
lavere blodtryk, og jo sterre vaegt man har, jo hejere blodtryk; men da det nok ogsé er sadan at jo
laengere tid man har boet i »civilisationen, desto mere vejer man, sa vil de to virkninger udjaevne
hinanden hvis man ikke sorger for at inddrage begge forklarende variable.

9.4 Regn ogtegn
Peru-eksemplet

Her er en udskrift af en R-session hvor Peru-tallene (eksempel 9.1) analyseres. Datamate-
rialet indlaeses fra en fil ved navn peru.dat; de forste linjer i denne fil er

blodtryk del vaegt
170 0.048 71.0
120 0.273 56.5
125 0.208 56.0
148 0.042 61.0
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Her er R-korslen (brugeren har skrevet de linjer der begynder med > , scatterplot-
matricen fremstilles med funktionen pairs, regressionsmodellerne fittes med 1m):

> peru <- read.table("peru.dat", nrows = 50, header = TRUE)

> pairs(peru, labels = c("blodtryk", "brgkdel", "vagt"))

> summary (M1 <- lm(blodtryk ~ del, data = peru))

Call:
Im(formula = blodtryk ~ del, data = peru)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-17.166 -10.983 -1.020 6.846 37.259

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 133.497 4.038 33.059 <2e-16 *xx*
del -15.756 9.014 -1.748 0.0888 .
Signif. codes: O ‘**x’ 0.001 ‘x*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 12.77 on 37 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.07628, Adjusted R-squared: 0.05131
F-statistic: 3.055 on 1 and 37 DF, p-value: 0.08877

> summary (M2 <- update(M1, . ~ del + vaegt))

Call:
Im(formula = blodtryk ~ del + vaegt, data = peru)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-18.427 -7.299 0.909 5.722 23.983

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 60.8775 14.2785 4.264 0.000139 *x*x*

del -26.7874 7.2180 -3.711 0.000694 *x*x*
vaegt 1.2173 0.2337 5.209 7.91e-06 *x*
Signif. codes: O ‘**x’> 0.001 ‘x*x’ 0.01 ‘x> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ * 1

Residual standard error: 9.775 on 36 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.4733, Adjusted R-squared: 0.4441
F-statistic: 16.18 on 2 and 36 DF, p-value: 9.725e-06
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Tabel 9.2 Opgave 9.1: Flowraten i forskellige vanddybder.

dybde  flowrate

0.34 0.636
0.29 0.319
0.28 0.734
0.42 1.327
0.29 0.487
0.41 0.924
0.76 7.350
0.73 5.890
0.46 1.979
0.40 1.124

> anova(M1, M2)

Analysis of Variance Table

Model 1: blodtryk ~ del

Model 2: blodtryk ~ del + vaegt

Res.Df RSS Df Sum of Sq F  Pr(oF)

1 37 6033.2

2 36 3440.0 1 2593.3 27.139 7.91e-06 *xx*

Signif. codes: O ‘#*%%’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*x’ 0.05 ‘.’ 0.1 “ ’ 1

Vedr. opgave 9.2

Data til opgave 9.2 folger med R-programmet. Skriv data(trees) for at hente dem ind i
arbejdsomradet, og skriv trees for at se tallene. Man kan fa hjelp med ?trees.

9.5 Opgaver

Opgave 9.1 (Vands stremningsforhold i en flod)

I forbindelse med en undersegelse af vands stromningsforhold i en flod har man pé et bestemt sted
malt flowraten i forskellige dybder. Flowraten er den maengde vand der passerer et givet tvaersnit
af floden i et givet tidsrum (s& den males altsd i f.eks. m® pr. m? pr. sekund). Méleresultaterne ses
itabel 9.2.

Opgaven er at give en simpel beskrivelse af ssmmenheengen mellem flowrate og vanddybde.
(Hydrologer kan sikkert opstille fornemme differentialligningsmodeller der beskriver denne
sammenhaeng, forudsat at flodens sider og bund ikke er alt for uregelmsessige. Det er slet ikke det
vi er ude efter her. Statistikeren soger blot efter en simpel beskrivelse af de empiriske data.)

1. Lav et scatterplot af flowrate mod dybde. Ser punkterne ud til at ligge pé en ret linje?

2. Beregn den bedste rette linje og indtegn den (det er altid lettere at vurdere om punkter
ligger omkring en bestemt kurve nar man har kurve og punkter i samme tegning).
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Tabel 9.3 Opgave 9.2: Diameter d (i inches), hojde h (i feet) og rumfang v (i kubikfeet) for 31
sortkirsebeertraeer.

8.3 70 10.3 12.9 85 33.8

8.6 65 10.3 13.3 86 27.4

8.8 63 10.2 13.7 71 25.7
10.5 72 16.4 13.8 64 249
10.7 81 18.8 14.0 78 34.5
10.8 83 19.7 14.2 80 31.7
11.0 66 15.6 14.5 74 36.3
11.0 75 18.2 16.0 72 38.3
11.1 80 22.6 16.3 77 42.6
11.2 75 19.9 17.3 81 55.4
11.3 79 24.2 17.5 82 55.7
11.4 76 21.0 17.9 80 57.3
11.4 76 21.4 18.0 80 51.5
11.7 69 21.3 18.0 80 51.0
12.0 75 19.1 20.6 87 77.0
12.9 74 22.2

3. Man kunne forestille sig at en andengradskurve ville give en bedre beskrivelse af punkterne.
Opstil og los de estimationsligninger der bestemmer den bedste andengradskurve.

Tip: Dvs. foretag en multipel regression med de to forklarende variable x; = dybde og
x, = dybde’.
Er andengradskurven bedre end den rette linje? Hvorfor?

4. Hvad er konklusionen mht. ssmmenhangen mellem flowrate og vanddybde?

Opgave 9.2 (Traeers rumfang)

Inden for skovbruget er man interesseret i at kunne vurdere et traes indhold af temmer, dvs. dets
rumfang, uden alt for stort besveer. Nogle storrelser der er nemme at bestemme, er diameter og
hejde, og det ville vaere praktisk hvis man kunne forudsige et traes rumfang sa nogenlunde ud fra
disse to storrelser.

Man har derfor malt diameteren d (i en hejde af 4.5 feet over jorden), hgjden h og rumfanget
(volumenet) v for 31 treeer af en bestemt slags (sortkirsebeertraeer i Allegheny National Forest,
Pennsylvania). Resultaterne er vist i tabel 9.3 (fra [19], oprindelig fra [14]).

Opgaven er nu at undersgge, om man med en simpel statistisk model kan bestemme v ud fra
kendskab til d og h, og i givet fald hvordan og hvor godt.

Tip: Der er mulighed for forskellige regressionsanalyser. Man kan ogsé preve at udnytte at rumfang
er noget med hejde gange tveersnitsareal.
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I KAPITEL 3 BESKEAFTIGEDE VI 08 MED sammenligning af binomialfordelinger og sa
hvordan man vurderer om der er en signifikant forskel pa dem. I nogle situationer er
man imidlertid ikke udelukkende interesseret i at vurdere om der er en forskel eller ej,
man vil ogsa gerne kunne give en naermere beskrivelse af forskellen. Vi skal i det folgende
vise hvordan man kan indbygge baggrundsvariable i modellen for derved maske at blive
i stand til at beskrive forskellen mellem de pagaeldende binomialfordelinger. Kapitlet kan
desuden ses som et lidt storre eksempel pa statistisk modelbygningsarbejde.

Som gennemgaende eksempel benytter vi endnu engang rismelsbille-eksemplet, nu
en storre del: I en undersogelse (jf. [16]) af insekters reaktion over for insektgiften pyre-
thrum har man udsat nogle rismelsbiller (Tribolium castaneum) for forskellige maengder
gift og derpa set hvor mange der var dede efter 13 dages forlgb. Der er fire forskellige gift-
koncentrationer, og forseget er udfert dels pa han-biller, dels pa hun-biller. Resultaterne
(i reduceret form) ses i tabel 10.1.

10.1 Grundmodellen

Der indgér 144 + 69 + 54 + ... + 47 = 641 biller i forseget. Hver bille har et bestemt kon
(to muligheder) og bliver udsat for en bestemt giftdosis (fire muligheder), og i lobet af
forseget er billen enten ded eller har overlevet.

Forste skridt i modelleringsprocessen bestar i at gore sig klart hvilken status de
forskellige storrelser skal have i modellen:

o Storrelserne dosis og ken er baggrundsvariable der er benyttet til at inddele billerne
i2-4 = 8 grupper, idet man forestiller sig at dosis og ken kan have betydning for
billens overlevelse; maske endda selve talvaerdierne af dosis har betydning.

o Totalantallene (144, 69, 54, 50,152, 81, 44, 47) er kendte konstanter, nemlig antal
biller i de enkelte grupper.

o Antal dede (43,50,47, 48,26, 34,27,43) er observerede vardier af stokastiske
variable.

For at fa en idé om talmaterialets beskaffenhed kan man lave nogle simple udregninger
(tabel 10.2) og tegninger (figur 10.1).

141
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Tabel 10.1 Rismelsbillers overlevelse: Tabel- Tabel 10.2 Rismelsbillers overlevelse:
len viser antal dode / totalantal for hvert ken Observeret dedssandsynlighed (relativ

og for fire forskellige doser (mg/cm?). hyppighed) i hver af de otte grupper.
dosis M F dosis M F
0.20 43/144 26/152 020 030 0.17
032 50/ 69 34/ 81 032 072 0.42
050 47/ 54 27/ 44 0.50 0.87 0.61
0.80 48/ 50 43/ 47 0.80 096 091

For hver af de otte grupper er det naerliggende at foresla at beskrive »antal dede« som
en observation fra en binomialfordeling med en antalsparameter der er det samlede antal
biller i den pagaldende gruppe, og med en (ukendt) sandsynlighedsparameter der skal
fortolkes som sandsynligheden for at en bille af det pageldende kon dor af giften doseret
i den pagwldende koncentration. Her er det ikke sa interessant blot at fa at vide om der
er en signifikant forskel pa grupperne eller ej, det ville veere langt mere spaendende hvis
man kunne give en nermere beskrivelse af hvordan sandsynligheden for at do atheenger
af giftkoncentrationen, og hvis man kunne udtale sig om hvorvidt giften virker ens pa
hanner og hunner. Vi indferer noget notation og praciserer modellen:

1. I den gruppe der svarer til dosis d og ken k, er der n j biller hvoraf y;; dede; her

gennemlober d meengden {0.20, 0.32,0.50,0.80} og k mangden {M, F}.
2. Det antages at y,; er en observation af en stokastisk variabel Y;; som er binomial-
fordelt med kendt antalsparameter n,; og med sandsynlighedsparameter p 4.
3. Det antages desuden at de enkelte Y, -er er stokastisk uathengige.
Opgaven er at finde en model der forteeller hvordan p ;. atheenger af d og k. Forst vil vi
se pa hvordan man modellerer dosisathaengigheden.

10.2 En dosis-respons model

Hvordan er sammenhzngen mellem giftkoncentrationen (dosis) d og sandsynligheden
pa for at en bille dor ved denne dosis? Hvis man vidste en hel masse om hvordan netop
dette giftstof virker i billeorganismen, kunne man formentlig give et velbegrundet forslag
til hvordan sandsynligheden afhanger af dosis. Men den statistiske modelbyggers tilgang
til problemet er af en langt mere jordbunden og pragmatisk karakter, som vi nu skal se.

I eksemplet har eksperimentator valgt nogle tilsyneladende maerkveerdige dosis-
veerdier (0.20, 0.32, 0.50 og 0.80). Hvis man ser nermere efter, opdager man dog at der
naesten er tale om en kvotientrackke, idet kvotienten mellem hvert tal og det naeste er
naesten den samme, nemlig 1.6. Det tager den statistiske modelbygger som et fingerpeg
om at dosis antagelig skal males pa en logaritmisk skala, dvs. man skal interessere sig for
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Figur 10.1 Rismelsbillers overlevelse: Observeret dodssandsynlighed (relativ hyppighed) som
funktion af dosis (venstre delfigur) og logaritmen til dosis (hejre delfigur), for hvert kon.

hvordan sandsynligheden for at de athaenger af logaritmen til dosis. Dette er grunden til
at figur 10.1 ogsa viser de relative hyppigheder afsat mod logaritmen til dosis.

Vi skal modellere sandsynlighedernes athangighed af baggrundsvariablen In d. En
af de simpleste former for afhangighed er lineser athaengighed. Imidlertid ville det veere
en darlig idé at foresld at p,; skulle atheenge lineeert af Ind, altsa at p; = « + S1nd for
passende valgte konstanter « og 3, fordi dette ville veere uforeneligt med kravet om at
sandsynlighederne skal ligge mellem 0 og 1. Ofte gor man sa det at man omregner p til
en ny skala og postulerer at » p; pa den ny skala« athanger linezrt af In d. Omregningen
foregar ved hjelp af en serlig funktion ved navn logit.

DEeFINITION 10.1: LOGIT-FUNKTIONEN

Funktionen logit er givet ved forskriften logit(p) = In IL og afbilder intervallet 10,1[ pd
den reelle akse R. Hvis z = logit(p), sd er p = Trexo(s) fj; (pz()z)

Figur 10.2 viser grafen for logit-funktionen og dens omvendte funktion.

Bemcerkning: Nar p er sandsynligheden for en bestemt heendelse (f.eks. at do), sa er
p/(1 - p) forholdet mellem sandsynligheden for hendelsen og sandsynligheden for den
modsatte haendelse; dette tal kaldes med et udtryk hentet fra spillebranchen for odds for
den pageldende heendelse. Logit-funktionen udregner altsé logaritmen til odds.

Vi vil nu foresld/postulere folgende ofte anvendte model for sammenhangen mellem
dosis og sandsynligheden for at de:

For hvert af de to ken athaenger logit(p,) lineert af x = Ind, eller mere
udforligt:
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Figur 10.2 Venstre del: grafen for logit-funktionen. Hgjre del: grafen for den omvendte funktion
til logit-funktionen. Der geelder at for p — 1vil logit(p) — +o0, og for p — 0 vil logit(p) - —oo.

Der findes konstanter ays, Sy 0g o, Br saledes at for hver dosis d er
logit(paym) = am + fmInd og logit(par) = ar + frlnd.

I figur 10.3 er logit til de observerede relative hyppigheder afsat mod logaritmen til dosis;
hvis modellen er rigtig, skal hvert af de to punktsaet fordele sig tilfeeldigt omkring en ret
linje, og det ser jo ikke helt urimeligt ud; det kreever dog en naermere undersogelse for at
afgore om modellen giver en tilstraekkeligt god beskrivelse af datamaterialet.

I de folgende afsnit skal vi se hvordan man estimerer de ukendte parametre, hvor-
dan man underseger om modellen er god nok, og hvordan man sammenligner giftens
virkningen pa han- og hunbiller.

10.3 Estimation

I dette afsnit diskuteres hvordan man estimerer de ukendte parametre « og 8 i en model
der kort skrives logit(p) = a + Sx og mere udforligt sidan:

Der foreligger observationerne yj, y», . .., ys af uafheengige binomialfordelte
stokastiske variable Y1, Y2, ..., Y;, hvor Y; er binomialfordelt med antalspa-
rameter n; (kendt) og sandsynlighedsparameter p; af formen

) exp(a + Bx;)
1+ exp(a + fx;)’

j

saledes at logit(p;) = a + fBx;.
Her er xj, x2, . . ., x; kendte tal, og a og f er ukendte parametre.
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Figur 10.3 Rismelsbillers overlevelse: Logit til estimeret dedssandsynlighed (relativ hyppighed)
som funktion af logaritmen til dosis, for hvert ken.

(I bille-eksemplet har vi en sidan model for hvert af de to ken; som x; bruges logaritmen
til koncentrationen i gruppe j.)

Likelihoodfunktionen er

) = T1(7) 2=

j

AC) ) T

=1 \yj/ Ga\1-pj j=1

s C\Yios

= konstant - H(L) JTa-pp)",
AN

og log-likelihoodfunktionen er dermed

InL(a, ) = konstant + Y y;In b, > njln(1-pj)
j=1 1-pj j=1

N S
= konstant + Y _ y;logit(p;) + > n;In(1- p;)
j=1 j=1

= konstant + »_ yi(a + fx;) + Y n;In(1-p;)

j=1 =
=konstant+ & »_ y;+ B> x;y;— Y. n;In(1+exp(a + px;)).
= jel j=l

Som altid er det bedste bud pé veerdierne af de ukendte parametre dem der maksimaliserer
likelihoodfunktionen eller log-likelihoodfunktionen. Hermed er vi naet til det delproblem
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der bestér i at finde maksimumspunkt(er) for funktionen In L af de to variable & og .
Den generelle fremgangsméde gir ud pa at man seger maksimumspunkterne blandt de
statlonaere punkter for funktionen, dvs. punkter hvor de partielle afledede -2 = InL og

@ In L er nul. Man finder at

ailnL ,B) = Z()’J —1pj)s

ﬁlnL a,B) = ij -njp;),

og da disse som navnt skal vere 0, far vi de to ligninger
S
2(j=mpy) =0 og  Dxi(yj-mipy) =0,
j=1

med de to ubekendte a og f3 (der indgar »skjult«i p;).
For hanbillernes vedkommende ser disse ligninger sadan ud:

(43 a4 exp(a + $1n(0.20)) | ) . (50 69 exp(a + $1n(0.32)) ) .

1+ exp(a + $1n(0.20) 1+ exp(a + f1n(0.32))

exp(a + f1n(0.50)) exp(a + fIn(0.80)) | _
(47 - 1+ exp(a + f1n(0.50)) ) " (48 -0 1+exp(a+ f31n(0.80)) ) -

08
exp(a + f1n(0.20)) exp(a + f1n(0.32))
ln(0.20)(43 Tl 1+ exp(a + f1n(0.20)) ) " 1n(0.32)(50 -6 1+exp(a + f1n(0.32)) ) "
exp(a + $1n(0.50))

ln(O.SO)(47 - 54

) + ln(0.80)(48 _ 50 _Sxp(a+pIn(0.80)) ) = 0.

1+ exp(a + $1n(0.50)) 1+ exp(e + f31n(0.80))

Det ser ikke rart ud! Faktisk kan man ikke lgse disse ligninger, hvis man dermed mener
flytte rundt pa symbolerne sa man ender med et resultat af formen »a = noget der kan
regnes ud« og »f3 = noget der kan regnes ud«. I stedet ma man henvende sig i den afdeling
af matematikken der hedder numerisk analyse, for at fa at vide hvordan man finder en
numerisk approksimation til en lesning, hvis der altsa overhovedet er en losning (og
man kunne jo ogsa frygte at der var flere losninger). Eller man kan benytte et passende
statistikprogram péa computeren; det vil have indbygget nogle numeriske metoder sa
det kan udregne veerdierne af maksimaliseringsestimaterne & og 8. Her er noget af en
udskrift fra statistikprogrammet R (koden kan ses i afsnit 10.6 side 152ff):

Call:
glm(formula = Ymat ~ sex/(1 + log(dosis)) - 1, family = binomial, data = biller)
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Deviance Residuals:
1 2 3 4 5 6 7 8
-0.40748 1.03188 -0.46056 -0.51234 0.06967 0.24861 -0.98679 0.78606

Coefficients:

Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
sexF 2.5617 0.3785 6.767 1.31le-11 **x
sexM 4.2704 0.5372 7.949 1.88e-15 *x*x
sexF:log(dosis)  2.5816 0.3047 8.472 < 2e-16 **x
sexM:log(dosis)  3.1381 0.3854 8.142 3.89e-16 *x*x
Signif. codes: O ’*¥x’ 0.001 ’**’ 0.01 ’x’ 0.056 ’.” 0.1’ ’ 1

Null deviance: 238.0077 on 8 degrees of freedom
Residual deviance: 3.3637 on 4 degrees of freedom

Det fremgér blandt andet at for hanbillerne er estimaterne o; = 4.2704 (med en middel-
fejl pa 0.5372) og B = 3.1381 (middelfejl 0.3854), og for hunbillerne er de @F = 2.5617
(middelfejl 0.3785) og Br = 2.5816 (middelfejl 0.3047).

10.4 Modelkontrol
Vi har nu estimeret parametrene i den model der siger at

. exp(ay + Pix)
logit = 1l -
ogit(pax) = ak + Prx cller Pak 1+ exp(ag + fix)

hvor x = Ind.
En nearliggende form for modelkontrol er at indtegne graferne for de to funktioner

x»—>6?M+B\Mx og x|—>6c\F+B\Fx
i figur 10.3 og at indtegne graferne for de to funktioner

exp(ay + ﬁMx) . exp(aF + ﬁpx)

1+ exp(ay + fS\Mx) 1+ exp(aF + EFX)

i den hojre delfigur af figur 10.1; derved far man henholdsvis hejre og venstre del af
figur 10.4. Den viser at modellen ikke er helt hen i vejret. Man kan desuden ved hjelp af
likelihoodmetoden konstruere et numerisk test baseret pa

_ L(EM)RF>B\M’B\F)

LmaX

Q

(10.1)
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Figur 10.4 Rismelsbillers overlevelse: To forskellige kurver, samt de observerede relative
hyppigheder.

hvor L,y er likelihoodfunktionens maksimale veerdi i den »fulde« model (grundmodel-
len) hvor p4x estimeres ved den relative hyppighed y i /7 4x.
Med betegnelserne p i = logit ™ (@ + BxInd) og Jax = naxpax bliver

T () (a1~

Q= H H Yk nak = yar |
n dk Nak=Ydk N —
HH( dk)(ydk) ( _)/dk) Yk dk ~ Yk
Ydk/ \ Ndk Nk
0g

-2lnQ=2)" Z(}’dk 1n— + (nak —)’dk)lnﬂ)
Yk Nak = Ydk

Store veerdier af —21n Q (svarende til sma verdier af Q) er tegn pa at der er for stor
uoverensstemmelse mellem de observerede antal (yi; og ngs — yrq) og de forudsagte
antal (¥4 0g nxg — Vkq) til at modellen kan siges at veere god nok. En observeret veerdi
—21In Qgps er »stor« hvis der kun er lille sandsynlighed for at fa en storre veerdi; denne
sandsynlighed, testsandsynligheden, kan bestemmes omtrentligt som sandsynligheden
for i y*-fordelingen med 4 frihedsgrader at fa en verdi storre end —21n Qqps. I R-ud-
skriften side 146 ses at —21n Qgps = 3.3637; den tilhorende testsandsynlighed er 0.4989. -
Antallet af frihedsgrader er bestemt pa folgende made: I den »fulde« model (der leverer
naevneren i formel (10.1)) er der 8 parametre, én for hver gruppe; i den testede model (der
leverer teelleren i (10.1)) er der 4 parametre, nemlig as, Bar, @F og Br; antal frihedsgrader
er @ndringen i antal parametre, dvs. 8 — 4 = 4.

Da der er henved 50% chance for at fa et sat observationer der harmonerer darligere
med den postulerede model, ma vi konkludere at modellen ser ud til at veere anvendelig.
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10.5 Hypoteser om parametrene

Efter at vi har faet opstillet en model som indeholder fire parametre, og som ser ud til
at give en ganske god beskrivelse af observationerne, er naste punkt pa dagsordenen
at undersege om modellen kan forsimples. Eksempelvis kan man undersoge om de to
kurver er parallelle, og hvis det kan accepteres, kan man derefter undersege om kurverne
er ssmmenfaldende. Vi formulerer derfor to statistiske hypoteser:

1. Hypotesen om parallelle kurver:

Hy: By = Br,

eller mere udferligt: Der findes konstanter aps, ap og B siledes at for hver dosis d

er logit(pay) = am + flnd oglogit(pyr) = ap + flnd.
2. Hypotesen om sammenfaldende kurver:

H,:ap = arp og By = Brs

eller mere udferligt: Der findes konstanter « og 3 saledes at for hver dosis d er
logit(pan) = a + flnd oglogit(psr) = a + flnd.

Vi undersoger forst hypotesen H; om parallelle kurver. De tre parametre estimeres ved
maximum likelihood metoden, og det er et problem af samme sveerhedsgrad som i
grundmodellen (afsnit 10.1). Her ses dele af R-programmets svar:

Call:
glm(formula = Ymat ~ sex + log(dosis) - 1, family = binomial, data = biller)

Deviance Residuals:
1 2 3 4 5 6 7 8
-0.89848 1.28218 0.04643 -0.04072 0.54113 0.22348 -1.32652 0.33616

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|zl)
sexF 2.8310 0.3105 9.118 <2e-16 **x*
sexM 3.8353 0.3443 11.140 <2e-16 **x*
log(dosis) 2.8130 0.2386 11.791 <2e-16 *x*x*
Signif. codes: O ’*¥x’ 0.001 ’**’ 0.01 ’x’ 0.05 ’.” 0.1’ ’ 1

Null deviance: 238.0077 on 8 degrees of freedom
Residual deviance: 4.6705 on 5 degrees of freedom

> anova(modell, grundmodel)
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Figur 10.5 Rismelsbillers overlevelse: To parallelle kurver, samt de observerede relative
hyppigheder.

Analysis of Deviance Table

Model 1: Ymat ~ sex + log(dosis) - 1

Model 2: Ymat ~ sex/(1 + log(dosis)) - 1
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance

1 5 4.6705

2 4 3.3637 1 1.3067

Det ses at parameterestimaterne er @ = 3.8353 (med en middelfejl pa 0.3443), Ar =

2.8310 (middelfejl 0.3105) og 8 = 2.8130 (middelfejl 0.2386). Hypotesen om parallelle
kurver testes med det seedvanlige kvotienttest hvor man sammenligner den maksimale
likelihoodfunktion under antagelse af H; med den maksimale likelihoodfunktion i den

senest accepterede model:

—2InQ =-2In LA(“M;“F,’\[;’@ =23 Z(}’dk In Z\# + (ngk = yax) In Lﬁdk)
L(@nm, @F, B Br) K d Vak Nk — Vik

hvor ?dk = ngi logit™ (ﬁk + ﬁln d). Man fér at —21n Qops = 1.3067, hvilket ogsa fremgar
af ovenstiende udskrift fra funktionen anova. Veerdien skal sammenlignes med y>-forde-
lingen med 4 — 3 =1 frihedsgrader (endring i antal parametre). Testsandsynligheden er
ca. 25%, sa veerdien 1.3067 er ikke usaedvanligt stor. Modellen med parallelle kurver giver
saledes ikke en signifikant darligere beskrivelse af observationerne end den hidtidige
model gor, se ogsa figur 10.5.

Efter saledes at have accepteret hypotesen H; kan vi ga videre med hypotesen H, om
sammenfaldende kurver. (Hvis H; var blevet forkastet, ville man ikke ga videre til H,.)
Man far folgende resultater med R:
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Call:
glm(formula = Ymat ~ log(dosis), family = binomial, data = biller)

Coefficients:
Estimate Std. Error z value Pr(>|z]|)
(Intercept)  3.2035 0.3010 10.64 <2e-16 **x
log(dosis) 2.7085 0.2291 11.82  <2e-16 *x*
Signif. codes: O ’**x’ 0.001 ’*x’ 0.01 ’x> 0.05 .’ 0.1’ ’ 1

Null deviance: 237.969 on 7 degrees of freedom
Residual deviance: 32.172 on 6 degrees of freedom

> anova(model2, modell)
Analysis of Deviance Table

Model 1: Ymat ~ log(dosis)

Model 2: Ymat ~ sex + log(dosis) - 1
Resid. Df Resid. Dev Df Deviance

1 6 32.172

2 5 4.670 1 27.502

Det fremgar at nar man tester H, i forhold til H, far man —21n Qs = 27.502 der skal
sammenlignes med y>-fordelingen med et antal frihedsgrader pa 3 — 2 = 1; sandsynlig-
heden for at fa verdier storre end 27.502 er nul med adskillige betydende cifre, hvilket
viser at modellen med sammenfaldende kurver giver en vaesentligt darligere beskrivel-
se af observationerne end den forrige model gor. Vi mé derfor forkaste hypotesen om
sammenfaldende kurver.

Konklusionen pa det hele er saledes at vi kan beskrive sammenhzngen mellem
dosis d og sandsynligheden p for at do af giften i dosis d pa den méde at for hvert ken
afheenger logit p linezert af In d; de to kurver er parallelle, men ikke sammenfaldende.
De estimerede kurver er

logit(pan) = 3.84 +2.81Ind
logit(pgr) = 2.83 +2.81Ind,

svarende til at

exp(3.84 +2.81Ind)
1+ exp(3.84 +2.81Ind)

exp(2.83 +2.81Ind)
 1+exp(2.83+2.81Ind)’

Pam =
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10.6 Regn og tegn

Her vises hvordan dette kapitels udregninger og tegninger er foretaget med R.
Data er pa forhand lagt i en fil som her hedder biller.dat, og som har felgende indhold:

sex dosis dead total
M 0.2 43 144

M 0.32 50 69
M 0.5 47 54
M 0.8 48 50
F 0.2 26 152
F 0.32 34 81
F 0.5 27 44
F 0.8 43 a7

Her folger den kommenterede R-kode:

# Indlees data til datastrukturen biller

biller <- read.table("biller.dat", nrows=10, header=TRUE)

# udregn antal overlevende samt brokdel dode for hver kombination af kon og dosis:
biller$overlev <- biller$total - biller$dead

biller$relhyp <- biller$dead / biller$total

# og skriv indholdet af datastrukturen biller som den nu er:

biller

# glm-funktionen (se senere) har brug for en Ymat-matrix

# som indeholder antal dode og antal levende:

biller$¥Ymat <- cbind(biller$dead, biller$overlev)
biller

# Figur 10.1:

# Forst plottes relhyp mod dosis, for hvert kon.

#( ylim=c(0,1) tvinger y-aksen til at gd fra 0 til 1)

plot(relhyp ~ dosis, pch=as.character(sex), data=biller,
ylim=c(0,1),las=1)

# samme, men med log(dosis) ud ad x-aksen:

plot(relhyp ~ log(dosis), pch=as.character(sex), data=biller,
ylim=c(0,1),las=1)

# Figur 10.2:

# Sadan kan man i R definere en funktion logit (jf. side 143):

logit <- function(p){ log(p/(1-p)) }

# tegn grafen for logit-funktionen:

p <- c(0.001, 1:99/100, 0.999)

logitp <- logit(p)

plot(p, logitp, type="1", lwd=2, las=1, ylab="z")

# den omvendte funktion far vi ved at bytte om pd x- og y-argumenterne:
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plot(logitp, p, type="1", lwd=2, las=1, xlab="z", ylab="p")

# Figur 10.3

# Plot logit (relhyp) som funktion af log(dosis), for hvert kon:

plot(logit(relhyp) ~ log(dosis), pch=as.character(sex),
data=biller, las=1)

# Estimation i grundmodellen:

# Grundmodellen specificeres ved formlen Ymat ~ sex/(1+log(dosis))-1

# Det der star til venstre for ~ er den afhcengige variabel.

# Pd hojresiden betyder 1+log(dosis) regression med log(dosis)

# som uafheengig variabel og med eksplicit konstantled;

# sex/ betyder sd at dette gores for hvert niveau af sex,

#0g -1 betyder at den samlede regression ikke skal have et konstantled.

grundmodel <- glm(Ymat ~ sex/(l+log(dosis))-1,
family=binomial, data=biller)

summary (grundmodel) # se resultatet heraf pad side 146

# grundmodellens koefficienter er

grundmodel$coef

# grundmodellens —21n Q hedder deviance:
grundmodel$deviance

# og dens antal frihedsgrader er

grundmodel$df .residual

# testsandsynligheden udregnes som
1-pchisq(grundmodel$deviance, df=grundmodel$df.res)
# — eller i dette eksempel

1-pchisq(3.3637, df=4)

# Figur 10.4:

# Vi kan lave den forrige tegning med de estimerede regressionslinjer indtegnet, dvs.

#logit (relhyp) som funktion af log(dosis) samt estimeret linje, for hvert kon:

plot(logit(relhyp) ~ log(dosis), pch=as.character(sex),
data=biller, las=1)

# abline indtegner en linje med given skcering og heeldning:

abline (grundmodel$coef [c(1,3)], 1wd=2) # koeff. nr. I 0g 3 horer til hanbillerne

abline(grundmodel$coef [c(2,4)], 1wd=2) # koeff. nt. 2 0g 4 horer til hunbillerne

# Det er lidt sveerere at fd indtegnet de estimerede kurver i figuren med

# relhyp ud ad ordinataksen.

plot(relhyp ~ log(dosis), pch=as.character(sex), ylim=c(0,1),
data=biller, las=1)

# Vi udregner funktionsveerdierne i en masse punkter p:

p <- seq(0.1, 0.98, by=0.01)

logitp <- logit(p)

# og indtegner kurverne

lines((logitp-grundmodel$coef [1])/grundmodel$coef [3], p, lwd=2)
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lines((logitp-grundmodel$coef [2]) /grundmodel$coef [4], p, lwd=2)

# To parallelle linjer:

# Vi opdaterer modellen sd den giver to parallelle linjer; se resultatet pd side 149
summary (modell <- update(grundmodel, . ~ sex + log(dosis) -1))
# derefter testes den i forhold til grundmodellen

anova(modell, grundmodel)

# Figur 10.5:

# tegninger med de estimerede parallelle regressionslinjer:

plot(logit(relhyp) ~ log(dosis), pch=as.character(sex),
data=biller,las=1)

abline(modeli$coef[c(1,3)], 1lwd=2)

abline(modell$coef[c(2,3)], 1lwd=2)

plot(relhyp ~ log(dosis), pch=as.character(sex), ylim=c(0,1),
data=biller, las=1)

p <- seq(0.1, 0.98, by=0.01)

logitp <- logit(p)

lines((logitp-modeli$coef [1])/modeli$coef[3], p, lwd=2)

lines((logitp-modeli$coef [2]) /modelli$coef [3], p, lwd=2)

# Ingen forskel pd de to kon:
summary (model2 <- update(modell, . ~ log(dosis)))# (resultat side 151)
anova(model2, modell) # testaf model2 i forhold til modell

10.7 Opgaver

Opgave 10.1
Vis at logit(%) = 0. Vis at logit(1 — p) = —logit(p).

Opgave 10.2
Eftervis at logit(p) = z hvis og kun hvis p = exp(z)/(1 + exp(z)), saledes som det postuleres i
definition 10.1 pa side 143.

Opgave 10.3
Indfer en funktion p(x) ved p(x) = exp(a + bx)/(1+ exp(a + bx)), dvs. logit(p(x)) = a + bx.
(Her er a og b to konstanter.)

1. Skitsér grafen for p(x) ndra =3 og b = 0.5.
2. Skitsér grafen for p(x) nara =3 og b = —0.5.
3. Les ligningen p(x) = 0.5 (for generelle a og b).

Lad os sige at x = Ind, hvor d er en dosis af et giftstof, og lad os sige at p(x) = p(Ind) betyder
sandsynligheden for at dg nér giften gives i dosis d. Man er undertiden interesseret i at finde den
dosis for hvilken sandsynligheden for at de netop er 50% (den sikaldte LD50), dvs. finde det d
for hvilket p(Ind) = 0.5.



11 Poissonfordelingen

POISSONFORDELINGSMODELLER KAN blandt andet komme pé tale nar man har at gore
med antalsobservationer der angiver hvor mange gange et bestemt feenomen optraeder i
et vist tidsrum eller et vist geografisk omrade eller lignende, eksempelvis trafikulykker
pé et ar pa en bestemt vejstreekning. Poissonfordelingen er opkaldt efter den franske
matematiker og fysiker Siméon-Denis Poisson (1781-1840).

Det gennemgaende eksempel i dette kapitel hidrerer fra [4] og kan maske i forste
omgang forekomme lidt kurigst, men optreeder i naesten alle leereboger i statistik:

Eksempel 11.1 (Hestespark)
For hvert af de 20 ér fra 1875 til 1894 har man for hvert af den prejsiske armés 10 regimenter
registreret hvor mange soldater der dede fordi de blev sparket af en hest. Det vil sige at man for
hvert af de 200 »regiment-ar« kender antal dedsfald som felge af hestespark.

Man kan give en oversigt over disse tal ved at angive i hvor mange regiment-ar der var
0 dedsfald, i hvor mange der var 1 dedsfald, i hvor mange der var 2, osv., dvs. man klassificerer
regiment-drene efter antal dedsfald. Det viser sig at det storste antal dedsfald pr. regiment-ar var
fire. Ved klassificeringen bliver der derfor fem klasser svarende til 0, 1, 2, 3 og 4 dede pr. ar. Tabel
11.1 viser hvordan de faktiske tal blev.

Man kan formode at det i hej grad var tilfeeldigheder der bestemte om en given soldat
blev sparket til dode af en hest eller ej. Derfor er det ogsa i hej grad tilfeldigheder der
har afgjort om et givet regiment i et givet ar nu fik 0 eller 1 eller 2 osv. dede som folge af
hestespark. Der kan saledes vere fornuft i at beskeaftige sig med denne modelbygnings-
opgave: Find et forslag til en matematisk model der kan levere sandsynligheder for at et
regiment har netop y dode pd et dar, y = 0,1,2,....

11.1 Udledning

En vaesentlig del af problemlgsningsprocessen bestar i at oversatte problemet til mate-
matik i en passende generel formulering. Vi gar frem i en reekke punkter der dels leder
frem til en sddan passende formulering, dels leverer en lgsning.

1. Hestesparkeksemplet handler om at man 200 gange har foretaget sig noget bestemt,
nemlig fulgt et regiment gennem et dr og set hvor mange dedsfald der var som
folge af hestespark.
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Tabel 11.1 Antal dodsfald som felge af hestespark i den projsiske armé.

antal dedsfald y  antal regiment-4r med y dedsfald

0 109

1 65

2 22

3

4 1
200

. Lad os antage at der for hvert regiment og hvert ar er en tilfeeldighedsmekanisme

der genererer et antal, nemlig antal dede i det pagaldende regiment i det pagael-
dende ar. De enkelte tilfeeldighedsmekanismer antages at operere uathaengigt af
hinanden.

. Hvis tidsintervallet fra ¢, til #; deles op i n lige lange delintervaller, far hvert

delinterval leengde
At =(t—to)/n. (11.1)

I hestesparkeksemplet kan man for eksempel dele et tidsinterval af leengde 1 ar op
i 365 delintervaller af leengde At = 1dag.

Antallet af begivenheder i det store interval er (selvfelgelig) lig med summen
af antal begivenheder i de enkelte delintervaller.

. Pointen ved at dele op i delintervaller er at hvis At er tilstrackkelig lille, sa er det

meget usandsynligt at der indtreefter to eller flere begivenheder i samme delinterval.
Sagt pa en anden made, hvis At er meget lille, sd er det samlede antal begivenheder
i det store interval stort set lig med antallet af delintervaller hvori der forekommer
mindst én begivenhed.

. Vi har nu féet lavet problemet om til noget der kan formuleres med 0l-variable,

nemlig Ol-variablene I}, I, I, . . ., defineret ved
I - 1 hvis der er mindst én begivenhed i delinterval nr. j
710 hvis der ingen begivenhed er i delinterval nr. j
j=L12,...,n.

Hvis At er meget lille, sa er det samlede antal Y af begivenheder mellem ¢, og
t; ifolge betragtningerne i punkt 4 cirkaligmed I) + I, + - -+ + I,,.

. Antag at der i hvert af de n = n(At) delintervaller er den samme sandsynlighed

p = p(At) for at der sker en begivenhed. (Der bliver altsa ikke i lobet af perioden
indfort nye sikkerhedsforanstaltninger der nedsztter chancen for at blive sparket
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til dede af en hest. Og antallet af soldater og antallet af heste i regimentet er stort
set konstant aret igennem.)
Antag ogsd at det der sker i ét interval, er stokastisk uafhcengigt af det der sker
i andre intervaller. (Selv om der tilfeeldigvis er to soldater der i begyndelsen af aret
blev sparket til dode af heste, sa tager de gvrige soldater i regimentet ikke ekstra
forholdsregler i resten af aret i den anledning.)
n
7. Da I}, I, ..., I, siledes er uafhengige og identisk fordelte 01-variable, er ) I
j=1
binomialfordelt med parametre n = n(At) og p = p(At), og da totalantallet Y af
n

begivenheder mellem # og t cirka er ligmed )" I, er Y saledes cirka binomial-
j=1
fordelt med parametre n og p.
Forbeholdet »cirka« bortfalder nar At bliver tilstraekkelig lille, dvs. vi skal pa
et senere stadium lade At ga mod nul.
8. Den made hvorpé n athenger af At, er simpel, idet vi af (11.1) far at
h —to
=n(At) = ——.
n =n(At) A7
Derimod mangler vi at overveje hvordan p afheenger af At.
9. Det ma vaere rimeligt at formode at p er en forholdsvis peen funktion af At, bla.
med den egenskab at p(At) — 0 nar At - 0, og at p(At) - 1 ndr At — +oo, s
p(At) ma have et udseende i retning af

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0 H

At

Vivil gd ud fra at p(At) er differentiabel fra hojre i At = 0, mere preecist at der
eksisterer et tal A > 0 saledes at

lim _p(At) =A.
At—0 At

Der geelder altsd at p(At) ~ AAt for sma verdier af At.
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10. I punkt 7 naede vi frem til at Y er cirka binomialfordelt, dvs. at
n -
P(r =)= () P (-p) w2)

hvor »~« bliver til »=« nir At — 0. Derfor mé det naeste skridt veere at bestemme
n
greensevaerdien p”(1 - p)"~” under den greenseovergang hvor At — 0 og

dermed n = (1 — ty) /At — oo.

A
I punkt 9 fandt vi at der under denne greenseovergang ma geelde at Ait = %tt)
konvergerer mod A, og derfor vil
h—1ty)-
HP:wHA(tl—to). (11.3)

At

11. Vi omskriver binomialsandsynligheden pa felgende made:
n n

V(1= p)" = —

(y)p (1-p)"7 =7

— y _ n
-ty -2 B gy,
y: —_——— ——

(a) — ©) (d)

n-1 n-—y+1

p’-(1=-p)7-(1-p)"

12. Under graenseovergangen opforer de forskellige faktorer sig pa forskellige méader:

a)1(1-1) ... (1-2) —v-=1

y faktorer

y (12 (Mo-w)
b2 !
) (l—p)_)’ — (1_0)—y =1.
d) (1-p)" — exp(-A(t — to)), hvilket indses saledes:
i. Da funktionen x — In x er differentiabel i x = 1 med differentialkvoti-
entl,vilfor h — 0

In(1+h) In(1+h)-Inl )

, takket veere (11.3).

h h
ii. Ved at benytte dette samt formel (11.3) fas
In(1-
nin(l1-p)=-np In(1=p) — —A(t; - tp).

iii. Ved at tage exp pa begge sider heraf fas som onsket at

(1-p)" — exp(-A(t - t0))
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Alt i alt vil binomialsandsynligheden i formel (11.2) konvergere mod

A ( - to) 4
QOO e at-10)
y
Vi er hermed naet frem til folgende forslag til en statistisk model: Sandsynligheden for at
der i et bestemt regiment er netop y dedsfald i perioden fra t; til ¢;, ma vaere

(/\(fl - to))y

P(Y=y)= )

exp(-A(t - to)), (11.4)

hvor A er en positiv konstant og y = 0,1,2,3,... — Bemerk at de hjelpestorrelser n og
At som vi indferte i punkt 3, helt er forsvundet.

I formel (11.4) optreeder den ukendte parameter A der i punkt 9 blev indfert som
varende cirka sandsynligheden for en begivenhed i et meget kort tidsinterval divideret
med tidsintervallets lzengde. Storrelsen A har derfor dimensionen tid~", dvs. A angives i
feks. dag™ eller ar .

Jo storre A er, jo tilbgjeligere er begivenhederne til at indtraeffe; A er en sdkaldt
intensitet, der i hestesparkeksemplet specielt kunne kaldes for en ulykkesintensitet eller
en dedsintensitet.

11.2 Definition og egenskaber
Man definerer poissonfordelingen séledes:

DEFINITION 11.1:  POISSONFORDELING
Poissonfordelingen med parameter y > 0 er den sandsynlighedsfordeling som har sandsyn-
lighedsfunktion

y
fsw) = %GXP(—u), y=0,12,...
I figur 11.1 ses nogle poissonfordelinger.

Resultatet fra forrige afsnit kan udtrykkes pa den made at antallet af dodsfald i et
bestemt regiment i perioden fra ¢, til #; er poissonfordelt med parameter y = A(#; — ty),
hvor A betegner dedsintensiteten.

BEMZRKNING

Strengt taget bor definitionen af poissonfordelingen folges op af en redegorelse for at
f(y; p) faktisk er en sandsynlighedsfunktion, dvs. at der er tale om ikke-negative tal der
summerer til 1. Det er klart at f-vaerdierne er ikke-negative; at de summerer til 1 folger
af eksponentialfunktionens raekkeudvikling. |

En egenskab ved poissonfordelingen er at dens middelveerdi er lig dens varians: Hvis
den stokastiske variabel Y er poissonfordelt med parameter y, sier EY = yogVarY = .
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Figur 11.1 Poissonfordelinger med middelverdier 1.33, 1.78, 3.16 og 10.

Afrunding

Vi naevner nogle flere eksempler pa situationer der kan give poissonfordelte antal:

<
<
<

Antal tilfeelde af en bestemt ikke-smittende sygdom i et bestemt tidsrum.

Antal ulykkestilfeelde af en bestemt art i et bestemt tidsrum.

Antal omdannelser af atomer i et radioaktivt stof i et bestemt tidsrum, der er
forsvindende i forhold til stoffets halveringstid.

Antal trykfejl i en bog. — Her er »tidsaksen« simpelthen teksten forstaet som en
folge af tegn. Der er altsa tale om en diskret tidsakse, og reesonnementerne der
forte frem til poissonfordelingen, beror i hej grad pa at tidsaksen er kontinuert.
Men hvis der kun er fé trykfejl i forhold til antallet af bogstaver og tegn, sa kan
man »nasten ikke« se at tidsaksen faktisk er diskret. Derfor finder man pa alligevel
at anvende poissonfordelingen.

Antal bombenedfald i London under det tyske bombardement under anden ver-
denskrig - her er »tidsaksen« det todimensionale geografiske omrade London.
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11.4 Opgaver

Opgave 11.1
I naeste kapitel vil det vise sig at det i hestesparkeksemplet er fornuftigt at estimere A ved X =0.61
dedsfald pr. ar.

Lav en tegning, f.eks. i stil med dem der er fire af i figur 11.1, der viser hvordan poissonforde-
lingen med parameter 0.61 ser ud.

y
Tip: Nar man skal udregne f(y;u) = ”—' exp(—) for en hel masse y-verdier, kan det veere
y!

hensigtsmaessigt at gore det rekursivt:

(05 ) = exp(—u)
f(ysp) = % f(y-Lu), y=123,...

Opgave 11.2 (Raunkizr-cirklinger)

Inden for plantegkologi bestemmer man (i Danmark) ofte planters skudtaethed ved hjelp af
en metode der kaldes Raunkiaer-cirklinger. I sin simpleste form er metoden som folger, hvor
man skal forestille sig at det handler om at undersege planter pa en mark: Et tilfeeldigt sted pa
provearealet anbringer man en cirkel med areal a og ser efter om den planteart man underseger,
findes inden for cirklen eller ej; dette gentages n gange, idet man serger for at de n cirkler ikke
overlapper. Typisk er a = 0.1m* og n = 10.

Antag for eksempel at man i 10 cirklinger med en 0.1 m? cirkel fik netop 7 tilfzelde hvor planten
blev fundet inden for cirklen.

Man onsker som naevnt at bestemme skudtatheden A (der males i antal/m?). Man ma derfor
gore en antagelse om at en bestemt slags sandsynlighedsmodel har placeret skuddene ud over
marken. Den simpleste antagelse er at skuddene er placeret efter en poisson-proces, hvilket
betyder at antal skud i et delomréde med areal a er poissonfordelt med parameter Aa, og at antal
skud i disjunkte delomrader er stokastisk uathaengige.

1. Hvad er sandsynligheden for at man ved én cirkling oplever at der er netop k skud inde i
cirklen?

2. Hvad er sandsynligheden for at man ved én cirkling oplever at der er mindst et skud inde
i cirklen?
Trp: »mindst et« er det modsatte af »ingenx.

3. Hvis man udferer #n = 10 cirklinger, hvad er da sandsynligheden for at der i netop y =7
tilfeelde findes mindst et skud inde i cirklen?

(Raunkier-cirklinger genoptages i opgave 12.4.)
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12 En- og flerstikproveproblemer i
poissonfordelingen

DE TEORETISKE OVERVEJELSER I KAPITEL 11 viste at antallet af dedsfald pr. regiment pr. ar
i den projsiske armé matte vaere poissonfordelt med parameter g = A - 14r, men stemmer
det overhovedet med virkeligheden, og hvordan estimerer man intensiteten A?

Vi skal i dette kapitel beskaeftige os med estimation af parametre og test af hypoteser
om parametre i poissonfordelinger, og med sporgsmalet om kontrol af modellen.

12.1 Enstikproveproblemet

I hestespark-eksemplet fra kapitel 11 er situationen den at der er n = 200 uafthangige
observationer y, 2, ..., ¥, fra poissonfordelingen med parameter y = A - 1ar. Det er
et eksempel pa et enstikproveproblem eftersom der er tale om et antal observationer, en
stikprove, fra en og samme fordeling.

Den generelle formulering af problemet er at man har n uathangige observationer
Y1> Y25 - - - » Yn fra en poissonfordeling med parameter . Modelfunktionen er
I ) =TT exp(o) =~ exp(onp)
b Y2 Ymsi) = [ | —exp(—u) = ——— exp(-np),
r Tk i1 Vit P ylyal.oyal P

hvor y. er statistikerens saeedvanlige korte skrivemade for y; + y2 + - + y,,.

Estimation af parameteren

Poissonparameteren y estimeres ved likelihoodmetoden. Likelihoodfunktionen svarende
til observationerne yy, y,..., y, er

v
L(p) = ——, - exp(=np),
Yi-Y2: o Yn-
sd at
InL(u) = konstant + y.Iny — ny .

Ifolge de saedvanlige principper er det bedste estimat over ¢ den veerdi i der maksimali-
serer L eller In L. Vilgser derfor ligningen % InL = 0:Hvis y. > 0, er % InL(y) = y7 -n

163
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som er lig 0 netop nar u er lig 7 = £. Funktionen In L har alts4 stationart punkt i y =,
og da dens anden aﬂedede > In L(y) =— M— altid er negativ, er y et maksimumspunkt.
Alt dette var under forudsaetnlng afat y. > 0. Hvis y. = 0, er log-likelihoodfunktionen
—ny +konstant, og den antager sit maksimum nér y = 0. Der gaelder siledes i alle tilfeelde
at maksimaliseringsestimatet for y er gennemsnittet af observationerne:

-2
i
200
Ieksempleter >° y; = 0-109+1-65+2-22+3-3+4-1 = 122, s = 122/200 = 0.61 og dermed
j=1

A= fi/1ar = 0.61ar™}, dvs. dedsintensiteten er 0.61 dedsfald pr. ar for hvert regiment. -
Det ses at A fremkommer som antal dedsfald divideret med antal regiment-r.

Modelkontrol

Inden for klassen af poissonfordelingsmodeller far vi den bedste beskrivelse af hestespark-
observationerne ved at benytte intensiteten A = 0.61 dedsfald pr. regiment pr. 4r.

For at fa et fingerpeg om hvor god denne den bedste beskrivelse er, udregner vi
de »forventede« antal under forudsatning af at modellen er rigtig: Ifolge modellen er
sandsynligheden for at der i et bestemt regiment-ar er netop y dedsfald,

- lar)

f(yA) = exp(— A -14r).

Ud af de 200 regiment-ar skulle man derfor forvente ca. 200 f (0;2) tilfzelde med 0 dods-
fald, ca. 200 - f(1;1) tilfeelde med 1 dodsfald, ca. 200 - £(2;2) tilfeelde med 2 dodsfald,
osv. Disse forventede antal udregnes, og man far tabel 12.1. Det ses at de »forvente-
de« antal stemmer fint overens med de observerede, og det ma vi tage som tegn pa at
poissonmodellen ikke er helt hen i vejret.

Dispersionstestet

Undertiden vil man gerne udfere et numerisk test for rimeligheden af at antage at et seet
observationer y, ¥2,. .., ¥ er en stikprove fra en poissonfordeling. Vi vil omtale en nem
metode hertil.

Som nzevnt side 159 har poissonfordelingen den egenskab at middelvaerdi og varians
er ens. Man kunne derfor udregne den empiriske middelverdi og den empiriske varians,
altsa

3|>—*

n ) 1 n —2
Yyioog S =——2 (-7
i=1

i=1
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Tabel 12.1 Hestespark-eksemplet: De observerede antal ar med y dedsfald sammenlignet med
de »forventede« antal ar med y dedsfald beregnet ud fra poissonmodellen.

antal dodsfald y  observeret antal &r  »forventet« antal ar

0 109 108.7
1 65 66.3
2 22 20.2
3 3 4.1
4 1 0.6
5y 0 0.1

200 200.0

og se efter om de to er nogenlunde ens. Det viser sig hensigtsmaessigt at gore dette pa
den made at man udregner storrelsen

SZ

d=—.
y
Hvis modelantagelsen er rigtig, skal d vere teet pa 1, sa man vil forkaste modellen hvis
enten dops er sa meget storre end 1 at der kun er lille sandsynlighed (for eksempel 0.025) for
at fa en storre veerdi, eller d,ps er sa meget mindre end 1 at der kun er lille sandsynlighed
(for eksempel 0.025) for at f& en mindre veerdi. - Man kan bevise at nar modellen er
rigtig (og poissonparameteren ikke er alt for lille), sa vil d med god tilneermelse folge
en y*/f-fordeling med f = n — 1 frihedsgrader (eller ensbetydende hermed: fd vil vere
y*-fordelt med f = n — 1 frihedsgrader).
I hestespark-eksemplet fandt vi tidligere at y = 0.61. Videre er

n

S (yi —¥)> =109(0 - 0.61)* + 65(1 - 0.61)*

= +22(2-0.61)% +3(3 - 0.61)> + 1(4 - 0.61)°
= 121.58,

sa 52 = 121.58/199 = 0.611 og dermed dgps = 0.611/0.61 = 1.002. Den fundne dp,-veerdi
ligger meget teet pa 1, ogsa malt i forhold til y*/ f-fordelingen med 199 frihedsgrader, og
det numeriske test bekreefter dermed indtrykket af at poissonfordelingen giver en god
beskrivelse af tallene.

12.2 Sammenligning af to poissonfordelinger

Vi vil diskutere spergsmalet om sammenligning af to poissonfordelinger ud fra felgende
eksempel.
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Tabel 12.2 Resultater af mikrokernetaellinger.

Behandlingsgruppen Kontrolgruppen
Antal Antal Antal Antal
Mus nr. optalte mikrokerne- Mus nr. optalte mikrokerne-
celler celler celler celler
r y r y
] 2096 1 | 2077 2
) 2138 10 ) 2181 6
3 2086 7 3 2030 2
6320 18 6288 10

Eksempel 12.1 (Ultralydsscanning)

Det er meget udbredt at foretage ultralydsscanning af gravide kvinder. Det menes/frygtes imidler-
tid at fostrene kan lide skade derved, idet der méske sker kromosomforandringer. For at undersoge
dette naermere har Meillier og Toldbod [13] udfert en reekke laboratorieforsgg med mus.

Et antal dreegtige mus udszettes for ultralydsbestraling i et vist stykke tid, hvorefter man un-
dersoger leverceller fra fostrene for at se om der er dannet sdkaldte mikrokerneceller. Mikrokerner
i en celle opstar som felge af kromosomforandringer og/eller -gdelaeggelser.

I dette eksempel, der kun behandler en del af forsegets talmateriale, optrader to grupper a tre
mus: en behandlingsgruppe og en kontrolgruppe. Behandlingsgruppen har faet ultralyd, hvorefter
man har ladet ga 18 timer inden musene blev drabt og preverne udtaget. Kontrolgruppen er
behandlet pa samme made, pa ner at der denne gang ikke blev teendt for ultralydapparatet. Fra
hver mus udtog man otte prever; i alt undersegte man for hver mus ca. 2000 celler og afgjorde
om det var en mikrokernecelle eller ej. Derved fremkom resultaterne i tabel 12.2. Sporgsmalet er
om disse tal tyder pa at ultralyd har en skadelig virkning.

Modelopstilling

For hver mus er der ojensynlig to sterrelser der er uforudsigelige, nemlig antal optalte
celler r og antal mikrokerneceller y. Nar vi skal formulere den statistiske model, skal vi
tage stilling til om bade r og y eller kun den ene af dem skal opfattes som observation af
en stokastisk variabel.

Genstanden for den grundlaeggende interesse i den foreliggende problemstilling er
sandsynligheden for at en celle omdannes til en mikrokernecelle. I den forbindelse er det
uinteressant at sege at opstille en model der kan patage sig at beskrive variationen i antal
optalte celler pr. mus. De indgaende tider er de samme for alle forsegsdyr; derfor behover
vi ikke indbygge tidsathaengigheder i modellen. Derimod skal vi sege at formulere en
model der kan beskrive variationen i antallet af mikrokerneceller i en prove af en given
storrelse, udtaget fra en mus der har faet en given behandling. I modellen skal r-erne
derfor indga som givne konstanter og y-erne som udfald af stokastiske variable.

Da der for en enkelt mus optzlles et meget stort antal celler der hver iseer har en meget
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lille chance for at veere blevet omdannet til en mikrokernecelle, kan vi antage (jf. tryk-
fejlseksemplet side 160) at antal mikrokerneceller i en prove med r celler er poissonfordelt
med parameter y = Ar, hvor A er en »omdannelsesintensitet«, nemlig sandsynligheden
for at en optalt celle er en mikrokernecelle. Den systematiske forskel mellem behand-
lingsgrupperne skal beskrives ved hjelp af modellens parametre, s derfor skal mus
med samme behandling have samme intensitet A, hvorimod behandlingsgruppen og
kontrolgruppen skal have hver sit A. Vi indferer lidt notation for at kunne formulere
modellen preecist:

rij = antal optalte celler fra mus nr. ji gruppe i,

yij = antal mikrokerneceller fra mus nr. j i gruppe i,

hvor i = 1 svarer til behandlingsgruppen og i = 2 til kontrolgruppen. Det vil sige at
tabel 12.2 skematisk ser saledes ud:

gruppe 1 gruppe 2
1 mo yu 1 1 yau
2 ISV V) 2 2 Y2
3 3 )3 3 23 Y23
. i . Y2

Modellen er da at tallene yy1, y12, ¥13, Y21, Y22, ¥23 skal opfattes som observerede veerdier
af stokastisk uatheengige poissonfordelte stokastiske variable Yy, Y12, Y13, Y21, Y22, Y23
hvor Y;; har parameter y;; = A;r;;. Her er A; og A, ukendte parametre der beskriver
henholdsvis behandlingsgruppen og kontrolgruppen, og r;;-erne er kendte konstanter.
Modelfunktionen bliver

L) Yij
—' exp(—/\irij) . (12.1)

Det oprindelige spergsmal om observationerne tyder pa at ultralyd er skadeligt, kan nu
oversettes til modellens sprog. Da den systematiske forskel mellem grupperne beskrives
ved hjelp af parametrene 1; og A,, bliver det relevante spergsmél om observationerne
tyder pa at A; og A, er signifikant forskellige; med andre ord skal vi teste den statistiske
hypotese Hy : A1 = A,.

Estimation af parametrene

Maksimaliseringsestimaterne over A; og A, skal bestemmes pa grundlag af likelihood-
funktionen. Ud fra modelfunktionen (12.1) far vi
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(/1 rz;)

’J

exp(—Airij)

L) - [T 80
j=1

i=1

2 3 2
=konstant- [ [ ]| A exp(—A;rij) = konstant - [ [ A}" exp(-A;r;.)
i=1

1
i=1 j=1

hvor konstanten atheenger af r-erne og y-erne, men ikke af A; og A,. Vi ser at likeli-
hoodfunktionen er den samme som man ville have faet hvis man udelukkende havde
set pa totalantallene y;. og y,. for hver mus og havde sagt at det var Y;. og Y,. der var
poissonfordelte med parametre A;r. og A,r,. . Derfor bliver estimatet over A;

=2k
' ri. ’

altsa det totale antal observerede mikrokerneceller i gruppe i divideret med det totale
antal optalte celler i gruppe i, hvilket ogsa er et estimat der virker umiddelbart rimeligt.

For at estimere det feelles A under Hy betragtes likelihoodfunktionen Ly(1) = L(A, 1)
der med betegnelserne y.. = y1. + y5. 0g .. = r1. + 5. kan skrives som

2
Lo(A) = konstant - [ [ A" exp(—Ar;.) = konstant - A" exp(—Ar..)

i=1

Maksimumspunktet er A = y../r.., og det er ogsa hvad man umiddelbart skulle vente, thi
nar H) er rigtig, er der ingen forskel pé de to grupper, dvs. der er i realiteten kun tale om
én enkelt gruppe bestdende af r.. celler hvoraf y.. er mikrokerneceller.

I eksemplet bliver estimaterne

)tbehandlmg =18/6320 =2.8-10% mikrokerneceller pr. 1000 celler
Akontrol =10/6288 =1.6- 107> mikrokerneceller pr. 1000 celler
Aelles =28/12608 = 2.2 - 10> mikrokerneceller pr. 1000 celler.

Man kan sperge hvor stor tiltro man nu kan have til disse tal. Det er ikke i statistikerens
magt at udtale noget fornuftigt om diverse eksterne fejlkilder der eventuelt matte have
veeret i spil (det véd eksperimentator bedre). Statistikeren kan udtale sig om dén tilfeeldige
variation der beskrives af den statistiske model, for eksempel konkretiseret til middel-
fejlene pd estimatorerne. Lad os derfor bestemme middelfejlen (o: standardafvigelsen)
pa X,- i det foreliggende eksempel: Da /)L\i = Y;./ri., er den sogte storrelse / Var/)t\i =
V/Var(Y;./r..). Ifolge regnereglerne for varianser er Var(Y;./r;:.) = Var(Y:.)/r%; endvide-
re er Var(Y;.) = A;r;. fordi Y;. er poissonfordelt med parameter A;r;. (jf. side 159), sa alt
i alt har vi at middelfejlen pa A;er VVar(Y;./ri.) = V/Ai/ri.. Davi ikke kender A; men
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kun et estimat A; = Vi / ri., kan vi kun udregne en estimeret middelfejl pa A, og den bliver
\/;\\i/i’,’. = \/y_i./?‘,'. .

Man finder de estimerede middelfejl pa /Xbehandling’ :\\komrol og /){\fwues til 0.67 -1073,
0.50 -107% og 0.42 - 10> mikrokerneceller pr. 1000 celler.

Som lzeseren nok vil have bemzerket, benytter vi ved beregningen af de forskellige
estimater slet ikke de individuelle veerdier af r og y for de enkelte mus, vi benytter kun
totalerne for hver gruppe. Er det da lige meget hvad vaerdierne for de enkelte mus er? Ja,
det er det faktisk, sd leenge der ikke er tvivl om poissonmodellens brugbarhed. Men hvis
vi er pa udkig efter indicier for (eller imod) anvendeligheden af poissonmodellen, sa er
det i hoj grad pakraevet at kende de enkelte veerdier. For den statistiske model skal jo
beskrive enkeltobservationernes tilfeldige variation omkring et bestemt niveau, og hvis
man vil vurdere antagelsen om at den tilfeldige variation kan beskrives ved netop en
poissonfordeling, sa skal man undersege enkeltobservationernes faktiske variation og
vurdere om den ligner den fittede poissonfordeling.

Hypoteseprevning

Som naevnt skal vi teste den statistiske hypotese Hy : A; = A,. Det gores som seedvanligt
med et kvotienttest. Kvotientteststorrelsen er

L (X, X) ~ EoNe eXp(—Xﬁ. - ’sz.)
L (:{1 s /)L\z ) 1\{/1’/{;2 exp ( —:{1 r. — 1\2 . )

— —

_ (l)yl'(L)yz' exp(=y1. - y2.) (&)yl'(?\_rz' )yz'
A\ L) epm-p) 9.
NEAWAE

_(E) (y_z) ’

hvor y;. = Ar;. er det »forventede« antal mikrokerneceller i gruppe i, forudsat at H, er

rigtig. Derfor er

—

Y2

Sma veerdier af Q, dvs. store veerdier af —21n Q, er signifikante, altsa tegn pa at hypo-

Y1 )2
2InQ =2(y.InZ—= + y,.1n .
(e e pin2)

tesen H, ikke er forenelig med de foreliggende data. For at vurdere om —21n Qqps er
signifikant stor, skal man bestemme testsandsynligheden ¢ = PO(—Z InQ>-2In Qobs),
altsa sandsynligheden under Hj for at fa et observationssat der er mindst lige sa af-
vigende som det foreliggende. Da de forventede antal y;. afgjort er storre end 5, kan
man ved beregningen af € udnytte at nar Hy er rigtig, sa er —21n Q med god tilnaermelse
y*-fordelt med f = 2 — 1 frihedsgrader (nemlig antal parametre i grundmodellen mi-
nus antal parametre under H), siledes at ¢ med god tilneermelse kan udregnes som
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Tabel 12.3 Fordelingen af n = 647 kvinder efter antallet y af ulykkestilfelde i en fem ugers
periode.

f, = antal kvinder
y med y ulykker

0 447
1 132
2 42
3 21
4 3
5 2
6+ 0

647

sandsynligheden for at f4 en veerdi storre end eller lig med —21n Qqp, i y*-fordelingen
med 1 frihedsgrad: ¢ = P(Xf >-2In Qobs)- I taleksemplet er ;. = 14.0 og 3. = 14.0, sa
-2InQ =2(18 In % +10 In %) = 2.32 .1 y*-fordelingen med 1 frihedsgrad er 80%-
fraktilen 1.64 og 90%-fraktilen 2.71, sd den fundne -2 In Q-vzerdi svarer til et € pd mellem
10% og 20%. Man vil almindeligvis sige at en sadan e-verdi ikke er lille nok til at man vil
forkaste Hy. Vi kan dermed konkludere at de foreliggende tal ikke giver statistisk belaeg
for at mene at ultralyd er skadeligt. (Pa den anden side giver de naeppe heller beleeg for at

mene at ultralyd ikke er skadeligt.)

12.3 Et svarere eksempel

I dette afsnit gennemgas et eksempel hvor i forste omgang poissonfordelingen soges
anvendt; det viser sig imidlertid poissonfordelingsmodellen ikke passer serlig godt, og
man ma derfor finde pa en anden model.

Prasentation af eksemplet

Man har undersegt hvor mange ulykkestilfelde hver enkelt arbejder pa en granatfabrik
i England kom ud for i lobet af en fem ugers periode. Det hele foregik under forste
verdenskrig, og de pageldende arbejdere var kvinder (mens mandene var soldater).
I tabel 12.3 ses fordelingen af n = 647 kvinder efter antallet y af ulykkestilfelde i en
fem ugers periode. Man sgger en statistisk model der kan beskrive dette talmateriale. -
Eksemplet stammer fra [9], og er her i landet iseer kendt via sin forekomst i Hald [10] der
i mere end en menneskealder har veret en toneangivende dansk leerebog i statistik.
Lad y; betegne antal ulykker som kvinde nr. i kommer ud for. Vi benytter betegnelsen
fy for antallet afkvinder der har veret ude for netop y ulykker, dvs. i det foreliggende tilfzel-
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y Iy Iy 400 —

0 447 406.3

1 132 189.0 300 -

2 42 44.0

3 21 6.8 200 —

4 0.8

5 2 0.1 100 —

6+ 0 0.0 o I .
647 647.0

0 1 2 3 4 5 6

Figur 12.1 Model 1: Observerede antal f, (sorte sajler) og forventede antal ﬁ (lyse sajler).

deer fy = 447, f; = 132 osv. Det samlede antal ulykker er 0fo+1f+2f+... = >_ y f, = 301
y=0

Vi géar ud fra at y; er en observation af en stokastisk variabel Y;, i = 1,2,...,n, og vi
vil antage at de stokastiske variable Y, Y>, ..., Y, er indbyrdes uafhangige — hvad der
maske er en lidt diskutabel antagelse.

Model 1

I forste omgang kan man forsege sig med en model hvor Y}, V>, ..., Y, er uafheengige og
identisk poissonfordelte med parameter y, dvs. P(Y; = y) = ’;—T exp(—u). Poissonforde-
lingen kommer ind i billedet ud fra en forestilling om at ulykkerne sker »helt tilfeeldigt«,
og man kan sige at parameteren y beskriver kvindernes »ulykkestilbojelighed«.

I denne model estimeres y ved i = ¥ = 301/647 = 0.465, o: der sker 0.465 ulykker pr.

—~ Y
kvinde pr. fem uger. Det forventede antal kvinder med y ulykker er f, = n ‘u—' exp(—H);
y!

veerdierne heraf ses i figur 12.1. Det fremgar at der ikke er nogen serlig god overensstem-
melse mellem de observerede og de forventede antal. Man kan udregne variansen til
s? = 0.692, og det er nzsten halvanden gange middelvardien, hvilket er endnu et tegn
pa at poissonmodellen er darlig. Man skal derfor nok overveje en anden model.

Model 2
Man kan udvide model 1 pa folgende made:

o Det antages stadig at Y}, Y2, ..., Y, er uafhengige og poissonfordelte, men nu
tillader vi at de har hver sin middelverdi, dvs. Y; er poissonfordelt med parameter
pi» i = 1,2,...,n. Hvis modelopstillingen gjorde holdt her, ville der veere en
parameter for hver person, og man ville fa et perfekt fit idet i; = y; for i =
1,2,...,n. Men der endnu et trin i modelopbygningen:
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o Vivil antage at py, Uz, . . ., 4, er uathaengige observationer fra en bestemt sandsyn-

lighedsfordeling. Denne sandsynlighedsfordeling skal veere en kontinuert fordeling
pé den positive halvakse, og det viser sig bekvemt at benytte en fordeling med en
teethedsfunktion af formen

! *Lexp(—
g(u) = Top p(-u/B), u>0.

[Symbolet I'(x) betegner den sdkaldte Gammafunktion, udregnet i k. Pr. definition

+o00

er (k) = f t*exp(—t) dt. Hvis m er et naturligt tal, sd er [(m + 1) = m!.
0

Gammafunktionen kommer ind i billedet fordi teethedsfunktionen g skal integrere

til 1, og det gor den da ogs4, hvilket ses ved at foretage substitutionen ¢ = u/f.]

Fordelingen med denne teethedsfunktion g er en gammafordeling med formpara-

meter k > 0 og skalaparameter 3 > 0.
Sandsynligheden for at en kvinde kommer ud for y ulykker, ville nu veere lig med

y
/,z_' exp(—p), forudsat at vi kendte veerdien af y for den pégeeldende kvinde. Men
!

da vi kun véd at u felger fordelingen med taethedsfunktion g, bliver den faktiske
J

sandsynlighed for y ulykker et veegtet middeltal af veerdierne H—' exp(—p) med
y!

g(u)-veerdierne som veegte, og det betyder at sandsynligheden for at en kvinde
kommer ud for netop y ulykker, alt i alt bliver

P(Y=y)= me Pyl—jeXp(—M) -g(p)dy

+00 ﬂ)’ 1 w1
=/(; ﬁexp(—#) () B uexp(—p/B)dy

R
yIT(k) \B+1) \p+1

P T (x)
y+x—1) I(y+x)

h =1 1).M 1 =
vor p = 1/(f +1). Med betegnelsen ( T

naturligt tal, blot er den seedvanlige definition af binomialkoefficient) er sandsyn-

(som hvis x er et

ligheden for y ulykker
+x -1\
P(Y=y)=(y y )P(l—p)% y=0.12,....

Denne fordeling af Y er den sékaldte negative binomialfordeling med formparame-
ter k og sandsynlighedsparameter p. Her kan « veere et vilkarligt positivt tal og p
et vilkarligt tal mellem 0 og 1 (fordi p =1/(1+ ) hvor 8 > 0).
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Yy b Iy 200 —

0 447 445.9

1 132 134.9 300 —

5 42 44.0

3 21 14.7 200 —

4 5.0

5 2 1.7 100 ”

6+ 0 0.9 o 0l . _
647 647.1 o 1 2 3 4 5 &

Figur 12.2 Model 2: Observerede antal f, (sorte sgjler) og forventede antal ﬁ (hvide sgjler).

Den negative binomialfordeling har to parametre man kan »skrue pa«, og man kan habe
at det derved er muligt at fa den nye model til at passe bedre til observationerne end
Model 1 gjorde.

I den nye model kan middelverdien vises at veere E(Y') = k(1 — p)/p som vi kalder
{4, og variansen kan vises at veere Var(Y) = k(1 - p)/p* = u/p = u + u*/x; det ses at
variansen altid er storre end middelveerdien. — I det foreliggende talmateriale fandt vi
netop at variansen var storre end middelveerdien, sa forelgbig kan det ikke udelukkes at
den negative binomialfordelingsmodel er brugbar.

Undertiden bruger man en anden parametrisering af fordelingen: i stedet for at bruge
k og p som parametre bruger man x og .

Estimation af parametrene i Model 2

Vi benytter som altid likelihoodmetoden til estimation af de ukendte parametre. Likeli-
hoodfunktionen er

T (T

i

nK 1 yi+x—1
= (L= pyrr ( )
g Ji
= konstant - p"*(1- p)” [ [(x + k - 1 ZRkSi)
k=1

hvor fi stadig betegner antal observationer som har veerdien k. Logaritmen til likeliho-
odfunktionen bliver derfor (pé neer en konstant)

InL(k,p) =nklnp+y.In(1-p) + ?(i{fj)ln(;c+ k-1)
=1\j=



174 En- og flerstikproveproblemer i poissonfordelingen

der i det konkrete eksempel antager det mere uskyldige udseende

InL(k,p) = 647xInp +301In(1- p)
+200Inx +68In(x +1) +26In(x + 2) +5In(k + 3) + 2In(x + 4).

Vi overlader til computeren at bestemme maksimumspunktet for denne funktion. Man
far at ¥ = 0.865 og @i = 0.465 (sd p = /(@ + ¥) = 0.650). De tilsvarende forventede antal

-n(" ) a-py

ses 1 figur 12.2. Pa baggrund heraf tillader vi os at konkludere at den negative binomial-
fordelingsmodel beskriver observationerne godt nok.

12.4 Regn og tegn

Her vises hvordan man kan udfere de forskellige beregninger og tegninger med R.

Hestespark-eksemplet
Udgangspunktet er de fem observerede antal i tabel 12.1 side 165.

# Vi genskaber de oprindelige 200 obs. med »gentagelsesfunktionen« rep
y <- rep( 0:4, c(109, 65, 22, 3, 1))

y # udskriv de 200 veerdier

mean(y) # udskriv gennemsnittet

# dpois udregner poissonsandsynligheder som derefter bruges til at
# finde de forventede antal til tabel 12.1. Veerdierne afrundes til én decimal:
round (200 * dpois(0:4, mean(y)), digits=1)

var (y) # udskriv den estimerede varians

d <- var(y)/mean(y) # udregn dispersionsteststorrelsen

f <- length(y)-1 #antal frihedsgrader (200-1=199)

# den tosidede testsandsynlighed:

pchisq(f*min(d,1/d), £) + 1 - pchisq(f*max(d,1/d), f)

Ultralyd-eksemplet
Data (tabel 12.2 side 166) indlases fra en datafil ultralyd.dat hvis indhold er

Gruppe Optalte Antal
Behandling 2096 1

Behandling 2138 10

Behandling 2086
Kontrol 2077
Kontrol 2181
Kontrol 2030

N O NN
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Selve R-koden kan se sddan ud:

# indlees data til datastrukturen ulyd
Ulyd <- read.table("ultralyd.dat", nrows=10, header=TRUE)

# Modellen estimeres med glm. Nir man kalder glm med family=poisson,
# estimeres en sdkaldt log-linecer model hvor man
# parametriserer modellen med In(u) i stedet for med p.
#Da p;j = Airij (jf. side 167), bliver In u;; =InA; +Inr;;
#hvorlnr;jeren kendt konstant, en offset-veerdi, ogIn A; er den parameter
# som glm skal estimere. Det gores pd folgende mdde (hvor 0+ i modelformlen sorger for
# at der estimeres separate gruppeparametre i stedet for et feelles niveau og afvigelser herfra):
G <- glm(Antal ~ O + Gruppe, offset=log(Optalte),
family=poisson, data=Ulyd)

# Da glm estimerer In A;, far vi N-erne ved at tage exp af de estimerede koefficienter:
round (exp(G$coef), digits=4) # (resultatet afrundes til 4 cifre)

# Hypotesen om ens A-er svarer til en model med en konstant (f.eks. 1)
# som den eneste forklarende variabel:

HO <- update(G, . ~ 1)

round (exp(HO$coef), digits=4) # det felles X

# test af hypotesen HO i forhold til grundmodellen G:

anova(HO, G)

# i udskriften fra anova afleser man at Deviance, dvs. —2InQ,

# er lig2.2774 med 1 frihedsgrad, sd testsandsynligheden kan findes som:

1 - pchisq(2.2774, 1)

# alternativt kan man gore sadan:

1 - pchisq(HO$deviance-G$deviance, HO$df.residual-G$df.residual)

Granat-eksemplet

Den forste model (jf. side 171) behandles pa samme made som hestesparkeksemplet.
Til estimation i den negative binomialfordelingsmodel (jf. side 171f) benyttes en seerlig
glm-variant glm.nb der findes i R-biblioteket MASS.

f <- c(447, 132, 42, 21, 3, 2, 0) #frekvenserne f,

y <- rep(0:6, f) #genskaber de 647 observationer.

mean(y); var(y) #empirisk middelveerdi og varians

# udregn og udskriv de forventede antal ﬁ, i poissonmodellen

f.hat <- round(647 * dpois(0:6, mean(y)), digits=1)
f.hat

# Sd tegnes et pindediagram med to forskellige slags pinde svarende til hhv.
# observerede og forventede antal (figur 12.1). (Funktionen rbind klistrer
# sammen langs reekker, dvs. rbind (£ ,£.hat) bliver en 2 x 7-matrix.)
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barplot(rbind(f,f.hat), beside=T, las=1, names.arg=0:6,
space=c(0,3), col=gray(c(0, 0.95)))

# Vi skal bruge funktionen glm.nb fra biblioteket MASS:

require (MASS) # indles MASS hvis det ikke allerede er indleest.

# Da vi kun har én stikprove, skal hojresiden i modelformlen veere 1 (svarende
# til en forklarende variabel som er konstant).

NB <- glm.nb(y ~ 1, link=identity)

mu.hat <- NB$coef #U

kappa.hat <- NB$theta #x

p-hat <- kappa.hat/(kappa.hat+mu.hat) #p=%/(Xx+ %)

mu.hat ; kappa.hat ; p.hat # skriv veerdierne

# udregn og udskriv de forventede antal J‘;:

f.hathat <- round(647 * dnbinom(0:6, mu = mu.hat, size=kappa.hat),
digits=1)

f.hathat

# Tegn figur 12.2
barplot (rbind(f,f.hathat), beside=T, las=1, names.arg=0:6,
space=c(0,3), col=gray( c(0, 0.95)))

Vedr. opgave 12.1

Man kan fremstille indholdet af en tabel svarende til tabel 12.4 sddan her:

12.

# Vi benytter rpois til at fremstille tilfeeldige poissonfordelte tal med en given middelveerdi,
# ogmatrix til at arrangere dem i en matrix:

y <- matrix(rpois(200, 3.14), nrow=20)

y # udskriv de 20 reekker med hver 10 tilfeeldige Poissonfordelte tal.

# Ndar man skriver apply (y,1,fkt), bliver funktionen £kt anvendt pa hver reekke af y.

apply(y,1, sum) # de 20 reekkesummer
apply(y,1, mean) # de 20 raekkegennemsnit
apply(y,1, var) # de 20 reekkevarianser

# sdadan kan man udregne d-veerdierne og de tosidede testsandsynligheder:
d <- apply(y, 1, (function(x){var(x)/mean(x)}))

d

pchisq(9*pmin(d,1/d), 9)+ 1-pchisq(9*pmax(d,1/d), 9)

5 Opgaver

Opgave 12.1
Tabel 12.4 indeholder 20 stikprover y;, y,,. .., y10 fra en poissonfordeling med y = 3.14.

1. Udregn i for hver stikpreve. Hvordan fordeler i sig omkring y?
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Tabel 12.4 20 eksempler pa udfald af stokastiske variable Y;, Y, ..., Yo frembragt af en
poissonfordelings-tilfeeldighedsmekanisme med y = 3.14.

yro Y2 Y3 Y4 Ys Ve Y7 Y8 Yo 1o Y- y S
2 4 2 2 0 5 2 3 4 2 26 260 2.04
3 3 3 0 4 3 3 3 3 5 30 3.00 1.56
4 2 5 1 0 6 5 6 1 2 32 320 5.07
3 1 4 3 3 2 0 2 3 3 24 240 1.38
3 4 5 4 4 2 3 6 2 1 34 340 227
2 5 6 6 5 3 4 2 4 2 39 390 254
2 2 6 2 4 2 4 1 1 6 30 3.00 3.56
4 1 2 0 2 3 7 4 4 2 29 290 3.88
1 3 4 2 1 2 2 2 3 3 23 230 0.90
3 3 2 2 5 4 2 3 6 4 34 340 1.82
6 5 5 3 3 2 3 3 3 2 35 350 1.83
3 4 1 4 3 4 4 3 3 4 33 330 0.90
1 2 3 2 1 2 1 2 5 5 24 240 227
4 2 3 1 5 8 5 5 2 1 36 3.60 4.93
3 4 3 4 3 1 5 2 3 5 33 330 1.57
2 2 2 6 4 5 3 2 2 0 28 2.80 3.07
3 4 3 2 3 2 3 2 0 1 23 230 1.34
2 0 1 2 2 5 6 4 2 2 26 2.60 3.38
1 2 4 2 3 3 4 0 3 4 26 260 1.82
6 0 7 3 0 6 3 4 3 4 36 3.60 5.60

2. Udregn dispersionsteststorrelsen d for hver stikprove. Hvordan ligger veerdierne i forhold
til y*/ f-fordelingen?

3. Man kan bevise at en sum af uathangige poissonfordelte storrelser er poissonfordelt med
en parameter der er lig summen af parametrene. Derfor kan man opfatte de 20 veerdier
i y.-sejlen som 20 observationer fra en poissonfordeling med parameter 10y (= 31.4).
Udregn parameterestimatet og dispersionsteststgrrelsen for disse 20 observationer.

Opgave 12.2 (Udsendelse af a-partikler)
I et beromt eksperiment har Rutherford og Geiger [18, 17] for hvert af i alt 2608 tidsintervaller af
laengde 7.5 sekund talt op hvor mange a-partikler der udsendes fra en bestemt portion af det
radioaktive stof Polonium. Resultatet fremgér af tabel 12.5.

Det formodes at antal a-partikler udsendt i et tidsinterval af leengde ¢ (som er meget mindre
end stoffets halveringstid) kan opfattes som en observation af en poissonfordelt stokastisk variabel
med parameter At, hvor A er en slags stralingsintensitet.

1. Gor rede for rimeligheden af poissonfordelingsantagelsen, og praecisér den statistiske
model.

2. Estimér A ud fra de givne observationer.

3. Hvad kan dispersionstestet forteelle om rimeligheden af den foreslaede model?
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Tabel 12.5 Opgave 12.2: Antal tidsin- Tabel 12.6 Opgave 12.3: Fordelingen af
tervaller f, hvor der udsendes netop y drenge fra to vandverksdistrikter efter
a-partikler. antal pME-teender.
y fy y fy y antal med y DMEF-teender
gamle vv.  hjelpe-vv.
0 57 8 45
1 203 9 27 0 1
2 383 10 10 1 1
3 525 11 4 2 8 6
4 532 12 0 3 3 5
5 408 13 1 4 13 6
6 273 14 1 5 7 3
7 139 6 8 7
7 2 4
8 3
9 2 4
10 1
11
12
13 1

Opgave 12.3 (Fluor i drikkevandet)
Det menes at fluor i drikkevandet kan modvirke huller i teenderne. 11960-erne foretog man en
undersegelse af barns »tandstatus« og sammenholdt den med koncentrationen af fluor-ioner
i drikkevandet fra det lokale vandveerk. Tabel 12.6 viser data fra to vandverksdistrikter i Nees-
tved. Man har bestemt antal pmME-teender, dvs. teender med huller efter caries samt udtrukne
og plomberede teender, hos de 12-arige drenge i de to distrikter. (Det kan i gvrigt naevnes at
F~-koncentrationen ved det gamle vandveerk var 1.9 ppm og ved hjzlpevandvaerket 1.2 ppm.)
Undersog ved hjelp af en poissonfordelingsmodel om der er en signifikant forskel pa fore-
komsten af bMF-teender i de to vandveerksdistrikter.

Opgave 12.4
Fortsaettelse af opgave 11.2:

1. Antag at der er udfert n cirklinger, og at i netop y tilfeelde fandtes der et skud inde i cirklen.
Hvordan skal man pa denne baggrund estimere A?

2. Hvis man skal kunne opdage sjeldne plantearter med denne metode, skal man nok bruge
mere end 10 cirklinger. Antag at man stadig bruger cirkler med areal a = 0.1 m?. Hvis
en art vokser med en tethed pa ca. et individ pr. 5m? (dvs. A = 0.2m™?), hvor mange
cirklinger skal man da foretage for at veere 90% sikker pa at opdage planten?
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I DETTE KAPITEL gennemgas et eksempel pd en sakaldt multiplikativ poissonmodel.
Modellen er méske en smule mere indviklet end hvad der hidtil er blevet preesenteret, men
pé den anden side er det en type modeller der benyttes en del. Derudover er eksemplet
interessant pa den méade at man tilsyneladende kan na frem til modstridende konklusioner
blot ved at zendre en smule pé fremgangsmaden ved analysen af modellen.

13.1 Prasentation af eksemplet: Lungekraft i Fredericia

I midten af 1970-erne var der en storre debat om hvorvidt der var seerlig stor risiko for
at fa lungekreeft nar man boede i byen Fredericia. Grunden til at der kunne vaere en
storre risiko, var at der i Fredericia var en betydelig meengde luftforurenende industri
som tilmed 14 midt inde i byen. For at kunne afgere spergsmalet indsamlede man data
om lungekreefthyppigheden i perioden 1968-71, dels i Fredericia, dels i byerne Horsens,
Kolding og Vejle. De tre sidste byer skulle tjene som sammenligningsgrundlag, idet det
var byer af nogenlunde samme art som Fredericia, pa nar den mistenkte industri.

Lungekraeft opstér tit som et resultat af daglige pavirkninger af skadelige stoffer
gennem mange ar. En eventuel storre risiko i Fredericia kunne maske derfor vise sig
ved at lungekreeftpatienterne fra Fredericia var yngre end dem fra kontrolbyerne, og det
er under alle omstendigheder tilfeeldet at lungekreaeft optreeder med meget forskellig
hyppighed i forskellige aldersklasser. Det er derfor ikke nok at se pa de totale antal
lungekreefttilfelde, man skal se pa antal tilfeelde i forskellige aldersklasser. De foreliggende
tal er vist i tabel 13.1. Da antallene af lungekreefttilfeelde i sig selv ikke siger noget sa leenge
man ikke kender risikogruppernes storrelse, md man ogsa rapportere antal indbyggere i
de forskellige aldersklasser og byer, se tabel 13.2.

Det der nu er statistikerens opgave, er at beskrive tallene i tabel 13.1 ved hjeelp af en
statistisk model hvori der indgar nogle parametre der i en passende forstand beskriver
risikoen for at fa lungekraeft nar man tilherer en bestemt aldersgruppe og bor i en bestemt
by. Endvidere ville det vaere formalstjenligt hvis man kunne udskille nogle parametre der
beskrev »byvirkninger« (dvs. forskelle mellem byer) efter at man pa en eller anden méade
havde taget hojde for forskellene mellem aldersgrupperne.

179
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Tabel 13.1 Lungekreefttilfeelde i fire byer fordelt pa aldersklasser (fra Andersen [2]).

aldersklasse Fredericia Horsens Kolding Vejle  ialt

40-54 11 13 4 5 33
55-59 11 6 8 7 32
60-64 11 15 7 10 43
65-69 10 10 11 14 45
70-74 11 12 9 8 40

75+ 10 2 12 7 31

ialt 64 58 51 51 224

13.2 Modelopstilling

Den statistiske model skal ikke modellere variationen i antallet af indbyggere i de for-
skellige byer og aldersklasser, sa derfor vil vi anse disse antal for givne konstanter. Det er
antallene af lungekreefttilfeelde der skal opfattes som observerede veerdier af stokastiske
variable, og det er fordelingen af disse stokastiske variable der skal specificeres af den
statistiske model. Vi indferer noget notation:

yij = antal tilfelde i aldersgruppe i i by j,
rij = antal personer i aldersgruppe i i by j,

hvor i =1,2,3,4,5,6 nummererer aldersgrupperne, og j = 1,2, 3, 4 nummererer byerne.
Observationerne y;; opfattes som observerede vardier af stokastiske variable Y;;.

Inspireret af kapitel 11 kunne man foresld at Y;; skulle vaere poissonfordelt med
en parameter y;; der atheenger af aldersgruppe og by (modellen skal ikke indeholde
observationsperiodens leengde da denne er konstant lig 4 ar). Hvis vi skriver y;; som
uij = Aijrij, sd kan intensiteten A;; fortolkes som antal lungekreefttilfeelde pr. person i
aldersgruppe i i by j i den betragtede firearsperiode, dvs. A er den alders- og byspecifikke
cancer-incidens. Endvidere vil vi ga ud fra at de enkelte Y;;-er er stokastisk uathangige.
Grundmodellen er altsa at

de stokastiske variable Y;; er stokastisk uafhaengige og poissonfordelte, og
Yi; har parameter A;;r;; hvor A;;-erne er ukendte positive parametre.

Det er let nok at estimere parametrene i grundmodellen. Eksempelvis estimeres intensi-
teten A, for 55-59-arige i Fredericia til 11/800 = 0.014 (dvs. 0.014 tilfeelde pr. person pr.
4 ar). Den generelle opskrift er ’/1\,-]‘ = y,-j/rij.

Nu var det jo tanken at vi gerne ville kunne komme til at sammenligne byerne efter
at vi havde taget hojde for deres forskellige aldersfordelinger, og det kan ikke uden videre
lade sig gore i grundmodellen. Derfor vil vi undersoge om det lader sig gore at beskrive
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Tabel 13.2 Antal indbyggere i de forskellige aldersklasser i de fire byer (fra Andersen [2]).

aldersklasse ~ Fredericia Horsens Kolding  Vejle ialt

40-54 3059 2879 3142 2520 11600
55-59 800 1083 1050 878 3811
60-64 710 923 895 839 3367
65-69 581 834 702 631 2748
70-74 509 634 535 539 2217

75+ 605 782 659 619 2665

ialt 6264 7135 6983 6026 26408

data med en model hvor A;; er spaltet op i et produkt «; 3; af en aldersvirkning «; og en
byvirkning f3;. Hvis dette lader sig gore, er vi heldigt stillede, for s& kan vi sammenligne
byerne ved at ssmmenligne byparametrene f3;.

Vi vil derfor i forste omgang teste den statistiske hypotese

HO:/\ij:‘xiﬁj

hvor a1, az, a3, a4, as, a6, P1, B2, B3> Pa er ukendte parametre. (Mere udferligt lyder
hypotesen: Der findes parametre a;, a2, &3, &4, &s, &, B1, B2, B3, B4 sdledes at der for by
j og aldersgruppe i geelder at lungekreeftrisikoen A;; fds som A;; = a; B;.) — Hypotesen
Hy specificerer en sakaldt multiplikativ model fordi aldersparametre og byparametre
indgar multiplikativt.

En detalje vedrorende parametriseringen

Der er det serlige ved parametriseringen af modellen under H at den ikke er injektiv.
At en parametrisering er injektiv betyder at forskellige parametersaet giver forskellige
udgaver af modellen.

De 10 parametre a;, a3, a3, &4, &5, &g, B1, B2, $3, B4 indgér udelukkende i modellen
via produkterne a;f3;. Antag nu at to parametersaet (e, a2, a3, A4, &s, &, P15 B2, B35 fa)
og (af o, a3, o), a2, 08, 1> B3, B3> Bi ) giver anledning til de samme produkter, dvs.
antag at

aifj = a;p; (13.1)
for alle i og j. Sa gaelder ogsa
aifa; = Bj/P; (13.2)

for alle i og j. Da hejresiden af formel (13.2) ikke involverer i, sa kan venstresiden
heller ikke afheenge af i, det vil sige der findes en konstant ¢ siledes at «;/a; = ¢ og
dermed o] = a;/c for alle i. Videre er f7/B; = ai/a] = c, det vil sige f; = c; for alle j.
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Parameterseettet (o), o), a3, ay, oz, g, By, B3> B3, B4 ) ma altsd nedvendigvis veere af
formen
(af,05, a3, a5, a5, a6, By B2 B35 Bi)

= (ﬂ,%,%,%,%,%,cﬁl,cﬁz,c[ﬁ,c[ﬁ) (13.3)
hvor ¢ er en positiv konstant. Omvendt gaelder ogsa at hvis det stjernede parametersaet er
defineret ved formel (13.3), sa vil formel (13.1) veere opfyldt. Hermed har vi faet klarlagt
dels at parametriseringen ikke er injektiv, dels hvilke parameterset der giver den samme
model.

De 10 parametre skal palaegges ét band for at fa en injektiv parametrisering. Et sadant
band kan vere at a; = 1, eller at &y + ap + --- + ag = 1, eller at iy ... ag = 1, eller det
tilsvarende for f3, osv.

I det aktuelle eksempel vil vi benytte betingelsen f3; = 1, dvs. vi definerer at paramete-
ren for Fredericia skal veere lig 1. Med denne betingelse er parametriseringen injektiv, for
hvis bade f; og B; = ¢ skal veere 1, sa ma ¢ nodvendigvis veere lig 1. Samtidig noterer vi
at der er 10 — 1 = 9 forskellige parametre at estimere.

13.3 Den multiplikative model

I den multiplikative model lader det sig ikke gore at opskrive simple udtryk for estima-
terne, man er henvist til at benytte numeriske metoder for at bestemme talvaerdierne i
de konkrete tilfeelde. En computer med noget ordentligt statistikprogrammel vil uden
videre kunne levere de onskede vaerdier.

Parametersaettet (o, oz, a3, a4, a5, A6, B1, B2, B3, f4) (hvor By = 1) skal ifelge de saed-
vanlige principper bestemmes sa det maksimaliserer likelihoodfunktionen. I grundmo-
dellen er likelihoodfunktionen

AI l yij 6 4
L= H H ( ]r] exp(~Ayjrij) = konstant - [TTT A7} exp(-2yjrsj).

i=1 j=1 l] i=1 j=1

Nar vi her erstatter A;; med «;f;, far vi likelihoodfunktionen Lo under Hy:

6 4
Ly = konstant - H H oc?’ij/};ij exp(—aifjrij)

i<1 j=1
= konstant - (é ociy"')(}j /3;1) €XP( ZZ: é"‘iﬁjrii)'

Den tilsvarende log-likelihoodfunktion In L, er

6 4 6 4
In Ly = konstant + (Zy,-. In oc,-) + (Z V. lnﬁj) Z Z aifirij.
i=1 =1

i=1 j=1
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~ N~~~ o~

maksimaliserer Ly. Denne opgave lader sig ikke lose sadan lige uden Vldere, i praksis vil
statistikeren benytte sig af et computerprogram der kan analysere generaliserede linecere
modeller, idet den multiplikative poissonmodel er et specialtilfeelde heraf.

Med programmet R far man (jf. afsnit 13.8)

@ =0004 Bi=1

@ =0011  B,=0.719
@ =0.016  B3=0.690
@ =0021  By=0.762

@s = 0.023
@s = 0.015

Efter at have bestemt de bedste estimater over a-erne og f3-erne skal vi beskeeftige os
med hvor god en beskrivelse de faktisk giver af datamaterialet.

Formelt bestar opgaven i at feste multiplikativitetshypotesen Hy, og dette gores som
seedvanlig med et kvotienttest: Man udregner —21n Q hvor

~ N~~~ o~

Q=

L(/\u,)tu, . A63)A64)

Sma verdier af Q eller store veerdier af —21n Q er signifikante, dvs. de tyder pa at Hy ikke
giver en tilstrackkelig god beskrivelse af data. For at afgere om —21In Qs er signifikant
stor, skal vi se pa testsandsynligheden ¢, altsa sandsynligheden for at fa en veerre -21n Q-
veerdi forudsat at H er rigtig:

e =Po(-2InQ > —21In Qqps ).

Nar Hy er rigtig, er —2In Q med god tilneermelse y*-fordelt med f = 24 - 9 =
frihedsgrader (forudsat at de forventede antal alle er mindst fem). Det betyder at tests-
andsynligheden kan bestemmes som ¢ = P( X% > —21n Qqps ). Efter en del omskrivninger
finder man at

6 4 y;
—21nQ=ZZZy,]1n U

i=1 j=1 yl]

Man kan udregne de forventede antal lungekrzfttilfeelde y;; = 621'/’3\]-1',» j 1 hver enkelt by og
aldersklasse (tabel 13.3). Det kan maske ogsa veere interessant at udregne de estimerede
alders- og by-specifikke lungekraeftintensiteter ?x‘,-ﬁj (tabel 13.4).

Indseettes tallene fra tabel 13.1 og tabel 13.3 i udtrykket for —2In Q, far man at
—21In Qqups = 23.45. 1 y*-fordelingen med f = 24 — 9 = 15 frihedsgrader er 90%-fraktilen



184 Multiplikative poissonmodeller

Tabel 13.3 De forventede antal y;; af lungekrzfttilfeelde under den multiplikative poissonmodel.

aldersklasse  Fredericia Horsens Kolding — Vejle ialt

40-54 11.01 7.45 7.80 6.91 33.17
55-59 8.64 8.41 7.82 7.23 32.10
60-64 11.64 10.88 10.13 10.48 43.13
65-69 12.20 12.59 10.17 10.10 45.06
70-74 11.66 10.44 8.45 9.41 39.96

75+ 8.95 8.32 6.73 6.98 30.98

ialt 64.10 58.09 51.10 51.11 224.40

22.3 og 95%-fraktilen 25.0. Den opnaede vaerdi —21n Qs = 23.45 svarer altsa til en
testsandsynlighed ¢ pa mellem 5% og 10%, og der er dermed ikke alvorlig evidens imod
modellens brugbarhed. Vi tillader os at gi ud fra at modellen faktisk er anvendelig, dvs.
lungekreeftrisikoen afheenger multiplikativt af by og alder.

Hermed er vi naet frem til en statistisk model der beskriver data ved hjzlp af nogle by-
parametre og nogle alders-parametre, men uden parametre svarende til en vekselvirkning
mellem by og alder. Det betyder at den forskel der er mellem byerne, er den samme for
alle aldersklasser, og at den forskel der er mellem aldersklasserne, er den samme i alle
byer. Nar vi skal sammenligne byerne, kan vi derfor gore det ved udelukkende at betragte
B-erne.

13.4 Ens byer?

Det hele gar ud pa at vurdere om der er signifikant forskel pa byerne. Hvis der ikke er
nogen forskel, s ma byparametrene vere ens, dvs. ; = 2 = /3 = f4,0gda ff; =1, ma
den feelles veerdi veere 1. Derfor vil vi teste den statistiske hypotese

Hi:pi=Br=Bs=ps=1

Hypotesen skal testes i forhold til den aktuelle grundmodel Hy, sa teststorrelsen bliver

~ e~ N~~~ o~
N~ N NN ==

Q= ———
hvor Li(ay, a3, ..., a6) = Lo(ay, a2, ..., a6, 1,1,1,1) er likelihoodfunktionen under Hj,
og ?x':l, ﬁz, ... ,56 er estimaterne over oy, &y, . . ., & under Hy, dvs. a, ?x’:z, .. ,56 maksi-
maliserer L.

Funktionen L; kan omskrives til et produkt af seks funktioner, hver med sit a:
6 6
Li(ay, a0, ..., a6) = konstant- [ [ [ | (xf” exp(-a;rij) = konstant- [ [ a}” exp(-a;rs.) .
i=1

i=1 j=1 i=1
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Tabel 13.4 Estimerede alders- og byspecifikke lungekraftintensiteter i perioden 1986-71 under
den multiplikative poissonmodel. Vaerdierne er antal pr. 1000 indbyggere pr. 4 ar.

aldersklasse  Fredericia Horsens Kolding  Vejle

40-54 3.6 2.6 2.5 2.7
55-59 10.8 7.8 7.5 8.2
60-64 16.4 11.8 11.3 12.5
65-69 21.0 15.1 14.5 16.0
70-74 22.9 16.5 15.8 17.4

75+ 14.8 10.6 10.2 11.3

Maksimaliseringsestimatet findes derfor til ﬁi = )ri Talveerdierne bliver
:
&1 = 33/11600 = 0.0028
@, = 32/3811 =0.0084
@; = 43/3367 =0.0128
%y = 45/2748 =0.0164
@5 = 40/2217 =0.0180
@6 = 31/2665 =0.0116.

Kvotientteststorrelsen er

_~ e~ N~~~ o~
_ N NN ==

~ e~ o~~~ o~

i=1 j=1

1}( 1/31) exp( 0‘1/3]”11)

\<

12" -eo(- S35+ 3 57)

j=1 Yij i=1 j=1 i=1 j=1

hvor j’\ij = Bc\l-[of’\jrij (som hidtil), og ?ij = ;X/:,'Ti]'.

6 4 6 4 6 4 6 4 yij yii
ZZ j=22yij,€rQ=HH( ) og dermed
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1"JYij
6 4 j,‘
—21nQ:ZZZyijln2—U.
i=1 j=1 Yij

Store vardier af —21n Q er signifikante. Man skal sammenholde —21n Q med y?-forde-
lingen med f = 9 — 6 = 3 frihedsgrader.
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Tabel 13.5 De forventede antal 3; ; af lungekreefttilfelde under antagelsen om at der ikke er
forskel pa byerne.

aldersklasse  Fredericia Horsens Kolding  Vejle ialt

40-54 8.70 8.19 8.94 7.17 33.00
55-59 6.72 9.10 8.82 7.38 32.02
60-64 9.09 11.81 11.46 10.74 43.10
65-69 9.53 13.68 11.51 10.35 45.07
70-74 9.16 11.41 9.63 9.70 39.90

75+ 7.02 9.07 7.64 7.18 3091

ialt 50.22 63.26 58.00 52.52 224.00

De forventede tal er vist i tabel 13.5. Indsaettes vaerdierne fra tabel 13.1, tabel 13.3 og
tabel 13.5 i udtrykket for ~21n Q, fas —21n Qqps = 4.86.1 y*-fordelingen med f = 9-6 = 3
frihedsgrader er 80%-fraktilen 4.64 og 90%-fraktilen 6.25, saledes at testsandsynligheden
¢ er naesten 20%. De foreliggende observationer er altsa fint forenelige med hypotesen
H, om at der ikke er nogen forskel pa byerne. Sagt pa en anden made, der er ikke nogen
signifikant forskel pa byerne.

13.5 En anden mulighed

Det er sjeeldent tilfeldet at der er én bestemt méade at undersege en praktisk problemstil-
ling pa ved hjalp af en statistisk model og en statistisk hypotese. Det aktuelle sporgsmal
om der er en oget risiko for lungekraeft ved at bo i Fredericia, blev i forrige afsnit belyst
ved at vi testede hypotesen H; om ens byparametre. Det viste sig at H; kunne accepteres,
og man kan saledes sige at der ikke er nogen signifikant forskel pa de fire byer.

Nu kan man imidlertid angribe problemet pa en anden made. Man kan sige at det
hele drejer sig om at vurdere om det er farligere at bo i Fredericia end i en af de tre ovrige
byer. Dermed er det indirekte forudsat at de tre gvrige byer er stort set ens, hvilket man
maske burde teste. Man kunne derfor anleegge folgende strategi for formulering og test
af hypoteser:

1. Vi gar stadig ud fra den multiplikative poissonmodel Hy som grundmodel.

2. Forst undersoges om det kan antages at de tre byer Horsens, Kolding og Vejle er
ens, dvs. vi vil teste hypotesen

Hy:Br=P3=p4.

3. Hvis H, bliver accepteret, er der et felles niveau 8 for de tre »kontrolbyer«. Vi kan
derefter ssmmenligne Fredericia med dette feelles niveau ved at teste om f; = .
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Da f3; pr. definition er lig 1, er den hypotese der skal testes,

H3Zﬂ:1.

Vi skal altsa forst teste hypotesen H; : 8, = f3 = 4 om ens kontrolbyer i forhold til den
multiplikative model Hy. Det gores ved at udregne —21n Q, hvor

Ly(@, @, ..., %, p)
— — — —~ —~
Lo(alra2>~~~)a6)1)/32)ﬂ3>ﬁ4)

Ly(ay, az, ... a6, 8) = Lo(a1, a2, ... a6, 1, 3, B, B) er likelihoodfunktionen under Hy,
0g &, &, . . . , Ag, 5 er maksimaliseringsestimaterne under H,. Nar H, er rigtig, er —21n Q
med god tilnermelse y*-fordelt med f = 9 — 7 = 2 frihedsgrader.

Modellen H, svarer til en multiplikativ poissonmodel med to byer (nemlig Fredericia
og resten) og seks aldersklasser, og der er derfor ingen principielt nye problemer forbundet
med at estimere parametrene under H,. Man finder

Q-=

@ =0004 pi=1
@=0011 B =0.722

@ =0.016
@y =0.021
@s = 0.023
@ = 0.015

Endvidere bliver

6 4 Vi
—21nQ=ZZZy,]ln !
i=1 j=1 yl]

hvor y;; = Bc\,-[_»”\jrij, se tabel 13.3, og

Yii=«&irj

yij=aiprij j=2,3,4.

De forventede antal y;; ses i tabel 13.6. Nar man indsztter verdierne fra tabel 13.1,
tabel 13.3 og tabel 13.6 i det netop fundne udtryk for -21n Q, fas —21n Qgps = 0.253 der
skal sammenholdes med y?-fordelingen med f = 97 = 2 frihedsgrader. I y*-fordelingen
med f = 2 frihedsgrader er 20%-fraktilen 0.446, sa testsandsynligheden er altsa godt
80%, og det betyder at H, er udmaerket forenelig med de foreliggende data. Vi kan altsa
udmeerket tillade os at gé ud fra at der ikke signifikant forskel pa de tre byer.

Herefter kan vi ga over til at teste H3 om at de fire byer er ens, hvorimod de seks
aldersgrupper tillades at vaere forskellige. Under forudsetning af H, er H3 identisk med
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Tabel 13.6 De forventede antal y;; af lungekreefttilfeelde under H,.

aldersklasse  Fredericia Horsens Kolding — Vejle ialt

40-54 10.95 7.44 8.12 6.51 33.02
55-59 8.64 8.44 8.19 6.85 32.12
60-64 11.64 10.93 10.60 9.93 43.10
65-69 12.20 12.65 10.64 9.57 45.06
70-74 11.71 10.53 8.88 8.95 40.07

75+ 8.95 8.36 7.04 6.61 30.96

ialt 64.09 58.35 53.47 48.42 224.33

hypotesen H; fra tidligere, sa estimaterne over aldersparametrene er E, 52, ... ,?x’:(, fra

side 185.
I denne omgang skal vi teste H3 (= H;) i forhold til den nu gaeldende grundmodel
H,. Teststarrelsen er —21n Q hvor

0= L(@, ..., %)  Lo(@,&,...,%:1,1,1,1)

Lz(%)az,---,aa,ig) Lo(&haz,---,a&l,,g,ﬁ,ﬁ)

der let omformes til

sa at

6 4 y
-2InQ = ZZZyijln 3%]
i=1 j=1 Yij
Store veerdier af —21n Q er signifikante. Nar Hj er rigtig, er —21n Q med god tilnermelse
y*-fordelt med f =7 — 6 = 1 frihedsgrad (forudsat at de indgaende forventede antal er
mindst fem).

Ved at indszette veerdierne fra tabel 13.1, tabel 13.5 og tabel 13.6 i det seneste udtryk
for —21In Q fas —21n Qps = 4.61 der med 1 frihedsgrad svarer til en testsandsynlighed
pa lidt over 3%. Pa det grundlag vil man almindeligvis forkaste hypotesen Hj (= H;).
Konklusionen bliver altséa at der ikke er signifikant forskel pa lungekreefthyppigheden i
de tre byer Horsens, Kolding og Vejle, hvorimod Fredericia har en signifikant anderledes
lungekreefthyppighed.

Den relative lungekraefthyppighed i de tre ens byer i forhold til Fredericia estimeres
til § = 0.7, sa lungekreefthyppigheden i Fredericia er altsa signifikant storre.

Se det var jo en pan og klar konklusion, der blot er stik modsat den vi naede frem til
pa side 186!
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Tabel 13.7 Oversigt over de to fremgangsméder.

Forste fremgangsmaéde

Model/Hypotese -2InQ f €
M: vilkirlige parametre B 0
H: multiplikativitet 2345 24-9=15 c.7.5%
M: multiplikativitet 486 9-6-3  ca 18%
H: fire ens byer

Anden fremgangsméde

Model/Hypotese -2InQ f €
M: vilkérlige parametre _ o
H: multiplikativitet 2345 24-9=15 ca.7.5%
M: multiplikativitet _ 0
H: de tre byer ens 025 9-7=2  ca.88%
M: de tre byer ens B 0
H: de fire byer ens 46l 7-6=1 ca. 3%

13.6 Sammenligning af de to fremgangsmader

Vi har benyttet to forskellige fremgangsmader der kun var en smule forskellige, men gav
helt forskellige resultater. De to fremgangsmader er begge opbygget over folgende skema:

1. Find en passende grundmodel.

2. Formuler en hypotese der giver en forsimpling af den aktuelle grundmodel.

3. Test hypotesen i forhold til den aktuelle grundmodel.

4. a) Hvis hypotesen accepteres, sa har vi derved faet en ny aktuel grundmodel
(nemlig den gamle med de simplifikationer som den accepterede hypotese

giver).
Fortsaet da med punkt 2

b) Hvis hypotesen forkastes, s& slut. Data beskrives da ved den senest anvendte

grundmodel.

Begge fremgangsmader tog udgangspunkt i den samme poissonmodel, de adskiller sig
udelukkende ved valgene af hypoteser i punkt 2; tabel 13.7 giver en oversigt over de to

fremgangsmader.

I den forste fremgangsmade tages skridtet fra den multiplikative model til »fire
ens« pa én gang, hvilket giver en teststorrelse pa 4.86, som, da den kan fordeles pa 3

frihedsgrader, ikke er signifikant. I den anden fremgangsmade spalter vi op i

1. multiplikativitet — »tre ens«, og

2. »tre ens« — »fire ens«,
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og det viser sig sa at de 4.86 med 3 frihedsgrader spaltes op i 0.25 med 2 frihedsgrader
og 4.61 med 1 frihedsgrad, og her er det sidste bidrag signifikant. - Det kan undertiden
vaere hensigtsmaessigt at foretage en sadan trinvis testning. Man ber dog ikke straebe efter
at spalte op i s& mange tests som muligt, men kun teste hypoteser der er rimelige i den
foreliggende faglige sammenhzeng.

13.7 Om teststorrelser

Leaeseren vil maske have bemaerket visse feelles treek ved de —21n Q-udtryk der forekom-
mer i dette kapitel. De er alle af formen

_ 1. Modellens forventede antal
~2lnQ=2 Z obs.antal - In Hypotesens forventede antal

og er (tilneermelsesvis) y>-fordelt med et antal frihedsgrader som er »det reelle antal
parametre under modellen« minus »det reelle antal parametre under hypotesen«. Dette
gaelder faktisk helt generelt nar man tester hypoteser om poissonfordelte observationer
(forudsat at summen af de forventede antal er lig summen af de observerede antal, og
forudsat at de forventede antal alle er mindst 5).

13.8 Regn og tegn

Her vises hvordan man kan foretage de forskellige beregninger med computerprogram-
met R, iseer funktionen glm der benyttes til generaliserede linezere modeller. Af forskellige
praktiske grunde er det hensigtsmaessigt at omparametrisere den multiplikative poisson-
model til en sdkaldt log-lineser model idet man skriver

InEY;j = In(a;Bjrij) =Ina; +InB; +Inr;;

og benytter In a;-erne og In 3;-erne som parametre. Funktionen glm udregner In @;-erne
og In 3j-erne.

Data indleeses fra en fil frcia.dat. De forste 10 linjer af filen ser sadan ud:

y r Alder By

11 3059 40-54 Fredericia
11 800 55-59 Fredericia
11 710 60-64 Fredericia
10 581 65-69 Fredericia
11 509 70-74 Fredericia
10 605 75+ Fredericia
13 2879 40-54 Horsens

6 1083 55-59 Horsens

15 923 60-64 Horsens



13.8 Regn og tegn 191

Her kommer selve R-kommandoerne:

# Indlces data til datastrukturen Frcia:
Frcia <- read.table("frcia.dat", nrows=25, header=TRUE)

# Tallene til tabel 13.1

# Funktionen xtabs (krydstabulering) fremstiller en kontingenstabel ved at
# krydsklassificere efter forskellige faktorer. Man bruger en modelformel til
# at angive hvordan det skal foregd. Her far vi veerdierne af y stillet op

# i et tosidet skema hvor raekkerne svarer til de forskellige veerdier af Alder,
# og sojlerne svarer til de forskellige veerdier af By:

obs <- xtabs( y ~ Alder + By, data=Frcia)

obs # indmaden af tabellen

rowSums (obs) # reekkesummerne

colSums (obs) # sejlesummerne

sum(obs) # totalsummen

# det samme med tabel 13.2
antal <- xtabs( r ~ Alder + By, data=Frcia)
antal; rowSums(antal); colSums(antal); sum(antal)

# Vedr. afsnit 13.3, Den multiplikative model

# Man estimerer i en log-linecer model med glm med family=poisson,

# sd vi skal parametrisere modellen med In(y) i stedet for med p.

#Dap;j = a;fjrij, bliverInu;; = Ina; +Inf; +Inr;; hvor Inr;; er en kendt konstant,
# en offset-veerdi, ogIn a; ogIn f; er de parametre der skal estimeres.

# Det gores pd folgende mdde (hvor 0+ i modelformlen sorger for at der estimeres

# separate gruppeparametre i stedet for et feelles niveau og afvigelser herfra);

# bemeerk at parameteren horende til forste niveau af sidste forklarende variabel

# automatisk bliver sat til 0, dvs. parameteren horende til Fredericia bliver sat til 0

# (pa den logaritmiske skala):

HO <- glm( y ~ O+Alder+By,offset=log(r),family=poisson,data=Frcia)
HO # resumé af resultatet af glm

HO$deviance #-2InQ
HO$df .res # antal frihedsgrader
1 - pchisq(HO$deviance, HO$df.res) #den tilsv. testsandsynlighed

# Koefficienterne (dvs. @-erne og B-erne):
round (exp (HO$coef) , digits=3) # skrives med 3 cifre efter kommaet

# glm returnerer de forventede veerdier (tabel 13.3) y;; i HO$fitted.

# Vi stiller dem op i et skema af samme slags som de obs. antal og afrunder til én decimal:
TO <- round(xtabs(HO$fitted ~ Alder+By , data=Frcia), digits=1)

# udskriv skemaet samt raekkesummer, sojlesummer og totalsum:

TO; rowSums(TO); colSums(TO); sum(TO)
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# de estimerede intensiteter (tabel 13.4)
round (xtabs (HO$fitted*1000/r ~ Alder+By , data=Frcia), digits=1)

# Vedr. afsnit 13.4, Ens byer?

# vi opdaterer modellen HO sd den kun indeholder variablen Alder:
H1 <- update(HO, . ~ O + Alder)

# og udskriver de estimerede alders-parametre:

round (exp(H1$coef), digits=3)

# Sa kan vi udregne —2InQ for H1 mod HO:

anova(H1, HO)

# i udskriften afleeses at —2InQ (kaldet Deviance) er 4.859 med 3 frihedsgr,
# sd testsandsynligheden er

1 - pchisq(4.859, 3)

# de forventede veerdier (tabel 13.5)
T1 <- round(xtabs(Hi$fitted ~ Alder+By , data=Frcia), digits=1)
T1; rowSums(T1); colSums(T1); sum(T1)

# Vedr. afsnit 13.5, En anden mulighed

# Nu ser vi pd den model hvor de tre byer slds sammen til en kontrolby.

# Vi definerer en ny faktor isFr der forteeller om byen er Fredericia eller Kontrol:

Frcia$isFr <- factor(ifelse(Frcia$By == "Fredericia",
"Fredericia", "Kontrol"))

# sd kan vi estimere i den nye model (som er en delmodel af HO)

H2 <- update(HO, . ~ O + Alder + isFr)

# de estimerede koefficienter er

round (exp (H2$coef), digits=3)

# udregn —21nQ for H2 mod HO:

anova(H2, HO)

# i udskriften afleeses at —2InQ er 0.2526 med 2 frihedsgr, sd testsandsynligheden er
1 - pchisq(0.2526, 2)

# de forventede veerdier (tabel 13.6)
T2 <- round(xtabs(H2$fitted ~ Alder+By , data=Frcia), digits=1)
T2; rowSums(T2); colSums(T2); sum(T2)

# endelig testes hypotesen om ens byer i forhold til H2:

H3 <- update(H2, . ~ O + Alder)
round (exp (H3$coef), digits=3) # estimaterne
anova(H3, H2) #giver en —2InQ pd 4.6065 med I frihedsgr.
1 - pchisq(4.6065, 1)
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MULTINOMIALFORDELINGEN ER EN GENERALISATION af binomialfordelingen: I situationer
hvor man har et antal gentagelser af et elementarforsog der kan resultere i et af fo mulige
udfald, vil antallet af gange man far den ene slags udfald, blive binomialfordelt; i situationer
hvor man har et antal gentagelser af et elementarforseg der kan resultere i et af r mulige
udfald, vil man et vist antal gange, y;, fa det forste udfald, et vist antal gange, y,, det
andet udfald, ..., og et vist antal gange, y,, det r-te udfald; talseettet (yy, y2, ..., y,) bliver
multinomialfordelt.

Eksempel 14.1

En simpel form for politisk meningsmalingsundersggelse kunne besta i at man tilfeeldigt udveelger
n personer og sperger dem hvilket af de r politiske partier de ville stemme pa hvis der var
folketingsvalg i morgen.

Her bestar elementarforseget i at sperge én person og notere den pageldendes svar ned. Den
samlede underspgelse resulterer i at et vist antal y; svarer det forste parti, et vist antal y, svarer
det andet parti, ..., og et vist antal y, svarer det r-te parti. Da der i alt er spurgt n personer, vil
der geelde at y; + y, +--- + ¥, = n, forudsat at alle de adspurgte faktisk svarer. - Lad os sige at der
er fire partier, Py, P,, P; og P4. Hvis man sperger 115 personer vil det méske vise sig at de 14 vil
stemme pé det forste parti, 45 pd det andet, 32 pa det tredje og 24 pa det fjerde. I den situation er
r=4,n=115 y1 =14, y, =45, y3 =32 0g y4 = 24.

Den multinomialfordelingsmodel vi i det folgende diskuterer, svarer til at nar man vaelger en
tilfeeldig person, sa vil denne med en vis sandsynlighed p; svare parti nr. 1, med en vis sandsynlig-
hed p, svare parti nr. 2, ..., og med en vis sandsynlighed p, svare parti nr. r. Da vi forudseetter at
alle adspurgte giver et af de r mulige svar, er p; + po +---+ p, =1

14.1 Den grundlaeggende multinomialfordelingsmodel

Antag at vi har klassificeret n individer i r klasser; i den generelle diskussion kaldes
klasserne Aj, A, ..., A,, i en konkret modelsituation har de ofte nogle mere sigende
betegnelser. Skematisk er situationen som vist i figur 14.1.

Vi gér ud fra at de n individer stammer fra en og samme »populationg, siledes at
hver gang man tilfeeldigt udvalger et individ, er der sandsynligheden p; for at individet
tilhorer klassen A, sandsynligheden p, for at individet tilhorer klassen A,, osv. Sandsyn-
lighederne pi, p», ..., p,r (der summerer til 1) er ukendte parametre der er karakteristiske
for populationen.

193



194 Multinomialfordelingen

klasse-  klasse- observeret
nummer  navn antal
1 Al }’1
A, Y2
3 A 3 )/3
r A, Vr
antal i alt n

Figur 14.1 Multinomialfordelingssituationen, skematisk.

Hermed har vi beskrevet den statistiske model for ét individ. Nar der er et storre
antal individer, plejer man ikke at angive hvilken klasse hvert enkelt individ viser sig at
tilhere, man nejes med at angive hvor mange individer der er i hver klasse, dvs. man
angiver de observerede verdier af de stokastiske variable Y, Y>, ..., Y, defineret som
Y; = antal individer der viser sig at tilhere klassen A;, i =1,2,...,7.

Den statistiske model vi skal na frem til, skal specificere sandsynlighedsfordelingen
for seettet (Y1, Yz, ..., ;) af stokastiske variable, eller sagt pa en anden made, modellen
skal angive P(Y; = y1, Y2 = y2,..., Y, = y,) som funktion af (y1, y2,..., yr).

Hvis der kun er fo klasser, er der tale om et binomialfordelingsproblem. For at lose
det generelle problem med r klasser gar vi frem pé en made der er sterkt inspireret af
udledningen af binomialfordelingen i begyndelsen af kapitel 1.

Vi indferer nogle hjelpevariable Xj, X, ..., X, saledes at X; betegner navnet pa
den klasse som individ nr. d tilherer, dvs. X; = A; hvis og kun hvis individ nr. d tilhorer
klassen A;. Der geelder sd at P(X; = A;) = p;. Da individerne teenkes valgt uafheengigt
af hverandre, ma de forskellige X ;-er vaere stokastisk uathaengige, saledes at f.eks.

P(Xd1 = Aidez = Aiz) = pPi Pi, hvis d1 * dz.

Hvis vi har » klassenavne xj, X, . . ., x,, og hvis det er sadan at y; af x-erne er et A;, y,
af x-erne er et A, y; af x-erne er et As, ... og y, af x-erne er et A,, sd er

P(X1 = xl,Xz =X25... ,Xn = Xn) = P(X1 = Xl) P(Xz = Xz) et P(Xn = Xn)
=Py
Ved at summere disse sandsynligheder over alle mulige n-tupler (x;, x2, ..., X, ) bestden-
de af y; Aj-er, y, As-er, ..., yr A,-er, far vi

P(leyl,Yzzyz,...,Yr:yr)=ZP(X1=X1,X2=X2,...,XH=xn)
=y p'py.py
= (X0)-plpy.
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hvor summationstegnet hver gang betyder summation over de n-tupler (x;, x2, ..., Xy)
som bestar af y; A;-er, y, A,-er osv. Summen ). 1 er derfor antallet af forskellige sadanne
” yZ"_” }’r) der
kaldes en multinomialkoefficient (eller polynomialkoefficient). Den fundne sandsynlig-

hedsfunktion

n-tupler (x1, x2, ..., X, ); dette antal plejer man at betegne med symbolet (

P(Yi=yYa=yo.., Y, =y,) = (ym yr)Pflp?---Pf’
er sandsynlighedsfunktionen for en multinomialfordeling (eller polynomialfordeling) med
b1
parametre n og p = P:z .
pr

Multinomialkoeflicienter

DEeFINITION 14.1:  MULTINOMIALKOEFFICIENT

Multinomialkoefficienten (y1 yzn... yr) betegner antallet af forskellige mdader hvorpd man
kan placere r symboler Ay, A, ..., A, pd n pladser sdledes at symbolet A, kommer pd y,
af pladserne, symbolet A, kommer pd y, af pladserne, ..., symbolet A, kommer pd y, af
pladserne.

Man kan let udlede formler der gor det muligt at udregne multinomialkoefficienter. Vi

illustrerer fremgangsmaden med et eksempel hvor vi udregner (2 ; 2)

1. Det sogte tal er pr. definition antallet af placeringer af symbolerne A;, A; og A3

pé syv pladser saledes at to af pladserne far et A, tre af pladserne et A, og to af
pladserne et As. — En mulig placering er A;, A3, A1, Az, Aj, Ay, As.

2. Vi kan bestemme en placering ved forst at bestemme hvilke to pladser der skal
have et A;, dernzest hvilke tre pladser der skal have et A;, og sa endelig placere et
A3 pa de to tiloversblevne pladser.

a) Der er (;) = 21 forskellige placeringer af de to A;-er (jf. definitionen af
binomialkoefficienter pa side 12).

b) Hver gang vi har placeret de to A;-er, er der fem pladser tilbage, og pa de
fem pladser skal vi fordele tre A,-er og to Asz-er; dette kan gores pa (g) =10
forskellige mader. Hver gang vi har en af de (Z) placeringer af A;, er der altsa
(g) placeringer af A, og A3.

3. Talt er der derfor (Z) : (g) forskellige placeringer af A-erne sa

(222):(2)'@):21'10:210-
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4. Ved at benytte formlen (Z) = #l—k)' (jt. (1.5) side 15) far vi

( 7 )_(7) (5)_ 7050 7
232) \2) \3) 2151 3121 213120

Et generelt udtryk for multinomialkoefficienter fas pa ganske tilsvarende made: Man

skal placere y; Aj-er, y, Az-er, ..., 0g y, A,-er pa n pladser (n = y1 + y2 + -+ + ;).
Forst kan A;-erne placeres pa (y"l) forskellige mader; dernzest kan A,-erne placeres pa
de resterende n — y; pladser pa (”)—/2}’ 1) forskellige mader; dernzest kan Asz-erne placeres

pé de resterende n — y; — y; pladser pa (””;;y 2) méder, osv. Slutresultatet bliver at

( n )_ n!
YiY2 oo Vr yilyal ooyl
nar y1+ y2+---+y, =n.

DEFINITION 14.2: MULTINOMIALFORDELING

At den r-dimensionale stokastiske variabel (Y1, Ya, ..., Y,) er multinomialfordelt med
b1
antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p = p > |, betyder at
pr
P(Yi=ynY2=y0....Y, =y, =( )py‘p”...p{’ (14.1)
( )=y, ) 01

nar yi, y2, . .. yr er ikke-negative heltal med sum n.

Estimation af parametrene

Modelfunktionen er givet ved formel (14.1), og likelihoodfunktionen er dermed L(p) =
konstant - p' 3> ... pJ". Spergsmélet er hvordan man estimerer parameteren p.

De almene principper for analyse af statistiske modeller pabyder at estimere p ved det
r-dimensionale talset p der maksimaliserer likelihoodfunktionen. Likelihoodfunktionen
er en funktion af p, dvs. af de r variable py, p,, ..., pr; disse kan ikke variere frit, men
opfylder bibetingelserne p; > 0, p» >0,..., p, >0,08 p1+ p2+---+ p, =1.

I specialtilfeeldet = 3 kan vi anskueliggore mulighedsomradet, dvs. mangden af
p-er der opfylder bibetingelserne, som et trekantet omrade, det sakaldte sandsynligheds-
simplex, i det tredimensionale rum, se figur 14.2.

P

Opgaven er at bestemme det punkt p = p ?| som ligger i mulighedsomradet, og hvor

pr

likelihoodfunktionen L antager sin storste vaerdi. I matematikken diskuteres generelle
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AP2

b3

Figur 14.2 Sandsynlighedssimplexet i det tredimensionale rum.

metode til bestemmelse af maksimumspunkter for funktioner af mange variable, men
disse metoder skal vi ikke komme ind pa her. Derimod vil vi lose det specielle problem
der vedrerer multinomialfordelingen. Dertil skal vi bruge folgende

SATNING 14.1
Lad ay, a, . . ., a, veere givne ikke-negative tal, og betragt funktionen

fi(pupose-ospr) — pyps ... Py

defineret pd meaengden af ikke-negative talseet (p1, pa, . .., pr) der summerer til 1. Denne
funktion har et entydigt maksimumspunkt, nemlig (py, P2, . .., pr) hvor p; = a;fa., i =
L2,...,r,0oga.=a;+az+---+a.

Bevis
Vi vil sammenligne funktionsveerdierne f(pi, p2,...,pr) 0og f(P1, P2 ..., pr) ved at
se pa storrelsen In }% som er negativ hvis og kun hvis f(p1, p2,...,pr) <

f(p1. P2+ Pr)-

Almindelige omskrivninger giver at In Lproparopr)

F(P1p2sePr)

r
=>a;ln %. Dernaest benyttes en
i=1 i
egenskab ved logaritmefunktionen, nemligatln ¢ < t—1for alle f > 0, og med lighedstegn

hvis og kun hvis ¢ = 1. Derfor er
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Tabel 14.1 Genotypefordeling af torsk fra tre lokaliteter i Ostersgen.

lokalitet

genotype Lolland Bornholm Alandsoerne

AA 27 14 0
Aa 30 20 5
aa 12 52 75

ialt 69 86 80

med lighedstegn hvis og kun hvis alle tallene p;/p; er lig 1, dvs. hvis og kun hvis p; = p;
for alle i. O

Anvendt pa funktionen (p1, pa, ..., p,) = pl' py’ ... p) forteller seetningen at likeli-

n oy &)

hoodfunktionen L antager sit maksimum i det entydigt bestemte punkt (7, 2%, ..., ).

Derfor er maksimaliseringsestimatet p for p givet ved

n y/n
p-| ]|
fr )’r/”

Parameteren p;, der jo er sandsynligheden for at et individ tilherer klassen A;, skal altsa
estimeres ved den relative hyppighed y;/n af A;-individer i stikproven.

14.2 Sammenligning af multinomialfordelinger

Man har undertiden brug for at kunne sammenligne forskellige multinomialfordelinger
for at afgere om de har samme sandsynlighedsparameter. Her er et eksempel; det vil
blive analyseret mere indgaende i kapitel 16:

Eksempel 14.2 (Torsk i Ostersoen)
Den 6. marts 1961 fangede nogle havbiologer 69 torsk ved Lolland og undersegte arten af blodets
hamoglobin i hver enkelt torsk. Senere pé dret fangede man ogsa nogle torsk ved Bornholm og
ved Alandseerne og bestemte deres genotype. (Sick [20])

Man mener at heemoglobin-arten bestemmes af ét enkelt gen, og det som biologerne bestemte,
var torskenes genotype for sa vidt angér dette gen. Genet kan optreaede i to udgaver som vi kalder A
og a, og de mulige genotyper er da AA, Aa og aa. Den fundne genotypefordeling pa hver lokalitet
ses i tabel 14.1. I dette afsnit vil vi udelukkende opfatte symbolerne AA, Aa og aa som navne pa
klasser man klassificerer torskene i. I kapitel 16 vil vi smugle lidt genetik ind i en mere udbygget
statistisk model for tallene.

P4 hver geografisk lokalitet er der sket det at man har klassificeret et antal torsk i tre mulige
klasser, sa derfor kan man sige at der pa hver lokalitet er tale om en multinomialfordelingssituation
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gruppe nr.
klasse 1 2 3 ... s
Al yn o yiz yi3o-e Yis
Ay yu Yy Y3 .. Y
Ar yn Y2 Y3 e Yrs
ialt m my m3 ... ng

Figur 14.3 Sammenligning af multinomialfordelinger. y;; betegner antallet af individer fra
gruppe j der tilhorer klassen A;.

- nar der er tre klasser, taler man ogsa om en trinomialfordeling. Det kunne méske veere af
interesse at undersege om genotypefordelingen er den samme pa de tre lokaliteter, altsa om
sandsynligheden for at en torsk har en bestemt genotype, er den samme for alle tre lokaliteters
vedkommende. (Skent nar man ser pa tallene, virker denne formodning lidet plausibel.)

Den generelle model

I den generelle model antages det at vi har klassificeret nogle individer i r forskellige
klasser Aj, Ay, ..., A,. Individerne er pa forhdnd delt op i s forskellige grupper med hhv.
My, Ny, . .., 1 individer. Det har vist sig at i gruppe j horer yy; af individerne til gruppen
Ay, y2j af individerne til gruppen A,, y3; af individerne til gruppen Aj;, osv. Skematisk
ser situationen ud som vist i figur 14.3.

I torskeeksemplet er der s = 3 grupper svarende til de tre geografiske lokaliteter og
r = 3 klasser svarende til de tre forskellige genotyper.

Den statistiske model der benyttes til at beskrive denne situation, er:

o for hvert j (dvs. for hver gruppe) opfattes det r-dimensionale talseet

»j Y

| 2 . . . . . | Yz
y;=|": |somen veerdi af en r-dimensional stokastisk variabel Y; = [~ |;

Vrj Yy

o de stokastiske variable Y, Y5, ..., Y er stokastisk uathaengige (dvs. de forskellige
grupper er stokastisk uatheengige);
o den stokastiske variabel Y ; er multinomialfordelt med antalsparameter #; og med
pij

ukendt sandsynlighedsparameter p; = p,zj , hvor p;;-erne er ikke-negative tal

Drj
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med pij+tp2j+...+prj= 1 for hvert j.

Modellen tager altsa udgangspunkt i at grupperne er systematisk forskellige (mht. den
foretagne klassificering), og den beskriver den systematiske forskel mellem grupperne
ved hjelp af de s sandsynlighedsparametre p;, p,, ..., p,. Den tilfeldige variation inden
for grupper beskrives ved sandsynlighedsfordelingerne (multinomialfordelingerne).
Opgaven er nu at undersgge om grupperne kan anses for ens, dvs. den er at teste den

statistiske hypotese
Ho: py=py=-=p,
eller mere udferligt
Pu P pis
Ho: | P2 =| P2 = = | P>
pPn Pr2 Prs

De generelle retningslinjer for hvordan man analyserer en given statistisk model, siger at
vi skal begynde med at opskrive modelfunktionen og likelihoodfunktionen. Da de enkelte
grupper er stokastisk uathaengige, er den samlede modelfunktion lig med et produkt af
del-modelfunktionerne for de enkelte grupper, dvs. den samlede modelfunktion er

. T nj ) 1j V2 Jrj
USRI A R g()’lj Vaj e Vrj Pyj Poj - P
Likelihoodfunktionen er dermed
L(Pys pys---» p;) = konstant - [T py/p)7 ... p)7 (14.2)
=1

hvor konstanten er produktet af de s multinomialkoeflicienter. I torskeeksemplet er
likelihoodfunktionen

L(py. ps. p4) = konstant - pii p3i pii - Pib P38 P - Pox Pog Pk -

Som szdvanlig anser vi de veerdier der maksimaliserer likelihoodfunktionen (eller log-
likelihoodfunktionen), for at veere de bedste estimater over de ukendte parametre. I den
foreliggende model er likelihoodfunktionen et produkt af s del-likelihoodfunktioner der
hver isaer vedrorer én enkelt gruppe og ét enkelt p;. Nar vi skal maksimalisere L mht.
P1> Py - - -» P> kan det derfor ske ved at maksimalisere hver del-likelihoodfunktion for
sig. Det j-te delproblem er en simpel multinomialfordelingsmodel, s& derfor folger det
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uden videre af resultatet pa side 198 at p;; = y;j/n; for alle i og j. I taleksemplet er specielt

i
PL=|Pxn
PsL
PiB
PB = EZB
P3B
EIA
Pi=| P2

P3i

Hypoteseprevning

27
69

30
69
12
69
14
86
_ | 20

&

[
3 &l &l

80

0.39
0.431,
0.17

0.16
0.23 1,
0.60

0.00
0.06
0.94

Vi skal herefter undersoge om det er rimeligt at antage at hypotesen

Ho:py=p,=-=p,

om ens sandsynlighedsparametre holder. Under Hj er der ingen forskel pa de s grupper, sa
da kan vi lige sa godt sla dem sammen til én stor gruppe bestaende af n. = ny+ny+---+n;

individer der fordeler sig med

Ye=)Yut)yont...

Yo.=yatyn+t...

yi.:yi1+yi2+...

yr-:yr1+yr2+---

S
+y1; =, yij iklassen A,

J=1
s

+ Y25 = ZyZJ' i klassen A,

1

N
+ Yis = Z)’ii iklassen A;
=1

N
+yrs =y yrj iklassen A,

j=1

Man ma derfor formode at den feelles veerdi p; af sandsynligheden for at tilhore klassen
A, skal estimeres ved y;./n. , men lad os prove at g frem efter likelihoodmetoden. Den

felles veerdi (under Hy) af p,, p,,. .., p, kaldes p =

J4l

p. % | I likelihoodfunktionen (14.2)

Dr
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Tabel 14.2 Genotypefordeling hos torsk fra tre lokaliteter i @stersgen: forventede antal under
antagelse af ens fordelinger pé de tre lokaliteter.

lokalitet

genotype Lolland Bornholm Alandseerne

AA 12.0 15.0 14.0
Aa 16.1 20.1 18.7
aa 40.8 50.9 47.3
ialt 68.9 86.0 80.0

erstatter vi alle p;-erne med p og far derved likelihoodfunktionen under Hy:

Yij V2

Vrj
1 p2

Lo(p) = L(p,p.-..,p) = konstant - [ p )

j=1
= konstant - p}" p3* ... p".

Det valg af py, p2, ..., pr der maksimaliserer denne likelihoodfunktion, er ifelge seetnin-
gen pa side 197 netop p; = y;./n. som formodet.

a\ (17
I taleksemplet bliver p = | 2% | =1 0.23 |.
1] |59

Nér man vil vurdere hvor godt det faktisk observerede beskrives under H i forhold til
den aktuelle grundmodels beskrivelse, skal man udregne kvotientteststorrelsen

L(.p.-...P)
L(py Py - D)

eller mere hensigtsmeessigt —21n Q. En Q-veerdi teet pa 1, dvs. en —21In Q-veerdi teet pa 0,
betyder at H, beskriver data naesten lige s& godt som grundmodellen gor, hvorimod en
Q-verdi neer 0, dvs. en stor —21n Q-veerdi, betyder at Hy giver en veesentligt darligere
beskrivelse end grundmodellen gor. Man plejer at udregne —21n Q (og ikke Q).

Nar man indseetter udtrykkene for L i Q, far man let at

Q-=

-2InQ = ZZ(yljlny +y2]lnyj+ .+ yrjln )/])

=1 Nj Y2j Yrj

ZZZy,]ln
1i=1

Jj= }/1;

hvor y;; = pinj = yi.nj/n. er det »forventede«antal individer fra gruppe j der klassificeres
som Aj.
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For at bestemme —21n Q i taleksemplet udregnes forst de forventede antal, se ta-
bel 14.2. Dernzest er
—21In Qgps = 2(27ln % +14In % +0In 14:;0
30 0 5
+30ln — +20In — +5In —
16.1 20.1 18.7
12 52 75 )
+12In — +52In — + 75In — | = 107.8
40.8 50.9 47.3
For at afgere om en opnaet —21n Qps-veerdi (som f.eks. 107.8) nu er taet pa 0 eller ej, skal
man sammenligne den med alle de andre —21n Q-verdier man ogsa kunne have faet
ifolge den aktuelle model, nar Hy er rigtig. Vi skal derfor udregne testsandsynligheden e,
dvs. sandsynligheden for at fa en sterre —2In Q-vardi end den observerede, under
forudsaetning af at Hy er rigtig: € = Po(—2 InQ > -2In Qobs)' Ifolge et generelt resultat
gelder at nar Hy er rigtig, si er —21n Q med god tilnzermelse y*-fordelt med (r-1)(s—1)
frihedsgrader; det betyder at ¢ med god tilnaermelse kan bestemmes som sandsynligheden
for at fa en veerdi storre end —21n Qqps i en y*-fordeling med (r — 1) (s — 1) frihedsgrader,
kort

€= P(X%r—l)(s—l) > -2ln Qobs)’

og denne sandsynlighed er let at bestemme ved hjelp af tabeller over fraktiler i y*-
fordelingen.

Antallet af frihedsgrader for —21In Q findes som @ndringen i antallet af frie parametre:
i grundmodellen er der for hver af de s grupper (r—1) parametre (fordi der er r klasser og
dermed r sandsynligheder der skal summere til 1), altsd i alt s(r — 1) parametre; under Hy
er der i realiteten kun én gruppe og dermed (r—1) frie parametre; antallet af frihedsgrader
for teststorrelsen er derfor s(r —1) = (r—1) = (r—=1)(s - 1).

Bemeerk at y*-fordelingen kun er en approksimation; for at man skal kunne bruge
den, skal alle de »forventede« antal 3;; = p;n;j = y;.n;/n. veere mindst fem. Hvis denne
betingelse ikke er opfyldt, kan man maske opna at den bliver opfyldt ved at man udelader
nogle grupper eller klasser eller slar nogle grupper eller klasser sammen.

I det gennemgdede taleksempel er der ingen problemer med at de »forventede« antal
er for sma. Vi kan derfor uden videre ssmmenligne —2In Qps = 107.8 med y*-fordelingen
med (3-1)(3 -1) = 4 frihedsgrader. Da 99.9%-fraktilen i denne fordeling er 18.47, er
testsandsynligheden mindre end 0.1%. Da det saledes er temmelig usandsynligt at fa en
storre veerdi af teststorrelsen —21n Q end 107.8, er teststorrelsen signifikant stor, og vi
forkaster Hy. Man ma altsé sige at der er en signifikant forskel pa genotypen af torsk
pé de tre geografiske lokaliteter. — Denne konklusion er ikke overraskende hvis man
sammenligner tabel 14.1 og 14.2.
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14.3 Regn og tegn

Her demonstreres ved at gennemregne torskeeksemplet hvordan man med R kan foretage
beregningerne til sammenligning af multinomialfordelinger.

Data indleeses fra filen torsk.dat som har felgende indhold:

Lokalitet Genotype Antal
Lolland AA 27

Lolland Aa 30

Lolland aa 12

Bornholm AA 14

Bornholm Aa 20

Bornholm aa 52
klandsgerne AA O
Klandsgerne Aa 5
Klandsgerne aa 75

Man kan nu klare sig med nogle fd R-kommandoer (det er ikke nogen fejl at der i kaldet
af glm blandt andet star family=poisson):

# Indleesning af data:
Torsk <- read.table("torsk.dat", nrows=10, header=TRUE)

# Sadan kan tabel 14.1 fremstilles:
obs <- xtabs(Antal ~ Genotype + Lokalitet, data=Torsk)
rbind(obs, "i alt" = colSums(obs))

# Sa ser vi pd hypotesen Hy om ingen forskel pd lokaliteter:
# i udskriften svarer Residual deviance’ til —2InQ
HO <- glm(Antal ~ Genotype + Lokalitet, family=poisson, data=Torsk)

HO
HO$deviance #-2InQ
HO$df .res # antal frihedsgrader

1-pchisq(HO$deviance, HO$df.res) # testsandsynligheden

# Tabellen over forventede veerdier (tabel 14.2):
forv <- xtabs(HO$fitted ~ Genotype + Lokalitet, data=Torsk)
round(forv, digits=1)

# de estimerede sandsynligheder kan f.eks. udregnes siadan:
round (rowSums (forv) /sum(forv), digits=2)

14.4 Opgaver

Opgave 14.1 (Medarbejderaktier)
Det er blevet almindeligt at firmaer indferer ordninger med medarbejderaktier; derved skulle
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Tabel 14.3 Opgave 14.1: respondenternes fordeling p4 motiv og medarbejderkategori.

arbejdere  funktionaerer —mellemledere topledere

for at bevare jobbet 77 25 11 8
som en investering 37 13 8 4
tror pa idéen 35 14 7 11

medarbejderne komme til at fole storre medansvar og forpligtelse over for deres arbejdsplads.
Det er dog ikke altid at firmaets opfordring til medarbejderne om at blive aktionaerer opfattes pa
samme made af alle medarbejdergrupper. For at danne sig et indtryk af medarbejderes motiver
til at erhverve sig aktier har man foretaget et rundsperge blandt medarbejderne pa en bestemt
virksomhed som har en medarbejderaktie-ordning, og bedt dem naevne deres motiver for at ga
med i aktieordningen. Svarmulighederne var »for at bevare jobbet«, »som en investering« og
»tror pa idéen med medarbejderaktier«.

Hvad kan man pa baggrund af svarfordelingen i tabel 14.3 sige om en eventuel sammenhang
mellem medarbejdernes motiver for at deltage i ordningen og arten af deres arbejde?

Opgave 14.2 (Test af simpel hypotese)
Antagat (Y}, Y,,...,Y,) er multinomialfordelt med parametre n og p, og lad

po
Py = P?z
pOr

veere et st kendte ikke-negative tal der summerer til 1. Man gnsker at teste hypotesen Hy : p = p,
(eller altsé p; = po; for alle 7).

1. Udled —21n Q-sterrelsen for denne hypotese.

2. Der geelder at nar Hy er rigtig, sa er —21In Q asymptotisk y*>-fordelt med et antal friheds-
grader der kan udregnes som andringen i antal frie parametre.

Hvad er antallet af frihedsgrader for -2InQ ?
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15 Tosidede kontingenstabeller

EN AF POINTERNE i kapitel 14 er at nir man klassificerer et antal individer (fra en bestemt
population) efter ét kriterium med r klasser A;, A, ..., A,, s kan det vere fornuftigt at
forsege sig med en model der siger at hvis Y; betegner antallet af A;-individer i stikpreven,
i=1,2,...,r,sd er den r-dimensionale stokastiske variabel (Y, Y3,..., Y,) multinomial-
fordelt. I dette kapitel skal vi se hvorledes en bestemt art struktur i inddelingskriteriet,
nemlig den at man rent faktisk inddeler efter to kriterier pa en gang, kan afspejle sig i
den statistiske model.

Her er forst en praesentation af det gennemgéaende eksempel.

Eksempel 15.1 (Hjernesvulstpatienter)

Man har klassificeret 141 hjernesvulstpatienter efter svulstens art (»godartet«, »ondartet« og »an-
det«) og placering i hjerneveevet (»ved pandenc, »ved tindingen« og »andre steder«). Resultaterne
heraf fremgér af tabel 15.1 pa neste side. Man er interesseret i at finde ud af om disse tal tyder pa
at der er en sammenhaeng mellem svulstens art og dens placering.

Man kan sige at man har klassificeret n = 141 patienter som herende til én af ni forskellige
klasser, og at man derfor ifelge overvejelserne i kapitel 14 kan betragte det observerede talszt (23,
21, ...,17) som en observation af en multinomialfordelt stokastisk variabel. Imidlertid kan man
ogsa tenke pa situationen pa den made at patienterne er klassificeret efter to kriterier pd én gang,
hvor hvert kriterium har tre niveauer.

15.1 Grundmodellen

Antag at vi har klassificeret n individer efter to kriterier. Det forste kriterium har r
niveauer og klasserne A;, A,, ..., A,, og det andet kriterium har s niveauer og klasserne
By, By, ..., Bs. Skematisk ser det ud som i figur 15.1 pa side 209.

Da der er tale om at et antal individer er klassificeret i et antal klasser, benytter
vi som grundmodel en multinomialfordelingsmodel: Den rs-dimensionale observation

i Yu
| . . . . : | Y2

y =|~.7 | er en observeret veerdi af en rs-dimensional stokastisk variabel Y = | ~“ | som
Vrs Y
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Tabel 15.1 141 hjernesvulstpatienter fordelt efter svulstens art og placering.

placering

pande tinding andet sum

godartet 23 21 34 78

art ondartet 9 4 24 37
andet 6 3 17 26

sum 38 28 75 141

pu
er multinomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter p = P :12 .
P rs
Storrelsen p;; er sandsynligheden for at et individ udvalgt tilfeldigt fra »populationen«
vil tilhere klassen A;Bj, og den estimeres ved p;; = y;j/n.

15.2 Uafhangighedshypotesen

Den struktur der er i inddelingskriteriet (nemlig at der inddeles efter to kriterier pa
en gang), har forelpbig kun givet sig udslag i den made de variable og parametrene er
navngivet pa (med indeks 7). Vi vil nu formulere en model der svarer til at der ikke er
nogen sammenhang mellem de to inddelingskriterier.

Den »sammenhang« der kan vere tale om, er ikke en arsagssammenhang, men
en statistisk sammenhaeng. At der ikke er nogen sammenheng mellem kriterium A og
kriterium B, skal betyde at A og B i en vis forstand »virker« uathaengigt af hinanden,
sdledes at forsta at en oplysning om hvilken B-klasse et individ tilherer, ikke indeholder
nogen information om hvilken A-klasse individet tilhorer, og omvendt. Det skal nu
formaliseres i en matematisk model.

Vi indferer nogle hjelpevariable X; = (X4, X4p), sdledes at X;4 er navnet pa den
A-Kklasse som individ nr. d tilherer, og X5 er navnet pa den B-klasse som individ nr. d
tilhgrer, med andre ord

X4 =(A;,Bj) betyder: individ nr. d tilhorer A-klassen A; og B-klassen B;.

At der ikke er nogen sammenheng mellem A og B, betyder hermed at en oplysning om
veerdien af X5 ikke indeholder nogen information om veerdien af X ;4 (og omvendt),
og det betyder at de stokastiske variable X ;4 og X5 er stokastisk uafheengige, dvs.

P(X4a = A;og Xap = Bj) = P(X44 = A;) - P(X4p = Bj).



15.2 Uafhangighedshypotesen 209

kriterium 2

klasse B; B, ... B; sum
A yu Yz oo Yis V1.
kriterium 1 A, ya Y2 .- Y2 V2
Ar yrl yr2 yrs yr-
sum Ya Y2 oo Vs n
Vij = antal individer i klassen A;B; (= A; N Bj),

N

Vi = Z yij = antal individer i klassen A;,
=1
r

y.j = . yij= antal individer i klassen B;.
i=1

Figur 15.1 Tosidet kontingenstabel og tilherende notation

Nu er pr. definition P(X4 = A;, X4p = Bj) = pij, sa at der ikke er nogen sammenhaeng
mellem A og B, betyder altsd at p;; = a; B, hvor vi har sat a; = P(X44 = A;) og
Bj = P(X4p = B;j). Sammenfattende kan vi derfor sige at den matematiske formulering
af antagelsen om at der ikke er nogen (statistisk) ssmmenhzaeng mellem kriterierne A og
B, bliver at
pij = i B

foralleiog j,hvor aj, a3, . . ., a;, er ikke-negative tal der summerer til 1, 0g 81, 82, . . ., Bs er
ikke-negative tal der summerer til 1. Udtrykt i ord gar antagelsen ud pé at sandsynligheden
pij for pa én gang at tilhore bdde A; og B; er lig produktet af sandsynligheden «; for at
tilhore A; og sandsynligheden ; for at tilhere B;.

I stedet for at tale om at der ikke er nogen sammenhzng mellem A og B, taler man
ofte om at der er uafhengighed mellem A og B, og den statistiske hypotese

Hy : pij = a;f; foralleiog j,

hvor de ukendte parametre (ay, ay, ..., ar) og (B1, B2, ..., Bs) er ikke-negative talsaet
der hver iseer summerer til 1, hedder da uafhengighedshypotesen.

At der er uathengighed mellem A og B, udtrykker man undertiden pa den made
at der ikke er nogen (signifikant) vekselvirkning mellem A og B. Nar der ikke er nogen
vekselvirkning mellem A og B, beskrives hele den systematiske variation i talmaterialet af
de sdkaldte raekkevirkninger (A-virkninger) ay, az, . . ., &, der beskriver den systematiske
forskel mellem reekker, og af de sakaldte sojlevirkninger (B-virkninger) B, B2, . .., Bs der
beskriver den systematiske forskel mellem sojler.
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Tabel 15.2 Estimaterne over grundmodellens parametre p;; og uathengighedsmodellens
parametre «; og f3; i hjernesvulsteksemplet. Tallene er sandsynligheder i procent.

placering sum =
pande tinding andet o;
godartet  14.9 11.0 29.4 55.3
art ondartet 7.1 5.2 14.0 26.2
andet 5.0 3.7 9.8 18.4
sum = f3; 270 199 532 100.0

Estimation af parametrene

Likelihoodfunktionen i grundmodellen er en almindelig multinomial-likelihoodfunk-

tion:
r S

L(p) =konstant- [ [ ]| pf}j

i=1 j=1

hvor konstanten er en multinomialkoefficient. Estimaterne over a-erne og -erne i
uafhangighedsmodellen er de veerdier der maksimaliserer L(p) nar man for p;; indsatter
pij = «ifj, dvs. de veerdier der maksimaliserer

L()(OCI,(XZ;«~~)ar>ﬁl)/32"“’ﬁ5)
ros r s oS p
= konstant - [T [T(iB;)”" = konstant- [T [T ;" - [T /3;/’]

Il
—
-
]
—
1l
—
.
]
—_
Il
—
-
1l
—_

r N
= konstant- [ a}" - ] [3Jy .
i=1 j=1

Det ses at Ly er et produkt af en funktion af a-erne og en funktion af S-erne. Ifolge
seetning 14.1 antager disse to funktioner deres maksimumsveerdier i hhv.

(alyfx\b..-,ar):(%’%,”.’%) 08 (E’B\ZV'"/}\S):(%’%"“’%).

Dette er sa maksimaliseringsestimaterne for parametrene. Resultatet er i gvrigt hvad
man umiddelbart skulle forvente, idet f.eks. sandsynligheden «; for at tilhore A-klassen

A; estimeres ved den observerede relative hyppighed y;./n af A;.

I taleksemplet bliver L = konstant- pi p5 pis P Par P33 P Pan Pys - Ved at indseette

de aktuelle talveerdier i udtrykkene for @;, 8; og p;;j fas estimaterne over de ukendte
parametre, se tabel 15.2.
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Test for uathangighed

Teststorrelsen for uaftheengighedshypotesen Hj er likelihoodkvotientstorrelsen Q eller
—2In Q. Néar man indseatter de fundne estimater i udtrykket for Q, fir man

NG B

Lo(alaa2)~-->ar)[)’)\1)f3\2)~~~)ﬁs) !
( I]))’z; i=1

:]u,

i=1 j
Q = ———— — = ;
L(Ppu>P1zs- -+ Prs) H

i=1

‘\.:j I
n | —

hvor y;; = n?f,-ﬁj = yi.y.j/n er det »forventede« antal individer i klassen A;B; under
uatheengighedshypotesen. Dermed bliver

-2InQ = 222y,]1n Jij .
i=1 j=1 Vij
Verdier af —21n Q teet pd 0 tyder pa at Hy giver en naesten lige sa god beskrivelse af
data som grundmodellen gor, hvorimod store —2In Q-veardier betyder at Hy giver en
veesentlig darligere beskrivelse end grundmodellen gor, og i sé fald vil man forkaste
hypotesen om uathangighed mellem raekker og sojler.
De »forventede« antal i hjernesvulsteksemplet er vist i tabel 15.3; herudfra fas
21 34

23
—2In =2{23ln— +21ln — + 34In —
Qobs ( 21.0 15.5 415

9 4 24
+9In— +4In— +24ln—
10.0 7.3 19.7

6 3 17
+6ln—+3In—+17ln— | = 8.1
7.0 5.2 13.8

For at afgere om en opnéet —21n Q,ps-vaerdi (som f.eks. 8.1) er signifikant stor, skal vi
sammenligne den med alle de andre —2In Q-vardier man ogsa kunne have faet safremt
uafhaengighedshypotesen Hj var rigtig. Vi skal derfor bestemme testsandsynligheden
€= PO(—Zln Q> -2In Qobs), dvs. sandsynligheden for at fa en sterre —21n Q-veerdi
end den observerede, under forudseetning af at Hy er rigtig. Nar man skal bestemme &,
kan man udnytte en generel matematisk seetning der forteller at nar Hy er rigtig, sa er
~21n Q med god tilnzermelse y*-fordelt med (r —1)(s — 1) frihedsgrader, siledes at &
med god tilnaermelse kan bestemmes som sandsynligheden for at fa en veerdi storre end
—21In Qqps i en y*-fordeling med (r —1)(s — 1) frihedsgrader, kort

~ P(X{1)(s-1) 2 —210 Qabs)-

Denne sandsynlighed er let at bestemme ved hjlp af tabeller over fraktiler i y*-fordelin-
gen.



212 Tosidede kontingenstabeller

Tabel 15.3 Den »forventede« fordeling af 141 hjernesvulstpatienter under forudseetning af
uafheengighed mellem svulstens art og placering.

placering

pande tinding andet sum

godartet  21.0 15.5 41.5 78
art ondartet  10.0 7.3 19.7 37
andet 7.0 52 13.8 26

sum 38.0 28.0 75.0 141

Antallet af frihedsgrader for —21n Q findes som andringen i antallet af frie parametre:
i grundmodellen er der rs sandsynlighedsparametre der summerer til 1, dvs. der er
(rs — 1) frie parametre; under Hy er der r reekkeparametre der summerer til 1, samt
s sojleparametre der summerer til 1, dvs. (r — 1) + (s — 1) frie parametre; antallet af
frihedsgrader for teststorrelsen er dermed

(rs=1)=((r-1)+(s-1)) = (r-1)(s-1).

Bemzrk at y*-fordelingen kun er en approksimation; for at den skal kunne anvendes,
kraeves det at alle de »forventede« antal veere mindst fem. — Hvis denne betingelse ikke
er opfyldt, kan man eventuelt sld nogle raekker eller nogle sgjler sammen.

I hjernesvulsteksemplet er de »forventede« antal over fem, s vi kan roligt anvende y*-
approksimationen. Tabelopslag viser at i y*-fordelingen med (3-1)(3-1) = 4 frihedsgra-
der er 90%-fraktilen 7.78 og 95%-fraktilen 9.49, séledes at teststorrelsen —21n Qps = 8.1
svarer til en testsandsynlighed pa mellem 5% og 10%. Pa det grundlag vil man saedvan-
ligvis ikke forkaste Hy. Det kan altsa konkluderes at der tilsyneladende ikke er nogen
sammenhzeng mellem svulstens art og dens placering. Det vil blandt andet sige at man
ikke ud fra kendskab til placeringen af en svulst kan sige noget om hvorvidt den vil veere
godartet eller ej.

15.3 Jevnforing med andre tilsvarende modeller

Den laeser der har studeret afsnit 14.2 om sammenligning af multinomialfordelinger, vil
maske have bemeerket, at de dér preesenterede metoder har store ligheder med dem i
indevaerende kapitel. Vi kan opregne nogle af lighederne:

1. Der foreligger nogle observerede antal y;; stillet op i et tosidet skema.

2. Man udregner nogle »forventede« antal y;; efter opskriften rakkesum gange sojle-
sum divideret med totalsum.

3. Man udregner en teststorrelse —21n Qops = . yIn(y/7).
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4. Man sammenligner —21n Qs med y?-fordelingen med (r—1)(s—1) frihedsgrader.

Selv om man foretager sig det samme i de to tilfeelde, er det imidlertid pa grundlag af to
forskellige modeller:

o I det ene tilfeelde (dette kapitel) klassificerer man nogle individer efter to kriterier,
og opgaven er at undersgge om der er en sammenhang mellem disse to kriterier.
o I det andet tilfeelde (afsnit 14.2) er individerne pa forhand delt ind i nogle grupper
inden de klassificeres efter et kriterium. Opgaven er at undersege om der er forskel
pa grupperne (med hensyn til hvordan gruppernes individer fordeles pa klasserne).

Om man skal benytte den ene eller den anden model, er saledes et sporgsmél om hvorledes
man har designet det forseg der har leveret talmaterialet. I eksemplet i dette kapitel sagde
vi at det handlede om at man havde taget 141 hjernesvulstpatienter og klassificeret dem
efter to kriterier; derved blev det et eksempel der illustrerede dette kapitels model og
metoder. Hvis det derimod havde handlet om at man havde taget 38 patienter med svulst
i panden, 28 med svulst i tindingen og 75 hvor svulsten ikke var lokaliseret til pande eller
tinding, og dernzest klassificeret disse patienter efter svulstens art, sa havde det vaeret et
afsnit 14.2-eksempel.

De to modeller er neert beslegtede; hvis man i dette kapitels model betinger med
sojlesummerne, dvs. betinger med at Y,; = ny, Y.; = ny, ..., Y,; = ng, sa far man modellen
i afsnit 14.2, og uathaengighedshypotesen overfores til afsnit 14.2’s Hy.

15.4 Regn og tegn

Som naevnt i afsnit 15.3 er udregningerne i forbindelse med test for uafhzengighed i
en kontingenstabel de samme som udregningerne i forbindelse med sammenligning af
multinomialfordelinger, sa vi kunne nejes med at henvise til afsnit 14.3.

For god ordens skyld viser vi dog et eksempel ogsa her, nemlig hjernesvulsteksemplet.
Datafilen svulst.dat har felgende indhold:

art placering antal
godartet pande 23
ondartet pande 9
andet pande

godartet tinding 21
ondartet tinding

andet tinding 3
godartet andet 34
ondartet andet 24

andet andet 17
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Selve R-koden kommer her:

# Data indleeses til datastrukturen Hjsvulst
Hjsvulst <- read.table("svulst.dat", nrows=15, header = TRUE)

# Dette kald af xtabs arrangerer veerdierne af antal i et

# tosidet skema hvor art bestemmer raekker og placering sojler.

obs <- xtabs(antal ~ art + placering , data=Hjsvulst)
obs # kontingenstabellen (jf. tabel 15.1)

# Udregn Pearsons X* (som er en approksimation til =21n Q):
chisq.test (obs)

# Vi kan fd den rigtige —21n Q-veerdi f.eks. pa folgende mdde (hvor man benytter sig af at

# udregningerne for at teste uafheengighed i en tosidet kontingenstabel er de samme som

# udregningerne for at teste additivitet i en log-linecer poisson-model)

HO <- glm(antal ~ O + art + placering, family=poisson,data=Hjsvulst)
HO$deviance #-2InQ

1-pchisq(HO$deviance, HO$df.res) # testsandsynligheden

# Tabellen over forventede antal (tabel 15.3):
forv <- xtabs(HO$fitted ~ art + placering, data=Hjsvulst)
round( forv, digits=1) #afrund til ét ciffer efter kommaet

15.5 Opgaver

Opgave 15.1 (Djen- og harfarve)

Ved en sundhedsundersogelse af 283 piger i St. Clement Street skole i Aberdeen blev hér- og
ojenfarve observeret med et resultat som vist i nedenstaende tabel. Viser dette materiale en
sammenheng mellem harfarve og gjenfarve?

Harfarve

lys red neutral merk

bla 30 4 27 6

. lys 30 5 28 11
Ojenfarve  tral 21 7 40 22
mork 6 3 23 20




16 Et storre eksempel: Torsk i Ostersoen

DET TIDLIGERE ANVENDTE EKSEMPEL om torsk i @stersgen bliver i dette kapitel taget op
til naermere behandling. Eksemplet er blandt andet et eksempel pa at man kan indbygge
noget teori i den statistiske model, og et eksempel der viser nytten af maximum likelihood
metoden til parameterestimation.

16.1 Preasentation af eksemplet

Den 6. marts 1961 fangede nogle havbiologer 69 torsk ved Lolland og undersogte arten af
blodets haemoglobin i hver enkelt torsk. Senere pa aret fangede man desuden nogle torsk
ved Bornholm og ved Alandsgerne og bestemte deres genotype. (Sick [20])

Man mener at heemoglobin-arten bestemmes af ét enkelt gen, og det som biologerne
bestemte, var torskenes genotype for sa vidt angar dette gen. Genet optraeder i to udgaver
som vi kalder kalder A og a, og de mulige genotyper er da AA, Aa og aa. I tabel 16.1 pa
neste side ses den fundne genotypefordeling for hver af de tre lokaliteter.

Pa hver geografisk lokalitet er der sket det at man har klassificeret et antal torsk i tre
mulige klasser, sa pa hver lokalitet er der tale om en multinomialfordelingssituation, eller
mere pracist om en trinomialfordelingssituation. Som grundmodel benytter vi derfor
den model der siger at de tre observations»vektorer«

JIiL 27 Y1B 14 V1A 0
Y=y =130, yg=|ym|=|20] og yi=[|rual|=|>
y3L 12 )’3B 52 )/3A 75

stammer fra hver sin multinomialfordeling med antalsparametre henholdsvis #;, = 69,
ng = 86 og n; = 80 og med sandsynlighedsparametre henholdsvis

piL P18 P
pPL=|P|> Pp=|P2B| ©OF Pi=]|P2l|-
p3L P38 P3i
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Tabel 16.1 (= tabel 14.1) Genotypefordeling af torsk fra tre lokaliteter i Dstersgen.

genotype Lolland Bornholm Alandsgerne

AA 27 14 0
Aa 30 20 5
aa 12 52 75

ialt 69 86 80

16.2 Hardy-Weinberg ligevaegt

Grundmodellen er at hver geografisk lokalitet har sin egen multinomialfordeling, og at
hver multinomialfordeling har en sandsynlighedsparameter

J41
p=|p
P3

hvor tallene p;, p, og p3 kan veere hvilke som helst tre ikke-negative tal der summerer
til 1. Imidlertid kan man argumentere for at der under visse omsteendigheder ma vaere
en bestemt sammenhzeng mellem de tre p-er.

Lad os antage at i en bestemt torskegeneration optreeder genotyperne AA, Aa og
aa med hyppighederne p;, p, og p3, hvor p; + p» + p3 = 1. Lad os desuden antage at
neste generation fremstilles ved »tilfeeldig parring« séledes at hvert af en torskeunges
to haemoglobin-gener velges uathaengigt af hinanden pa folgende made: forst veelges et
tilfeeldigt foraeldre-individ, dernzest vaelges et tilfaeldigt af dette individs haemoglobin-
gener. Sandsynligheden for ved denne proces at veelge et A er da p; + 5 p hvilket vi kalder
B, og sandsynligheden for at veelge et a er p, + p3 =1 — . I den nye generation bliver
genotypefordelingen derfor

AA: B2
Aa: 2B(1-P)
aa:  (1-B)%

(De tre sandsynligheder summerer til 1, sidan som de ogsé skal: B2 +2(1- ) +(1-)* =
( B+(1- [3))2 =1). Genotypefordelingen i den nye generation kan altsa ikke veere hvad
som helst, men der er en vis sammenhzeng mellem de tre sandsynligheder, styret af
storrelsen f8. Lad os se hvad der sker hvis der i foreldregenerationen er en tilsvarende
sammenhzeng mellem sandsynlighederne, nemlig

AA: pr=a?
Aa: pr=2a(l-«)
aa: p3=(1-a)
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AP2

b3

Figur 16.1 Det tonede omrade er sandsynlighedssimplexet, dvs. meengden af tripler p =
(p1> p2> p3) af ikke-negative tal der summerer til 1. Kurven bestar af de p-er der kan optreede
hvis der er Hardy-Weinberg ligevaegt.

Sa bliver B = p; + 1py = a® + L2a(1 - &) = a, dvs. sandsynlighederne er uforandrede fra
den ene generation til den anden.

Man siger at populationen er i Hardy-Weinberg ligeveegt hvis det er sadan at de tre
genotyper optrader i forholdet

AA: p=p°
Aa: pr=2B(1-p)
aa: ps3=(1-p)°

for en eller anden veerdi af 8 € [0, 1]. Hvis der er Hardy-Weinberg ligevaegt, er det altsa
kun visse sandsynlighedstripler (p1, p2, p3) der kan komme pé tale, se figur 16.1.

16.3 Hypotesen om Hardy-Weinberg ligevaegt

Vi vil undersege om der er Hardy-Weinberg ligevaegt pa hver af de tre lokaliteter. Vi
begynder med Lolland.

At der er Hardy-Weinberg ligevaegt ved Lolland, kan formuleres som den statistiske
hypotese
pu B
Hy: | po = [ 28L(1-Br)
pa (1-pu)’
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Tabel 16.2 Forventede antal 3 under forudsetning af Hardy-Weinberg ligevaegt pa hver lokalitet.

genotype Lolland Bornholm Alandsgerne

AA 25.6 6.7 0.1
Aa 32.9 34.6 4.8
aa 10.6 447 75.1
ialt 69.1 86.0 80.0

I grundmodellen er likelihoodfunktionen L(pyr, por, ps.) = konstant - p3/ p30 pi2, og

27
69

den har maksimum i p; = | 23 |. Under Hy, er likelihoodfunktionen

N0

O\‘»—l a\‘
o

Li(Br) = L(Bi,2BL(1- Bu), (1-BL)?)
= konstant - (/3%)27(2[3L(1 - ﬂL))so((l - [3L)2)12

= konstant - fZ27+30(1 — B )30+212,

som har maksimum i 8 = 2'?;930 = % = 0.609, dvs. 1, er det observerede antal A

divideret med det samlede antal gener.

Man tester hypotesen ved brug af den seedvanlige teststorrelse —21n Q, hvor Q er
kvotienten L(ﬁf, 2BL(1- L), (1- [)’L)z) /L(flL, PaLs ﬁ3L). Almindelige omskrivninger
giver at

-2InQ :ZZyilnf—j
i=1 i

1

hvor (31,92, 73) = (nLBf, n 2B (1-Br), no(1 - EL)Z) er de »forventede« antal under
hypotesen om Hardy-Weinberg ligeveegt.

Man finder at —2InQ = 0.52 med (3 — 1) — 1 = 1 frihedgrader, svarende til en
testsandsynlighed pa ca. 47%, sa man kan sagtens antage at torskebestanden ved Lolland
er i Hardy-Weinberg ligevegt.

Noget tilsvarende kan geres med de to andre lokaliteter. Man far maksimaliseringsesti-
materne fg = 0.279 og EA = 0.031. De forventede antal y ses i tabel 16.2. Ved Alandseerne
kan man oplagt antage Hardy-Weinberg ligeveegt. (Man kan ikke benytte y*-approk-
simationen til -21n Q fordi et af de forventede antal er alt for lille. Men man ma sige
at modellen reproducerer observationerne serdeles fint.) Ved Bornholm er der storre
uoverensstemmelse mellem de observerede og de forventede antal, og teststorrelsen er
her —21n Q = 14.4, svarende til en testsandsynlighed af storrelsesorden 1074,
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16.4 En samlet model

Hypotesen om Hardy-Weinberg ligevaegt er sidan en »paen« hypotese fordi man kan
»forsta« (dvs. levere en simpel forklaring pa) den. Derfor er det wrgerligt at Bornholm
tilsyneladende falder uden for det peene billede. For at reparere pa tingene kunne man
forsege sig med en modificeret hypotese H; gaende ud pa at

¢ ved Lolland er der Hardy-Weinberg ligeveegt med parameter 31,

o ved Alandseerne er der Hardy-Weinberg ligeveegt med parameter f3z,

o ved Bornholm er populationen en blanding af Lollandstorsk og Alandstorsk i
forholdet « : (1 - ) hvor « € ]0,1[ er en ukendt parameter.

Mere praecist gar H; altsa ud pa at der findes vaerdier af 1, ;4 og a saledes at

Bt
pr=|28L(0-Bu) |>
(1-pr)?

A
Pa=|2B81(1-Bx) |
(1-B3)?

afi + (1-a)B3

Py = ap +(1-a)ps =|a2Bu(1-Br) + (1-a)2B5(1-Bx) |-
a(l-Bu)*+(1-a)(1-B)°

Bemeerk at der nu er tale om én samlet model for alle tre lokaliteter.
Den samlede likelihoodfunktion bliver produktet af de tre del-likelihoodfunktioner
for de tre lokaliteter. Det er bekvemt at operere med logaritmen til likelihoodfunktionen,

sa den skriver vi op:

InL(PL, fi, ) =271n py, +301n por, +121n p3y,
+141n pip + 201n pop + 521n p3p
+0Inp;x +5Inpyz +75In pyx

= konstant + 841In 1, +541In(1 - 1)

+141In(aff + (1- a)ﬁfg\)
+20In(aBr(1- B1) + (1- @)By(1- B))
+52In(a(1-Br)* + (1-a)(1-B1)°)
+5In B4 +155In(1 - B4).

Der synes ikke at veere nogen praktisk anvendelig analytisk made at maksimalisere denne
funktion pa, s& man ma benytte en iterationsmetode. Som startvaerdier til en sadan kan
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Tabel 16.3 Forventede antal 7 i blandingsmodellen.

genotype Lolland Bornholm Alandsgerne

AA 25.7 13.7 0.1
Aa 32.8 20.3 4.8
aa 10.4 52.0 75.1
ialt 68.9 86.0 80.0

vi benytte de tidligere fundne estimater i = 0.609 og B\A = 0.031 og veelge « sa det
forventede antal Aa ved Bornholm er lig det observerede, dvs. ved at lgse ligningen
a-2BL(1-Br) + (1-a)-2B4(1- B4) = 22, hvilket giver a ~ 0.414.

—_

Man finder at In L antager sit maksimum i (i, B3, @) = (0.611,0.031, 0.425). Her-
efter kan vi udregne den forventede genotypefordeling de tre steder, se tabel 16.3. Det
ses at der er langt bedre overensstemmelse mellem de observerede og de »forventede«
veerdier i denne model. Hvis man tester modellen i forhold til grundmodellen med en
vilkarlig trinomialfordeling hvert sted, far man en —21n Q-storrelse pa 0.7, og selv om de
forventede antal ikke alle er mindst 5, kan man jo alligevel godt skaeve til y*-fordelingen
med 3- (3 -1) -3 = 3 frihedsgrader.

Alt i alt ma man konkludere, at modellen med Hardy-Weinberg ligeveegt ved Lol-
land og ved Alandseerne og med en blandingspopulation ved Bornholm giver en god
beskrivelse af de foreliggende observationer.

16.5 Regn ogtegn

Her ses hvordan man kan udfere beregningerne til dette kapitel.

# De separate simple modeller.

# de observerede antal for hver lokalitet:

yL <- c(27, 30, 12)

yB <- c(14, 20, 52)

yA <- c(0, 5, 75)

# vi klistrer dem sammen langs sojler (columns):
yOBS <- cbind(yL, yB, yA)

# Vi definerer nu en funktion betahat der ud fra en observation y udregner
- 2
#p = % (det forudscettes at y er en vektor af leengde 3).
¥.
betahat <- function(y){ (2*y[1] + y[2])/(2*sum(y)) }
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# Desuden definerer vi en funktion p.beta der udregner p som

# funktion af B, dvs. p = (%, 2B(1- B), (1- B)?):

p.beta <- function(b) { c(b”2, 2%b*x(1-b), (1-b)72) }

# Ved hjeelp af disse funktioner udregnes de enkelte B-er og de tilsvarende
# vektorer (¥1, 72, ¥3) af observerede antal (jf. tabel 16.2):

betal <- betahat(yL)

betaB <- betahat(yB)

betaA <- betahat(yA)

yhatL <- p.beta(betal) * sum(yL)
yhatB <- p.beta(betaB) * sum(yB)
yhatA <- p.beta(betad) * sum(yA)

# Sa defineres en funktion minus21nQ der udregner —21n Q
# (i summen skal man se bort fra led hvor det observerede antal er 0,
#idet 0In 0 er lig med 0).
minus21nQ <- function(obs.antal, hyp.antal){
2xsum(ifelse( obs.antal>0, obs.antal*log(obs.antal/hyp.antal), 0))
}
# Funktionen bruges til at udregne —21n Q pd hver af de tre lokaliteter:
minus21nQ(yL, yhatL)
minus21nQ(yB, yhatB)
minus21nQ(yA, yhatA)

# Den store model:

# Vi definerer en funktion fkt som (pd neer et konstantled) er —In L(BL, B4, «).
# Denne funktion skal minimaliseres. Bemcerk at funktionen skal defineres som en
# funktion af én tredimensional variabel (her kaldt b).
fkt <- function(b){
-( 84xlog( b[1]) + B4xlog(1-b[1])
+14x1log( b[3]1*b[1]172 + (1-b[31)*b[2]172 )
+20*1log( b[3]*b[1]*(1-b[1]) + (1-b[3])*b[2]*(1-b[2]))
+562%log( b[31*(1-b[1]1)"2 + (1-b[31)*(1-b[2])"2 )
+ Bxlog( b[2]) + 155xlog(1-b[2]))
}

# Vi prover nu to forskellige R-funktioner til optimering, nemlig nlm og optim;

# de skulle gerne give det samme!

# (Bemeerk at nlm skal have £kt som forste argument og vektoren af startveerdier
# som andet argument, og optim skal have dem i modsat reekkefolge ...)
metodel <- nlm(fkt, c(0.609, 0.031, 0.414))

metode2 <- optim(c(0.609, 0.031, 0.414), fkt)
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# (skriv metodel hhv. metode2 for at se resultaterne)

# Vi veelger at bruge estimaterne fra metode 2. -

# De estimerede sandsynlighedsvektorer er

phathatL <- p.beta(metode2$par[1])

phathatA <- p.beta(metode2$par[2])

phathatB <- metode2$par [3]*phathatl + (1-metode2$par[3])+*phathatd

# De forventede antal for hver lokalitet

yhathatL <- phathatL*sum(yL)

yhathatB <- phathatB*sum(yB)

yhathatA <- phathatA*sum(yA)

# og samlet, jf. tabel 16.3

yhathat <- cbind(yhathatL, yhathatB, yhathatA)
yhathat

# En —2InQ-storrelse for den samlede model; antal frihedsgrader er 3+ (3-1) -3 =3
minus21nQ(y0BS, yhathat)
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Kort om statistikprogrammet R

I R opereres pé datastrukturer som blandt andet kan veere vektorer og matricer. Det der
opererer, er forskellige funktioner. Hvis man f.eks. har oprettet en datastruktur tal som
indeholder en masse tal, sa kan man fa udregnet summen af alle disse tal ved at anvende
funktionen sum pé tal, dvs. man skriver sum(tal). Hvis man vil have den naturlige
logaritme til alle tallene, skriver man log(tal).

R er primeert teenkt som et interaktivt system, dvs. brugeren indtaster en kommando
som R sa udferer, dernzest indtaster brugeren en ny kommando osv. Kommandoer kan
vere instruktioner om at udfere ganske enkle regnestykker, f.eks. at laegge tallene 5 og 7
sammen (det gores ved at skrive 5+7), eller de kan udfere komplicerede beregninger og
tegninger.

Her er nogle ting der er veerd at vide fra starten:

R skriver prompten > nar det er parat til at modtage en kommando.

Man afslutter R ved at kalde funktionen g, dvs. man skriver q ()

Der er forskel pa store og sma bogstaver.

Decimaltal skrives med tegnet . (punktum) som »kommac, f.eks. 3.75

»Seettes lig med«-operatoren er <~ (dvs. tegnet < umiddelbart efterfulgt af tegnet -).
Eksempel: Hvis man skriver a <- 8.5 sa bliver der oprettet en datastruktur a som
indeholder det ene tal 8.5

¢ Funktionen ¢ sammenkeder til en vektor.

S0 0 O O

Eksempel: hvis man skriver b <- c(2, 4.5, 5) sa bliver der oprettet en vektor b
som indeholder de tre vaerdier 2, 4.5 og 5. Man far den aktuelle veerdi af b at se
ved at skrive b ved R-prompten.
o Funktionen 1s skriver en liste over hvilke datastrukturer der aktuelt er defineret;
man skriver 1s ()
o Der er (naturligvis) almindelige operatorer som + (addition), - (subtraktion),
* (multiplikation), / (division), ~ (potensopleftning).
En anden nyttig operator er : der leverer en vektor af pa hinanden folgende heltal,
f.eks. giver 5: 12 resultatet5 6 7 8 9 10 11 12
o Hjeelp fas med en af funktionerne ? og help.
Eksempler:
Man kan fa hjaelp om funktionen sin ved enten at skrive ?sin eller help(sin)
Man kan fa hjelp om funktionen : ved at skrive ?": " eller help(":")
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o Med R-distributionen folger udmaerkede hjxlpetekster i HTML-format; i Windows-

udgaven af R kan man &bne disse hjalpetekster fra R-konsollens Help-menu.

o Symbolet # er et kommentartegn, dvs. resten af linjen (fra og med #) bliver ignore-

ret.

Her er et lille udvalg af R-funktioner til udregning af fraktiler og fordelingsfunktioner

for fordelinger.

Binomialfordeling:
dbinom({z), size=(n), prob=(p))
pbinom((z), size=(n),prob=(p))
gbinom({ssh), size=(n), prob=(p

rbinom({antal), size
Negativ binomialfordeling:

dnbinom({z), size=(x), prob=(p))

pnbinom({z), size=(x),prob=(p))

gnbinom((ssh), size=(x (

rnbinom({antal), size=
Poissonfordeling:

dpois({z), lambda=(middelverds))

ppois({(z), lambda=(middelverds))

gpois({ssh), lambda=(middelverds))

rpois({antal), lambda=(middelverds))
Normalfordeling:

dnorm({z), mean=(middelverdi), sd=(std.afv))

pnorm({(z), mean=(middelverd:i),sd=(std.afv))

qnorm((ssh), mean=(middelverds), sd=(std.afv))

rnorm({antal), mean=(middelverdi), sd=(std.afv))

y*-fordeling:

dchisq((z), df=(frihedsgrader))

pchisq({z), df=(frihedsgrader))
(
(

8 8

qgchisq((ssh), df=(frihedsgrader))
rchisq({antal), df=(frihedsgrader))
t-fordeling:
dt((z), df=(frihedsgrader))
pt{{z), df=(frihedsgrader))
qt((ssh), df=(frihedsgrader))
rt((antal), df=(frihedsgrader))
F-fordeling:
df ({(z), dfi=(tellerfrihedsgr), df2=(nevnerfrihedsgr))
pf((z), dfi=(tellerfrihedsgr), df2=(nevnerfrihedsgr))
qf ({ssh), dfi=(tellerfrihedsgr), df2=(nevnerfrihedsgr))
rf((antal), dfl=(tellerfrihedsgr), df2=(nevnerfrihedsgr))

sandsynlighedsfunktion
fordelingsfunktion
fraktiler

tilfeeldige tal

sandsynlighedsfunktion
fordelingsfunktion
fraktiler

tilfeeldige tal

sandsynlighedsfunktion
fordelingsfunktion
fraktiler

tilfeeldige tal

teethedsfunktion
fordelingsfunktion
fraktiler

tilfeeldige tal

teethedsfunktion
fordelingsfunktion
fraktiler

tilfeeldige tal

teethedsfunktion
fordelingsfunktion
fraktiler

tilfeeldige tal

teethedsfunktion
fordelingsfunktion
fraktiler

tilfeeldige tal



Tabeller

Det geelder for de allerfleste af de fordelinger som den praktisk arbejdende statistiker
benytter, at hverken fordelingsfunktionen eller den inverse fordelingsfunktion (der leve-
rer fraktilerne i fordelingen) er lette at beregne nar hjalpemidlerne er papir og blyant
og »almindelige« matematiske funktioner (s& som addition, multiplikation, division,
kvadratrod, kvadrering, logaritmefunktion, eksponentialfunktion osv.). I tidligere tider
var det et betydeligt regnearbejde at udregne palidelige numeriske approksimationer
til de almindelige fordelinger og deres fraktiler, og man nejedes derfor med at udregne
funktionsveerdierne for udvalgte vaerdier af argumenterne (her er en af forklaringerne pa
de magiske fem procent!), og statistiske tabeller var noget meget dyrebart (og copyright-
belagt). - I vore dage er det anderledes. Enhver kan nu pa en almindelig pcer pé ingen
tid udregne de almindeligt brugte fordelingsfunktioner og fraktiler med stor praecision.
Tabellerne pa side 234 og fremefter er udregnet ved brug af Tue Tjurs Turbo Pascal-unit
distr (frahttp://ezlearn.cbs.dk/stat/hamat-2/tt/).

Vi minder om at en fraktil i en fordeling er et tal x med den egenskab at der er en vis
foreskreven sandsynlighed for at fa veerdier < x. Eksempelvis er 90%-fraktilen et tal x
saledes at der er sandsynlighed 90% for at fa veerdier < x.
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Fraktiler i y>-fordelingen med f frihedsgrader

Sandsynlighed i procent

i 50 90 95 97.5 99 99.5 99.9
1 0.45 2.71 3.84 5.02 6.63 7.88 10.83
2 1.39 4.61 5.99 7.38 9.21 10.60 13.82
3 2.37 6.25 7.81 9.35 11.34 12.84 16.27
4 3.36 7.78 9.49 11.14 13.28 14.86 18.47
5 4.35 9.24 11.07 12.83 15.09 16.75 20.52
6 5.35 10.64 12.59 14.45 16.81 18.55 22.46
7 6.35 12.02 14.07 16.01 18.48 20.28 24.32
8 7-34 13.36 15.51 17.53 20.09 21.95 26.12
9 8.34 14.68 16.92 19.02 21.67 23.59 27.88

10 9.34 15.99 18.31 20.48 23.21 25.19 29.59

11 10.34 17.28 19.68 21.92 24.72 26.76 31.26

12 11.34 18.55 21.03 23.34 26.22 28.30 32.91

13 12.34 19.81 22.36 24.74 27.69 29.82 34.53

14 13.34 21.06 23.68 26.12 29.14 31.32 36.12

15 14.34 22.31 25.00 27.49 30.58 32.80 37.70

16 15.34 23.54 26.30 28.85 32.00 34.27 39.25

17 16.34 24.77 27.59 30.19 33.41 35.72 40.79

18 17.34 25.99 28.87 31.53 34.81 37.16 42.31

19 18.34 27.20 30.14 32.85 36.19 38.58 43.82

20 19.34 28.41 31.41 34.17 37.57 40.00 45.31

21 20.34 29.62 32.67 35.48 38.93 41.40 46.80

22 21.34 30.81 33.92 36.78 40.29 42.80 48.27

23 22.34 32.01 35.17 38.08 41.64 44.18 49.73

24 23.34 33.20 36.42 39.36 42.98 45.56 51.18

25 24.34 34.38 37.65 40.65 44.31 46.93 52.62

26 25.34 35.56 38.89 41.92 45.64 48.29 54.05

27 26.34 36.74 40.11 43.19 46.96 49.64 55.48

28 27.34 37.92 41.34 44.46 48.28 50.99 56.89

29 28.34 39.09 42.56 45.72 49.59 52.34 58.30

30 29.34 40.26 43.77 46.98 50.89 53.67 59.70

31 30.34 41.42 44.99 48.23 52.19 55.00 61.10

32 31.34 42.58 46.19 49.48 53.49 56.33 62.49

33 32.34 43.75 47.40 50.73 54.78 57.65 63.87

34 33.34 44.90 48.60 51.97 56.06 58.96 65.25

35 34.34 46.06 49.80 53.20 57.34 60.27 66.62

36 35.34 47.21 51.00 54.44 58.62 61.58 67.99

37 36.34 48.36 52.19 55.67 59.89 62.88 69.35

38 37.34 49.51 53.38 56.90 61.16 64.18 70.70

39 38.34 50.66 54.57 58.12 62.43 65.48 72.05

40 39.34 51.81 55.76 59.34 63.69 66.77 73-40
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Fraktiler i y>-fordelingen med f frihedsgrader

Sandsynlighed i procent

f 50 90 95 97-5 99 99.5 99.9

41 40.34 52.95 56.94 60.56 64.95 68.05 74.74
42 41.34 54.09 58.12 61.78 66.21 69.34 76.08
43 42.34 55.23 59.30 62.99 67.46 70.62 77-42
44 43.34 56.37 60.48 64.20 68.71 71.89 78.75
45 44.34 57.51 61.66 65.41 69.96 73.17 80.08
46 45.34 58.64 62.83 66.62 71.20 74.44 81.40
47 46.34 59.77 64.00 67.82 72.44 75.70 82.72
48 47.34 60.91 65.17 69.02 73.68 76.97 84.04
49 48.33 62.04 66.34 70.22 74.92 78.23 85.35
50 49.33 63.17 67.50 71.42 76.15 79.49 86.66
51 50.33 64.30 68.67 72.62 77.39 80.75 87.97
52 51.33 65.42 69.83 73.81 78.62 82.00 89.27
53 52.33 66.55 70.99 75-00 79-84 83.25 90.57
54 53.33 67.67 72.15 76.19 81.07 84.50 91.87
55 54.33 68.80 73-31 77-38 82.29 85.75 93.17
56 55.33 69.92 74-47 78.57 83.51 86.99 94.46
57 56.33 71.04 75.62 79.75 84.73 88.24 95.75
58 57.33 72.16 76.78 80.94 85.95 89.48 97.04
59 58.33 73.28 77.93 82.12 87.17 90.72 98.32
60 59.33 74.40 79.08 83.30 88.38 91.95 99.61
61 60.33 75.51 80.23 84.48 89.59 93.19 100.89
62 61.33 76.63 81.38 85.65 90.80 94.42 102.17
63 62.33 77.75 82.53 86.83 92.01 95.65 103.44
64 63.33 78.86 83.68 88.00 93.22 96.88 104.72
65 64.33 79.97 84.82 89.18 94.42 98.11 105.99
66 65.33 81.09 85.96 90.35 95.63 99.33 107.26
67 66.33 82.20 87.11 91.52 96.83 100.55 108.53
68 67.33 83.31 88.25 92.69 98.03 101.78 109.79
69 68.33 84.42 89.39 93.86 99.23 103.00 111.06
70 69.33 85.53 90.53 95.02 100.43 104.21 112.32
71 70.33 86.64 91.67 96.19 101.62 105.43 113.58
72 71.33 87.74 92.81 97.35 102.82 106.65 114.84
73 72.33 88.85 93.95 98.52 104.01 107.86 116.09
74 73.33 89.96 95.08 99.68 105.20 109.07 117.35
75 74.33 91.06 96.22 100.84 106.39 110.29 118.60
76 75.33 92.17 97.35 102.00 107.58 111.50 119.85
77 76.33 93.27 98.48 103.16 108.77 112.70 121.10
78 77-33 94.37 99.62 104.32 109.96 113.91 122.35
79 78.33 95.48 100.75 105.47 111.14 115.12 123.59
8o 79.33 96.58 101.88 106.63 112.33 116.32 124.84
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90% fraktiler i F-fordelingen.

f1 er antal frihedsgrader for telleren, f, er antal frihedsgrader for neevneren.

h

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1|39.86 49.50 53.59 55.83 57.24 58.20 58.91 59.44 59.86 60.19 61.22
2| 853 9.00 9.16 9.24 9.29 9.33 9.35 9.37 9.38 9.39 9.42
3| 554 546 539 534 531 528 527 525 524 523 5.20
4| 454 432 419 411 405 4.01 398 395 394 392 3.87
5| 4.06 3.78 3.62 3.52 3.45 3.40 3.37 3.34 3.32 3.30 3.24
6| 3.78 3.46 3.29 3.18 3.11 3.05 3.01 2.98 2.96 2.94 2.87
71 3.59 3.26 3.07 296 288 2.83 2.78 2.75 2.72 2.70 2.63
8| 3.46 3.11 292 2.81 2.73 2.67 2.62 2.59 2.56 2.54 2.46
9| 3.36 3.01 281 2.69 2.61 2.55 2.51 247 244 242 234

10| 3.29 292 273 261 252 246 241 238 2.35 232 224

11| 3.23 286 266 254 245 239 234 230 227 225 217

12| 3.18 281 261 248 239 2.33 228 224 221 219 2.10
13| 3.14 2.76 2.56 2.43 2.35 2.28 2.23 2.20 2.16 2.14 2.05
14| 3.10 2.73 2.52 2.39 2.31 2.24 2.19 2.15 2.12 2.10 2.01
15| 3.07 270 249 236 227 221 216 212 2.09 206 1.97
16 | 3.05 267 246 233 224 218 2.13 2.09 2.06 2.03 1.94
17| 3.03 2.64 244 2.31 2.22 2.15 2.10 2.06 2.03 2.00 191
18| 3.01 262 242 229 220 213 208 204 200 198 1.89
19| 299 2.61 240 2.27 2.18 2.11 2.06 202 198 196 1.86
20| 2.97 2.59 238 225 216 2.09 2.04 2.00 1.96 1.94 1.84
22| 2.95 2.56 2.35 2.22 2.13 2.06 2.01 1.97 193 1.90 1.81
24| 293 254 2.33 219 210 2.04 198 194 191 188 1.78
26| 2.91 2.52 231 2.17 208 201 196 192 188 186 1.76
28| 2.89 2,50 2.29 2.16 2.06 2.00 1.94 190 1.87 1.84 1.74
30| 2.88 249 2.28 2.14 2.05 198 193 188 1.85 1.82 1.72
40| 2.84 2.44 223 209 200 193 187 183 1.79 1.76 1.66
50| 2.81 241 220 206 197 190 184 180 1.76 1.73 1.63
75| 2.77 2.37 2.16 2.02 193 185 1.80 1.75 1.72 1.69 1.58
100 | 2.76 2.36 2.14 200 191 183 1.78 1.73 1.69 1.66 1.56
150 | 2.74 234 212 198 189 181 176 171 1.67 1.64 1.53
200 | 2.73 2.33 2.11 197 188 1.80 1.75 1.70 1.66 1.63 1.52
300 | 2.72 2.32 2.10 196 187 1.79 1.74 1.69 1.65 1.62 1.51
400 | 2.72 2.32 210 196 186 1.79 1.73 1.69 1.65 1.61 1.50
500 | 2.72 2.31 209 196 186 1.79 1.73 1.68 1.64 1.61 1.50
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95% fraktiler i F-fordelingen.

f1 er antal frihedsgrader for telleren, f, er antal frihedsgrader for neevneren.

h

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1|161.45 199.50 215.71 224.58 230.16 233.99 236.77 238.88 240.54 241.88 245.95
2| 18.51 19.00 19.16 19.25 19.30 19.33 19.35 19.37 19.38 19.40 19.43
3| 10.13 9.55 9.28 9.12 9.01 8.94 8.89 8.85 8.81 8.79 8.70
4 7.71 6.94 6.59 6.39 6.26 6.16 6.09 6.04 6.00 5.96 5.86
5 6.61 5.79 5.41 5.19 5.05 4.95 4.88 4.82 4.77 4.74 4.62
6 5.99 5.14 4.76 4.53 4.39 4.28 4.21 4.15 4.10 4.06 3.94
7 5.59 4.74  4.35 4.12 3.97 3.87 3.79 3.73 3.68 3.64 3.51
8 5.32 4.46 4.07 3.84 3.69 3.58 3.50 3-44 3.39 3.35 3.22
9 5.12 4.26 3.86 3.63 3.48 3.37 3.29 3.23 3.18 3.14 3.01

10 4.96 4.10 3.71 3.48 3.33 3.22 3.14 3.07 3.02 2.98 2.85

11 4.84 3.98 3.59 3.36 3.20 3.09 3.01 2.95 2.90 2.85 2.72

12 4.75 3.89 3.49 3.26 3.11 3.00 2.91 2.85 2.80 2.75 2.62
13 4.67 3.81 3.41 3.18 3.03 2.92 2.83 2.77 2.71 2.67 2.53
14 4.60 3.74 3.34 3.11 2.96 2.85 2.76 2.70 2.65 2.60 2.46
15 4.54 3.68 3.29 3.06 2.90 2.79 2.71 2.64 2.59 2.54 2.40
16 4.49 3.63 3.24 3.01 2.85 2.74 2.66 2.59 2.54 2.49 2.35
17 4.45 3.59 3.20 2.96 2.81 2.70 2.61 2.55 2.49 2.45 2.31
18 4.41 3.55 3.16 2.93 2.77 2.66 2.58 2.51 2.46 2.41 2.27
19 4.38 3.52 3.13 2.90 2.74 2.63 2.54 2.48 2.42 2.38 2.23
20 4.35 3.49 3.10 2.87 2.71 2.60 2.51 2.45 2.39 2.35 2.20
22 4.30 3.44 3.05 2.82 2.66 2.55 2.46 2.40 2.34 2.30 2.15
24 4.26 3.40 3.01 2.78 2.62 2.51 2.42 2.36 2.30 2.25 2.11
26 4.23 3.37 2.98 2.74 2.59 2.47 2.39 2.32 2.27 2.22 2.07
28 4.20 3.34 2.95 2.71 2.56 2.45 2.36 2.29 2.24 2.19 2.04
30 4.17 3.32 2.92 2.69 2.53 2.42 2.33 2.27 2.21 2.16 2.01
40 4.08 3.23 2.84 2.61 2.45 2.34 2.25 2.18 2.12 2.08 1.92
50 4.03 3.18 2.79 2.56 2.40 2.29 2.20 2.13 2.07 2.03 1.87
75 3.97 3.12 2.73 2.49 2.34 2.22 2.13 2.06 2.01 1.96 1.80
100 3.94 3.09 2.70 2.46 2.31 2.19 2.10 2.03 1.97 1.93 1.77
150 3.90 3.06 2.66 2.43 2.27 2.16 2.07 2.00 1.94 1.89 1.73
200 3.89 3.04 2.65 2.42 2.26 2.14 2.06 1.98 1.93 1.88 1.72
300 3.87 3.03 2.63 2.40 2.24 2.13 2.04 1.97 1.91 1.86 1.70
400 3.86 3.02 2.63 2.39 2.24 2.12 2.03 1.96 1.90 1.85 1.69
500 3.86 3.01 2.62 2.39 2.23 2.12 2.03 1.96 1.90 1.85 1.69
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97.5% fraktiler i F-fordelingen.

f1 er antal frihedsgrader for telleren, f, er antal frihedsgrader for neevneren.

h

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1|647.79 799.50 864.16 899.58 921.85 937.11 948.22 956.66 963.28 968.63 984.87
2| 3851 39.00 39.17 39.25 39.30 39.33 39.36 39.37 39.39 39.40 39.43
3| 17.44 16.04 15.44 15.10 14.88 14.73 14.62 14.54 14.47 14.42 14.25
4| 12.22 10.65 9.98 9.60 9.36 9.20 9.07 8.98 8.90 8.84 8.66
5| 10.01 8.43 7.76 7.39 7.15 6.98 6.85 6.76 6.68 6.62 6.43
6 8.81 7.26 6.60 6.23 5.99 5.82 5.70 5.60 5.52 5.46 5.27
7 8.07 6.54 5.89 5.52 5.29 5.12 4.99 4.90 4.82 4.76 4.57
8 7.57 6.06 5.42 5.05 4.82 4.65 4.53 4.43 4.36 4.30 4.10
9 7.21 5.71 5.08 4.72 4.48 4.32 4.20 4.10 4.03 3.96 3.77
10 6.94 546 483 447 424 407  3.95 3.85 3.78 3.72 3.52
11 6.72 5.26 4.63 4.28 4.04 3.88 3.76 3.66 3.59 3.53 3.33
12 6.55 5.10 4.47 4.12 3.89 3.73 3.61 3.51 3.44 3.37 3.18
13 6.41 4.97 4.35 4.00 3.77 3.60 3.48 3-39 3.31 3.25 3.05
14 6.30 4.86 4.24 3.89 3.66 3.50 3.38 3.29 3.21 3.15 2.95
15 6.20 4.77 4.15 3.80 3.58 3.41 3.29 3.20 3.12 3.06 2.86
16 6.12 4.69 4.08 3.73 3.50 3.34 3.22 3.12 3.05 2.99 2.79
17 6.04 4.62 4.01 3.66 3.44 3.28 3.16 3.06 2.98 2.92 2.72
18 5.98 4.56 3.95 3.61 3.38 3.22 3.10 3.01 2.93 2.87 2.67
19 5.92 4.51 3.90 3.56 3.33 3.17 3.05 2.96 2.88 2.82 2.62
20 5.87 4.46 3.86 3.51 3.29 3.13 3.01 2.91 2.84 2.77 2.57
22 5.79 4.38 3.78 3.44 3.22 3.05 2.93 2.84 2.76 2.70 2.50
24 5.72 4.32 3.72 3.38 3.15 2.99 2.87 2.78 2.70 2.64 2.44
26 5.66 4.27 3.67 3.33 3.10 2.94 2.82 2.73 2.65 2.59 2.39
28 5.61 4.22 3.63 3.29 3.06 2.90 2.78 2.69 2.61 2.55 2.34
30 5.57 4.18 3.59 3.25 3.03 2.87 2.75 2.65 2.57 2.51 2.31
40 5.42 4.05 3.46 3.13 2.90 2.74 2.62 2.53 2.45 2.39 2.18
50 5.34 3.97 3.39 3.05 2.83 2.67 2.55 2.46 2.38 2.32 2.11
75 5.23 3.88 3.30 2.96 2.74 2.58 2.46 2.37 2.29 2.22 2.01
100 5.18 3.83 3.25 2.92 2.70 2.54 2.42 2.32 2.24 2.18 1.97
150 5.13 3.78 3.20 2.87 2.65 2.49 2.37 2.28 2.20 2.13 1.92
200 5.10 3.76 3.18 2.85 2.63 2.47 2.35 2.26 2.18 2.11 1.90
300 5.07 3.73 3.16 2.83 2.61 2.45 2.33 2.23 2.16 2.09 1.88
400 5.06 3.72 3.15 2.82 2.60 2.44 2.32 2.22 2.15 2.08 1.87
500 5.05 3.72 3.14 2.81 2.59 2.43 2.31 2.22 2.14 2.07 1.86
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f1 er antal frihedsgrader for telleren, f, er antal frihedsgrader for neevneren.

99% fraktiler i F-fordelingen.

h

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 15
1| 4052.18 4999.50 5403.35 5624.58 5763.65 5858.99 5928.36 5981.07 6022.47 6055.85 6157.28
2 98.50 99.00 99.17 99.25 99.30 99.33 99.36 99.37 99.39 99.40 99.43
3 34.12 30.82 29.46 28.71 28.24 27.91 27.67 27.49 27.35 27.23 26.87
4 21.20 18.00 16.69 15.98 15.52 15.21 14.98 14.80 14.66 14.55 14.20
5 16.26 13.27 12.06 11.39 10.97 10.67 10.46 10.29 10.16 10.05 9.72
6 13.75 10.92 9.78 9.15 8.75 8.47 8.26 8.10 7.98 7.87 7.56
7 12.25 9.55 8.45 7.85 7.46 7.19 6.99 6.84 6.72 6.62 6.31
8 11.26 8.65 7.59 7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 5.91 5.81 5.52
9 10.56 8.02 6.99 6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35 5.26 4.96
10 10.04 7.56 6.55 5.99 5.64 5.39 5.20 5.06 4.94 4.85 4.56
11 9.65 7.21 6.22 5.67 5.32 5.07 4.89 4.74 4.63 4.54 4.25
12 9.33 6.93 5.95 5.41 5.06 4.82 4.64 4.50 4.39 4.30 4.01
13 9.07 6.70 5.74 5.21 4.86 4.62 4.44 4.30 4.19 4.10 3.82
14 8.86 6.51 5.56 5.04 4.69 4.46 4.28 4.14 4.03 3.94 3.66
15 8.68 6.36 5.42 4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.89 3.80 3.52
16 8.53 6.23 5.29 4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78 3.69 3.41
17 8.40 6.11 5.18 4.67 4.34 4.10 3.93 3.79 3.68 3.59 3.31
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.01 3.84 3.71 3.60 3.51 3.23
19 8.18 593 5.01 4.50 4.17 3-94 3.77 3.63 3.52 3.43 3.15
20 8.10 5.85 4.94 4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46 3.37 3.09
22 7-95 5.72 4.82 4.31 3-99 3.76 3.59 3.45 3.35 3.26 2.98
24 7.82 5.61 4.72 4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26 3.17 2.89
26 7.72 5.53 4.64 4.14 3.82 3.59 3.42 3.29 3.18 3.09 2.81
28 7-64 5-45 4.57 4.07 3.75 3.53 3.36 3.23 3.12 3.03 2.75
30 7.56 5.39 4.51 4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 2.98 2.70
40 7.31 5.18 4.31 3.83 3.51 3.29 3.12 2.99 2.89 2.80 2.52
50 7.17 5.06 4.20 3.72 3.41 3.19 3.02 2.89 2.78 2.70 2.42
75 6.99 4.90 4.05 3.58 3.27 3.05 2.89 2.76 2.65 2.57 2.29
100 6.90 4.82 3.98 3.51 3.21 2.99 2.82 2.69 2.59 2.50 2.22
150 6.81 4.75 3.91 3.45 3.14 2.92 2.76 2.63 2.53 2.44 2.16
200 6.76 4.71 3.88 3.41 3.11 2.89 2.73 2.60 2.50 2.41 2.13
300 6.72 4.68 3.85 3.38 3.08 2.86 2.70 2.57 2.47 2.38 2.10
400 6.70 4.66 3.83 3.37 3.06 2.85 2.68 2.56 2.45 2.37 2.08
500 6.69 4.65 3.82 3.36 3.05 2.84 2.68 2.55 2.44 2.36 2.07
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234

Fraktiler i t-fordelingen med f frihedsgrader

Sandsynlighed i procent

f 90 95 97.5 99 99.5 99.9 /
1 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 318.309 1
2 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327 2

3 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215 3
4 1.533 2.132 2.776 3.747 4.604 7-173 4

5 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 5
6 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 6
7 1.415 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 7
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 8
9 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 9
10 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 10
11 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 11
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 12
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 13
14 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 14
15 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 15
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 16
17 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 17
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 18
19 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 19
20 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 20
21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 21
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 22
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 23
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 24
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 25
30 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 30
50 1.299 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261 50
75 1.293 1.665 1.992 2.377 2.643 3.202 75
100 1.290 1.660 1.984 2.364 2.626 3.174 100
150 1.287 1.655 1.976 2.351 2.609 3.145 150
200 1.286 1.653 1.972 2.345 2.601 3.131 200
400 1.284 1.649 1.966 2.336 2.588 3.111 400




Stikord

Stikord skrevet med skrivemaskineskriften er navne pa R-funktioner.

# 226

18, 225
<- 225
? 225

abline 71,123,153

atheengig variabel 103
afrundingsfejl 112

anova 123,138,150, 154, 175, 192
antalsparameter 11,15, 196

aov 99

apply 176

as.character 153
as.factor 123

baggrundsvariabel 103,131, 141
barplot 18,175

bartlett.test 99

Bartletts test 97
beregningsnulpunkt 64
binom.test 33

binomialfordeling 9, 11, 15, 18, 141, 226
binomialformlen 15

binomialforseg 9
binomialkoefficient 11,12, 15,17

c 225

cbind 18, 72,152,220

central estimator 27, 64
Central Greenseverdisetning 75
chisq.test 214

choose 17

colSums 191, 204

data 71, 86,123
dbinom 18, 226
dchisq 226

determinationskoefficient 134
df 226

diag 72

dispersionstest 164, 174,177
dnbinom 176, 226

dnorm 58,71,226
dosis-respons model 142
dpois 174, 226

dt 226

eksakt test 43,48
elementarforseg 9,193
empirisk fordeling 19

ensidet test 68, 80

ensidet variansanalyse 89, 96, 98
estimat, generelt 23
estimation, generelt 23
estimationsligninger 132
estimator 27,113

d 58,70
¢ 58
F-fordeling 226, 230
F-test 96,117
factor 99,192
faktor 99
fisher.test 50
Fishers eksakte test 48
fittet veerdi 105
forklarende variabel 103, 131
forklaret variabel 103
fraktil 32,58, 60, 70, 227
fraktildiagram 69, 71
fraktiler 226
i F-fordelingen 226, 230
i t-fordelingen 226, 234
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i y*-fordelingen 226, 228 multinomialfordeling 193, 196, 207, 215
frihedsgrader 32, 42, 63, 65, 93, 203 multinomialkoefficient 195
function 152,176, 220, 221 multipel lineaer regression 131

multiplikativ poissonmodel 179
gammafordeling 172

Gauf3-fordeling Se normalfordeling N(u,0%) 57

generaliseret lineaer model 183, 190 negativ binomialfordeling 172, 226
glm 153,175,190, 191, 204, 214 nlm 221

glm.nb 175,176 normalfordeling 54, 226

Ol-variabel 11, 16,156
Hardy-Weinberg ligevaegt 216

help 225 Ockhams ragekniv 134
histogram 69, 71 odds 143

homogenitet mellem grupper 93 optim 221
hypergeometrisk fordeling 21, 48 ordnede observationer 69
hypotese, generelt 27, 44 outlier 61

ifelse 192,221 pairs 138

indikatorvariabel 9

. . parameter, generelt 23
intensitet 159

Pascals trekant 13, 14

pbinom 226

pchisq 33,50, 153,174, 191, 204, 214, 226
Pearsons X?> 50, 52, 214

kontingenstabel 207
korrelationskoefficient 134
kvadratisk skalaparameter 57

kvotientteststorrelse 28, 29, 41 p.f 2%6

pindediagram 18, 20
likelihoodfunktionen 25 plot 58,123,152, 153
likelihoodmetoden 23 pmax 176
lines 71,153 pmin 176
lineeer regression 103 pnbinom 226
im 100,123,138 pnorm 58,226
log 225 poissonfordeling 155,159, 226
logaritmisk normalfordelt 73 polynomial... ~ Se multinomial...
logistisk regression 141 positionsparameter 53, 57
logit 143,144 ppois 226
1ls 225 probit 58,71

prop.test 49
maksimaliseringsestimat 26 precision (i fordeling) 57
maksimaliseringsestimator 27 pt 226
matrix 18,71,176
max 174 q 225
mean 71,174 gbinom 226
median 57 qchisq 33,226
middelfejl 27, 72, 112, 135, 136, 168 qf 226
min 174 gnbinom 226
mindste kvadraters metode 108 gqnorm 226
modelfunktionen 24 gpois 226
modelkontrol 116, 147, 164 qgnorm 71
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qt 226

R 225
R* 134
Raunkieer-cirklinger
rbind 175,204
rbinom 18,226
rchisq 226
read.table
regression 103
logistisk 141
multipel lineser 131
simpel lineser 105
regressionskoefficient 106
rep 174,175
require 71,123,214
residual 78, 105, 110, 133
responsvariabel 103
rf 226
rnbinom 226
rnorm 71,226
round 18, 72,174,204
rowMeans 71
18,191, 204
176, 226

161, 178

rowSums
rpois

rt 226
reekkevirkning 209

sammensat hypotese 45
sandsynlighedsfunktion 10
sandsynlighedspapir 71
sandsynlighedsparameter 11, 15, 196
sandsynlighedssimplex 196,197, 217
sandsynlighedstethed 56
scatterplot 124, 137,138

sd 71

seq 58,71,153

signifikans 30

signifikant forskel 28

signifikant teststorrelse 30

simpel hypotese 44

simpel linezer regression 103
simultan sandsynlighedsfunktion 10
standardafvigelse 17
standardnormalfordelingen 58
statistisk hypotese ~ Se hypotese
stikprove 61

99,123,152,175,191, 204, 214

stokastisk uafheengighed 10
stokastisk variabel 10
Students t 67, 80

sum 191, 204, 225

summary 99,123,153, 154
systematisk variation 77, 91, 106
sgjlevirkning 209

t-fordeling 226, 234
t-test
enstikprgveproblem 67,71
linezer regression 121, 122
multipel regression 135
tostikpreveproblemer
t.test 71,86
test, generelt 28
testsandsynlighed 30, 68, 96
tilfeeldig variation 77, 91,106
tosidet test 68, 80
trinomialfordeling
truehist 71

199, 215

uatheengig variabel 103
uathangighed i kontingenstabel
update 123,138,154, 175,192

var 72,174

var.test 86

varians 16

variansanalyse 96
ensidet 89, 96, 98

variansanalyseskema 96, 120

varianshomogenitet 76, 97

variation
inden for grupper
mellem grupper 95,118
omkring regressionslinjen
ombkring totalgennemsnittet
regressionslinjens 118
total 118

vekselvirkning 209

X? 50,52

80, 85

208

95,117,118

117,118

95

x*-approksimation 32, 42, 169, 203, 212

y*-fordeling 32, 226, 228
xtabs 191,204, 214
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