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Vedr. Afsnit 3.12

1 Forste tilbagevenden til start

Vi betragter en symmetrisk random walk Yy, Y1, Y5,... der starter i 0 (dvs. Y, =0). Vi
vil finde sandsynligheden f,, for at forste tilbagevenden til 0 sker efter praecis 2n
skridt, dvs.

fon=P(Y1#0,Y,#0,...,Yy, 1 #20,Y,,=0).

(Dette problem er ogsa genstand for behandling i bogens afsnit 3.12.)

Da der er tale om en symmetrisk random walk, har enhver sti af leengde 2n
sandsynlighed (1)*", si vi mangler blot at bestemme antallet af stier med den
onskede egenskab: Hvis forste skridt er +1, skal vi derefter have en sti der begynder
i +1 og forste gang rammer tidsaksen efter 2n — 1 skridt; antallet af sddanne stier er
ifolge formel (4) pa side[4i neerverende notat
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Der er det samme antal stier som forste gang vender tilbage til 0 efter i alt 2n skridt
og hvor forste skridt er —1, sa ved at gange det netop fundne antal med 2 og med
(%)2” far vi den sogte sandsynlighed til

1 (2n-2\,1\2n-2
P (27)(5)
1
=5, P(Y2,2=0).
Man benytter undertiden betegnelsen u,,, for sandsynligheden for at en symmetrisk
random walk efter 2m skridt er tilbage i sit udgangspunkt, dvs. u,,, = (zm)(%)z’”.

m
Med denne notation er f,, = 21_11 U7, jf. formel (3.34) i bogen.
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2 Manglende tilbagevenden til start

Vi betragter en symmetrisk random walk Yy, Y1, Y5,... der starter i 0 (dvs. Yy = 0). Vi
vil finde sandsynligheden for at den efter 2n skridt endnu ikke er vendt tilbage til 0,
altsa P(Y; #0,Y; #0,...,Y,, = 0). Da der er tale om en symmetrisk random walk,
har enhver sti af leengde 21 sandsynlighed (3)?", s& vi mangler blot at bestemme
antallet af stier med den enskede egenskab.

Lad k vere et positivt heltal mindre end eller lig n. Antallet af stier der begynder
i0, efter 2n skridt er i 2k, og som undervejs ikke rammer tidsaksen, er det samme
som antallet af stier der begynder i 2k og som rammer tidsaksen for forste gang
efter 2n skridt [begrundelse: vend tidsaksens orientering], og det er ifelge formel

lig
2n—1 2n—1
n+k-1 n+k |
Ved at summere disse antal for k = 1,2,...,n, far vi antallet af stier der befinder sig
over tidsaksen til og med skridt 2n; summen bliver en »teleskopsum«, minus-delen

iled nr. k gar ud mod plus-delen iled nr. k+1, sa resultatet bliver det forste plus-led
minus det sidste minus-led:

(ot iy et B
(7 )

Der er det samme antal stier under tidsaksen, sa det samlede antal stier der i lgbet
af 2n skridt ikke vender tilbage til udgangspunktet, er

2X(2n—1)_ 2(2n-1)! _ (2n)! _ (211)'

n | nl(n-1) (n!)? n

Den sogte sandsynlighed er dermed
2n\,1\2n
P(Y; #0,Y; #0,..., Yy, #0) = ( n )(5)
=P(

an = 0)

(Dette er formel (3.35) i bogen — nar man retter trykfejlen dér.)
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Nogle nyttige hjelperesultater

Det folgende handler om stier (sample paths) for random walks hvor tidsskridtene

har leengde 1 og hvor springene op og ned er enten +1 eller —1.

Al.

A2.

A3.

A4.

Hvis man efter n tidsskridt er naet stykket k vaek fra udgangspunktet, sa har
der nedvendigvis varet %(n + k) spring af storrelse +1 og %(n — k) spring af
storrelse —1EINB: k regnes med fortegn, sd —n <k < n.

n+k er nodvendigvis et lige tal, sa %(n + k) er et helt tal.

Antallet af stier der efter n skridt er endt stykket k fra udgangspunktet, er lig

n
(%(n+k))' S
Det folger af[AT]

Spejlingsprincippet forteeller ofl at antallet af stier der i lobet af n tidsskridt
gar fra yo > 0 til y; > 0 og som undervejs har krydset eller veeret pa tidsaksen,
er lig antallet af veje som pa n skridt gar fra y, til —y;. Dette antal er ifolge[A2]

n
(%(”"‘3}0"’?1)). )

Antallet af stier der begynder i vy og efter n skridt rammer tidsaksen for forste

n—1 n—1
(%(Hyo)—l)_(%(nw)))' )

Bevis: Antallet afheenger ikke af y,s fortegn, sa lad os antage at yy > 0. Det

gang, er lig med

sogte antal er lig med antallet af stier der begynder i y; og efter n—1 skridt
befinder sig i y; = 1 og som ikke har rort tidsaksenEI Dette antal er lig med
N; — N, hvor N er antal stier i alt af leengde n -1 fra y, til 1, og N, er lig

! Fordi $(n+k)-L(n-k) =k
2 Man skal spejle den del af stien der kommer efter dens sidste besag i 0, omkring tidsaksen.
3 For skridt nr. n er der kun den ene mulighed —1.
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antal stier af leengde n—1 fra y, til 1 som undervejs berorer tidsaksen; N; og
N, kan derfor findes ved hhv. formel (1)) og formel , sa det sogte antal e

( n—1 )_( n—1 )_( n—1 )_( n—1 )
Tm+yo)—1) \S(n+y0)] \5(n-v0)] \J(n+o)

som pastaet.

Udtrykket (3) kan omskrives pa folgende made:

( n—1 )_( n—1 )
S(n+v0)—1) \S(n+y)

_ (n—1)! ~ (n—1)!
(Smrp) 1) (Sn-po))t (S0r+0)) (S(n-po)-1)!
_ nt (3(n+p)) ~ nt (3(n = o))
(S 90) (30r-90)) n(50r+90)) (500 -p0))!

_ n! (%(”ﬂ/o) ~ %(”—yo))
Lty -y n

i
n \3(n+yo)/

Dette gaelder for y, > 0. Hvis yy < 0, skal man i formlen erstatte yy med -y, sa
det generelle udtryk for antal stier der rammer tidsaksen for forste gang efter

n skridt bliver ol
Yo n
%ol , 4
n (%(”ﬂ/o)) @

der svarer til det der star nederst pd side 63 i bogen.

4 Lighedstegnet folger ved anvendelse af formlen () =0
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