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Resumé:

Denne rapport vil undersgge hvor stort et om-
fang, de valg som tages i Igbet af modelle-
ringsprocessen, pavirker den endelige model, og
pa hvilke mader denne model bliver pavirket af
hvert af disse valg.

Dette undersgges f@rst teoretisk, ved at tage en
masse mulige valg under matematisk modelle-
ring til diskussion af relevans for modellen, samt
forskellige problematikker, som kunne have re-
levans at have i baghovedet. Lgbende vurderes
de forskellige emner, gennem kvalitativ analyse
af fordele og ulemper, som senere kan refereres
tilbage til.

Herefter undersgges problemstillingen gennem
en mere praktisk vinkel, hvor en model case ta-
ges under mikroskopet. Her ssmmenlignes deres
model med en model opstillet pd baggrund af et
enkelt anderledes valg, siledes at kun dette en-
kelte valg i modelleringsprocessen adskiller de
to modeller. Derved tillades det at undersgge
betydningen af lige netop dette valg i modelle-
ringsprocessen, saledes at en diskussion af det
optimale valg til netop denne model kan fgres.
Rapporten afslutter med at samle op pa alle
disse ting, og det diskuteres samlet, hvor stor
en effekt de forskellige mulige valg kan have
for modeller. Dette ggres ved at analysere hvor
meget af den observerede pavirkning, som er
specifikt til casen, og hvilke der er sande i en
mere generel forstand.




Abstract

This paper was developed as a third semester project at Roskilde Universi-
ty. The purpose of the paper was to divide the formulation of mathematical
models into steps and examine how the choices made in each of these steps
affects the model. The problem statement behind the project is,

“What consequences do the contemplations and choices of the
modeller have for the resulting model’s ability to describe a sy-
stem?”.

The method chosen to answer this problem statement was to analyse a case
model by Kuznetsov & Knott from the article ”Modeling Tumor Regrowth
and Immunotherapy”

based on theory for a range of different modelling tools. The analysis of this
model was divided into three steps.

First we analysed the model based on the information available in the
articles. This was done to evaluate the accuracy of the model and its pa-
rameters, as well as the articulation of this accuracy in the articles. It was
established that most parameter values are fairly uncertain; although this is
common for biological systems.

Afterwards we analysed the sensitivity of the parameters and repeated
the parameter estimation. This resulted in a slightly better fit for the model
and a confirmation that one of the parameter, g, is difficult to estimate ac-
curately due to limitations of the dataset.

Lastly, we applied changes to the construction of the model on an indivi-
dual basis and investigated the effects of these changes. It was found that the
conditional statement could be replaced accurately by a logistic growth fun-
ction to make the model continuous. It was also found that the system allowed
for a certain variation in the effectiveness of the killer cells, although these va-
riations did affect its required period for cancer cell destruction. Furthermore
it was investigated whether the model could be simplified by perceiving one
of the equations in a quasi-steady state. This simplification had a large effect
on the system and was deemed unsuitable for most applications of the model.

We also modelled the system through difference equations for which case,
we introduced a temporal displacement for one the equations. This was done
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to match the description of the perceived system of the article. This change
resulted in a massive difference of the model, where the populations no longer
reached a steady state, but rather oscillated around it.

Overall the original model was found to be well-considered for most cases,
although the articulation of the process behind the creation of the model was
found to be somewhat lacking. Several of the applied modifications resulted
in significant changes in the system. Thus it was seen that changing merely
one perception of the system can consequently change the model significantly
as well.
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Forord

Denne rapport er skrevet af Bjgrn, Frederik, Karl, Kenny, Max og Poul i ef-
terarssemesteret 2018. Projektet omhandler procesforlgbet under matematisk
modellering. Rapporten er udarbejdet som et led i 3. semesters projektforlgb
pa Roskilde universitets NatBach uddannelse. Projektets formal har veaeret
at undersgge hvilke valg der foretages ved udfeerdigelsen af matematiske mo-
deller, hvilke overvejelser der ligger bag dem, samt hvilken betydning valgene
far for modellen.

Rapporten er forfattet i ShareLaTeX, mens databehandling fortrinsvist er
udfert i Matlab R2017b. Grafer og matematiske figurer er ligeledes designet i
Matlab, mens gvrige figurer er lavet i Paint; safremt de er inspireret af andre
kilder, noteres dette i figurtekst.

Der rettes tak til vores vejledere Johanne Gudmand-Hgyer, Zamra Sajid
og Johnny T. Ottesen for deres hjelp til udfserdigelse af projektet. Der rettes
ogsa tak til Rasmus Kristoffer Pedersen og Viggo Andreasen for bidrag til
forstaelse af koncepterne bag matematisk modellering. Der rettes yderligere
tak til Johnny Ottesen for bidrag til projektets kildemateriale.

Rapporten henvender sig til universitetsstuderende med en interesse for
matematik. Det er ikke ngdvendigvis en forudsaetning at studere matematik,
men rapporten er henvendt til studerende som er vant til at beskaeftige sig
med, og inddrage, matematik, som del af deres studie. Der forudsaettes sam-
tidig en generel viden og interesse for naturvidenskab, samt forstaelse af den
naturvidenskabelige metode.
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Laesevejledning

Henvisninger til figurer og tabeller er noteret saledes, at de er formateret som
kapitelnummeret efterfulgt af nummeret pa figuren i kapitlet; Eksempelvis
Figur 4.3 eller Tabel 3.1. Ligninger er noteret pa samme made, blot med
parentes omkring nummeret; Eksempelvis Ligning (4.2). Litteraturliste og
kildehenvisning folger APA, hvorved henvisninger markeres som (Forfattere,
Arstal). Notationen henviser til tilsvarende punkter i bibliografien, hvor fuld
forfatterliste, titel, udgave, samt udgiver vil fremga. Ved hjemmesider refe-
reres der til webadresse, dato for sidste besgg, samt sa vidt muligt forfatter,
opretshaver og titel.

Afsnit og underafsnit indeholder metaafsnit, hvori det forklares hvad
formalet med afsnittet er, og i nogle tilfaelde opsummerer det som er fin-
det frem til i afsnittet. Disse afsnit forekommer i skraskrift, sa de let kan
adskilles fra den normale tekst. Rapportens struktur begynder med en teo-
retisk gennemgang af hvilke faktorer der kan pavirke en matematisk models
kvalitet, egnethed og validitetsomrade.

Herefter tages der udgangspunkt i en konkret model, som analyseres ud
fra de pageeldende faktorer. Til dette formal anvendes en model fra artik-
len, Modeling Tumor Regrowth and Immunotherapy af Kuznetsov &
Knott (Kuznetsov & Knott, 2001). Denne artikel vil gennem rapporten re-
fereres til som KK. I forbindelse med analyse af modellen vil der inddrages
en artikel af Kuznetsov, Perelson, Makalkin & Taylor, Nonlinear dyna-
mics of immunogenic tumors: Parameter estimation and global
bifurcation analysis (Kuznetsov, Makalkin et al., 1994), som vil forkortes
til KP. Til sidst vil valgenes indflydelse pa modellen diskuteres; bade i for-
hold til matematisk og praktisk betydning.

Strukturen for rapporten er vist herunder pa figur 2.
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Figur 2: Figur som viser strukturen for rapporten. De forskellige dele af
rapporten er vist med forskellige geometriske former, og farver. Nederst pa
figuren, er det vist hvordan de forskellige dele er markeret.

Som ses pa figur 2, er rapporten struktureret saledes, at der fgrst fore-
kommer noget teoretisk viden, som derefter munder ud i en analyse. Denne
analyse vil veere omdrejningspunktet for rapporten, og vil ogsa indebeere

viii



nogle umiddelbare diskussion af resultaterne. de dele som er markeret som
”Diskussion” pa figuren, er de sektioner hvor resultaterne fra analysen vil
blive brugt, til at drage mere brede konklusioner om emnet.

1X



1. Introduktion

1.0.1 Indledning

Naturvidenskab, og matematik i seerdeleshed, har altid haft en unik rolle i
akademia qua dens metodiske opsggen efter utvetydige svar. Da matema-
tik samtidig er en meget universel disciplin, som let kan inkorporeres selv
udenfor det naturvidenskabelige felt, anvendes det for eksempel ofte til at
underbygge den mere fortolkende og spekulative tilgang, som ellers anvendes
i samfundsvidenskaben (Noble, 1982).

Modellering fremstar i denne forbindelse som et af matematikkens mest
alsidige veerktojer. Et veerktej, som kan bidrage massivt til bade forstaelse
og beskrivelse af et system; safremt det altsa anvendes korrekt og velover-
vejet. Dette er iseer en udfordring indenfor de omrader, som ikke normalvis
anvender en naturvidenskabelig tilgang, men selv inden for det naturviden-
skabelige felt kommer refleksioner omkring modellen ofte ikke fyldestggrende
til udtryk. Dette kan for eksempel komme til udtryk ved at modeller veelges
ud fra konvention eller personlig praeference fremfor, hvor egnet modeltypen
er til en given situation.

Under opstilling af en matematisk model, foretages der et virvar af valg,
hvoraf mange har kvantificerbare konsekvenser for modellen. Nogle af disse
valg tages pa baggrund af forudgaende viden om det system som den mate-
matiske model skal afbilde, mens andre valg tages mere ubevidst pa baggrund
af tidligere erfaring med modellering. Pa baggrund af dette vil der i dette
projekt foretages en undersggelse af hvilke muligheder der er tilgaengelige i
processen bag matematisk modellering, samt hvilken effekt valgene der fore-
tages mellem disse muligheder har. Samtidig vil det undersgges og diskuteres
hvilke vilkar og kriterier der kan opsattes for hvad der udggr en "god” ma-
tematisk model.

I projektet vil de forskellige beslutninger som tages i modelleringsproces-
sen blive undersggt, med en af modellerne opstillet i: Modeling Tumor Re-
growth and Immunotherapy af V.A Kuznetsov & G.D. Knott, som udgangs-
punkt. Mere praecist vil de veerktgjer som er tilgaengelige, og deres betydning



vil seettes under mikroskopet. Den pagaeldende model beskriver dynamikker-
ne mellem cancerceller og immunforsvar i et sygdomsforlgb. Modellen har
siden hen dannet udgangspunkt for forsgg pa optimering af modellen (Cian-
cio & Quartarone, 2013). Samtidig er modellen oplagt til en analyse af de
enkelte valg, da den opfylder sin funktion gennem blot to differentiallignin-
ger og dermed har tilstraekkeligt fa parametre til at leddenes indflydelse pa
systemet kan betragtes enkeltvist.

Under analysen vil de steder i modelleringsprocessen, hvor KK har fo-
retaget valg med stgrst betydning for den fremstillede model, fremheeves.
Konsekvensen ved de foretagede valg vil analyseres med henblik pa at un-
dersgge hvordan det ville have pavirket modellen, hvis alternative valg var
truffet. I den forbindelse vil det samtidig overvejes, hvorvidt alternative valg
i visse tilfzelde kan have veaeret mere egnet til at opfylde modellens formal.

I modelleringsprocessen er der en raekke ”vaerktgjer”som kan tages i brug,
til at opstille en model af det observerede feenomen. Her menes vaerktgjer at
betegne alle de hjelpende redskaber, som analyser og algoritmer, samt ma-
tematiske sendringer af selve systemet. Undersggelsen af modelleringsvalgene
vil foretages med udgangspunkt i disse veerktgjer og deres rolle for den re-
sulterende model.

Motivationen for dette studie er dermed bade en refleksionsproces over
opstillingen af matematiske modeller, samt en vurdering af hvilken effekt en
sadan refleksionsproces, under selve modelleringen, kan have for den endelige
model.

Dette vil undersgges via folgende problemformulering;:

1.0.2 Problemformulering

Huilke konsekvenser kan modellgrens overvejelser og wvalg af modellerings-
verktgjer have for den fremstillede models evne til at beskrive et system?

1.0.3 Metode og afgreensning

Vi har teenkt os at undersgge vores problemformulering via en systematisk
gennemgang af forskellige valg og begraensninger, som kan opsta under den
matematiske modelleringsproces, samt den effekt de har pa resultatet. Heref-
ter vil disse overvejelser anvendes i samspil med et eksempel pa en matema-
tisk model fra en anerkendt videnskabelig artikel. Det vil i denne forbindelse



blive undersggt bade hvor stor og hvilken relevans refleksioner omkring pro-
cessen har for det feerdige produkt. Projektet vil have fokus pa selve de over-
vejelser som ligger bag opstillingen af en matematisk model, og de veaerktgjer
som kan bruges under denne proces. Alle undersggelser som foretages, gores
med henblik pa at kunne vurdere deres universelle egenskaber, saledes at den
endelige konklusion vil veere brugbart for enhver modellering, og ikke kun mo-
deller som ligner casens i stor grad. Derved vil rapporten kunne bruges til
evaluering af hvert veerktgjs egenskaber. Pa denne made opfyldes semester-
bindingen, som lyder:

Refleksion over naturvidenskab og videnskabsteori

Semesterbindingen kreever, at der tages udgangspunkt i en specifik case,
som i denne rapport vil udggres af en opstillet model (Kuznetsov & Knott,
2001). For at afgreense omradet som undersgges, vil der veere fokus pa mo-
delleringsveaerktgjer som er relevante for ikke-linesere differentialligningsmo-
deller, som er ikke-linezere i bade parametre og variable.



Ordforklaring

Algoritme

En proces som kan folges, til beregning og problemlgsning

Approksimere

At tilnzerme sig noget, eksempelvis veerdi eller kurve

Betinget erklaering

En erkleering der beskriver at en aktion sker, safremt at en eller flere betin-
gelser er opfyldt, for eksempel hvis og mens erkleeringer inden for program-
mering

Black-box modellering

En model som opfgrer sig pa samme made som et system, men som ikke
inkorporerer noget andet viden om systemet, end datasaettet
Deterministisk

Noget som er betinget af noget andets karakteristika

Diskret tid

Tid med bestemte veerdier i mellem. Eksempelvis t=1,2,3...10
Differentialligning

En ligning som beskriver heeldningen af en funktion

Differensligning

En ligning som beskriver sendringen i et system over et diskret tidstrin, som
funktion af den nuveerende funktion. Bruges rekursivt til at beskrive en ud-
viklinger over en periode

Fit

et udtryk for korrelationen mellem teori og data

Fitting

Processen at tilpasse parameterstgrrelser saledes at det bedste mulige fit
opnas

Faenomenologisk modellering

Samme som Black-box modellering

Gauss-kurve

Et begreb for en normalfordeling

Grey-box-modellering

En modelleringsform, som bade ggr brug af praktisk data og teoretisk viden
om emnet

Hyperbolsk

Hyperbolsk bruges i denne rapport, som udtryk om differentialligninger at
de er lgslige til alle tider

Konsekvens

Benyttes i denne rapport defineret som et resultat af en handling



Kontinuert tid

Tidlinje uden spring eller huller i tidslinjen

Kvasistabil

Pseudostabil. I konteksten her bruges det som et udtryk, hvor en lignings af-
ledte er sat til 0, isoleret en parameter og substitueret ind i en anden ligning,
for derefter at finde den lignings udvikling og steady state

Linearisering

At ggre noget ret med et 1. grads polynomie

Mekanistisk modellering

En model som er baseret pa teoretisk viden om et system. Betyder det sam-
me som White-box modellering

Modelleringsveaerktagjer

Hjeelpende redskaber, som analyser og algoritmer, samt matematiske sendrin-
ger af selve systemet, som kan bruges i modelleringsprocessen

ode23s

'Ordinary differentiel equation 23 solver’. En funktion i Matlab
Operationel parameter

En styrende parameter

Parameterrum

Det rum som udspeendes af parametrene og det interval af veerdier de tillades
at antage i modellen

Parameterestimeringen

En mangvre, hvor veaerdierne for parametre estimeres

Rekursiv

Gentagen pafgrsel af en procedure til efterfolgende maengder

Rekursiv funktion

En funktion som pafgres pa en startmeengde, og rekursivt pa resultatet af
funktionen et antal gange

Residual

Afstanden mellem den observerede veerdi, og den estimerede veerdi

Robust

Ordet robust i denne rapports kontekst betyder, at ved variationer af para-
metervaerdien sendrer udfaldet meget begraenset (ingen ting)
Sensitivitetsanalyse

En analyse, som stiller parametre op mod hinanden og viser hvor sensitive
de er over for hinanden

Shuffled Complex Evolution

En metode, som bruges i et analyseprogram

Stiff

Udtryk som bruges om ligninger, som ikke sendrer sig ”for hurtigt”. Matlab
kraever stiff equations, nar den skal plotte ligninger



Stokastisk

Tilfeeldig afvigelse fra eksempelvis en parameterveerdi
Sggealgoritme

Et program, som bruger en algoritme til at sgge med
T-celler

Draeber celler for kroppens immunsystem

White-box modellering

En model som er baseret pa teoretisk viden om et system
AEkvilibriumspunkt

Et punkt i eksempelvis en differentialligning, hvor den afledte af variablen er
lig 0



2. Teori

I denne rapport vil teorikapitlet tjene som en introduktion til de relevante be-
greber og metoder, som vil indga i analysen af case-modellen. Dette indebeerer
de relevante begreber og metoder som indgar i modellen og som er ngdvendige
for at kunne forsta den bagvedliggende beslutningsproces. Sidelgbende vil der
blive introduceret ngdvendig baggrundsteori for alternativer til de metoder
som er benyttet i case-modelleringen, saledes at et grundlag for analysen kan
dannes.

2.1 Modelleringsprocessen

I denne sektion vl vi forklare grundlaeggende, processen bag opstilling af en
matematisk model. Vi vil afklare, hvilken forstaelse af matematisk modelle-
ring vi arbejder ud fra i denne opgave, samt forklare de forskellige trin der
udgor modelleringsprocessen. Yderligere vil vi introducere to forskellige til-
gange til modelleringen af et system: mekanistisk- og fenomenologisk model-
lering. Som afrunding pa sektionen, vil vi uddybe hvordan disse to tilgange
til modelleringsprocessen kommer til udtryk © praksis.

2.1.1 Modelleringscirkelen

Der eksisterer mange forskellige tilgange og perspektiver pa processen bag
matematisk modellering. Generelt betragtes modellering, som et middel til at
systematisere et feenomen pa en made, som ggr faenomenet mere tilgaengeligt
for forstaelse og fortolkning (Noble, 1982). Der er dog delte meninger om,
hvilke trin denne proces involverer, hvordan de vekselvirker, samt hvor tidligt
i processen der kan siges at veere opsat en matematisk model. I denne rapport
tages udgangspunkt i en definition af modellering fra Blomhgj & Hgjgaard,
2003.



Opfattet

: virkelighed
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Figur 2.1: De forskellige stadier og processer som forekommer indenfor
udformningen af en matematisk model. Figuren er inspireret af (Blomhgj €
Hgjgaard, 2003)

Som ses pa figur 2.1, bestar modelleringsprocessen af forskellige stadier
for modellen (reprzesenteret af boksene pa figur 2.1), der er forbundet af pile.
Pilene repraesenterer de handlinger der skal foretages, for at komme fra det
forrige stadie, videre til naeste stadie i modelleringsprocessen. Man kan se
pilene som sma processer i sig selv, som tager stadiet pa den ene side som
input, og giver stadiet pa den anden side som output. Modelleringsprocessen
starter med en opfattet virkelighed, og modellen bliver sa videreudviklet, i
urets retning, for hvert trin man gar videre.

De forskellige trin i modelleringsprocessen lyder saledes:

e Opfattet virkelighed
Et observeret feenomen eller problem, som danner grundlaget for den
forekommende modelleringsproces.

{ Formulering af opgave
Der opstilles et spgrgsmal eller en opgave, som den matematiske model
skal belyse eller udfgre.



e Domsaene
En preecis afgraensning af hvilket aspekt af den opfattede virkelighed,
der skal modelleres, for at besvare opgaven.

{ Systematisering
Der laves en definition af de relevante faktorer, der indgar i det system
som modellen skal belyse.

e System
Et system der indeholder forskellige faktorer og elementer der pavirker
hinanden pa en bestemt made.

{ Matematisering
De relevante variabler evalueres, og oversaettes til matematiske veerdier
og termer.

e Matematisk system
En ligning, eller et system af ligninger, der matematisk beskriver de
relevante aspekter ved det system der modelleres.

{ Matematisk analyse
Ved hjelp af det matematiske system, og andre matematiske metoder,
opnas nogle matematiske resultater og konklusioner.

e Resultater
Resultater opnaet ud fra matematisk behandling af det matematiske
system.

{ Fortolkning og evaluering af resultater
Resultaterne fra modellen diskuteres, der drages konklusioner, og der
bestemmes hvilken betydning resultaterne har for det omrade, der gnskes
beskrevet med modellen.

e Handling eller erkendelse
Ny viden om emnet, som man har tilegnet sig ud fra resultaterne af
den matematiske model.

{ Vurdering af modellens gyldighed
Den nye videns validitet undersgges ved at sammenligne med data og
teoretisk viden fra virkeligheden, og man er altsa tilbage til forste trin.

Det kan ske at man Igber ind i problemer med et af trinene i processen, for
eksempel kan man fa resultater der ikke stemmer overens med data, eller man
kan tilegne sig ny viden om emnet, der modsiger den tidligere viden. I sa fald



kan man ga ét eller flere trin bagleens i processen, for at gentage et bestemt
trin, og tilpasse modellen. Dette resulterer herefter i, at alle fglgende trin
skal genovervejes med denne nye basis. Modelleringsprocessen er opsat som
en cirkel, idet at man aldrig vil kunne na frem til en model der er fuldendt
til et punkt hvor ingen mulige forbedringer kan teenkes at forekomme. Dette
skyldes at ny viden om emnet altid kan forekomme, hvorefter en sendring i
modellen kan vere ngdvendig (Blomhgj & Hgjgaard, 2003).

2.1.2 Mekanistisk modellering

I en fuldsteendigt mekanistisk model er den matematiske model en ngjagtig
og fyldestggrende systematisering af den teoretiske viden som findes om em-
net. I en sadan model er alle parametre og dynamikker udledt fra en dyb
forudgaende viden om det system som modelleres (DiStefano, 2013). Model-
len opstilles pa en sadan made, at den teoretiske viden og den matematiske
model, er ekvivalente. En sadan ackvivalens kan kun opstilles, safremt at al
information om systemet er kendt. Derved vil modellen ikke kunne afvises,
uden ogsa at afvise den teoretiske viden om emnet.

Det kan teenkes at alle trin i den matematiske modelleringsprocess, som
leder op til stadiet System, allerede er foretaget under udviklingen af den
teoretiske viden. Safremt udviklingen af den teoretiske viden om emnet, ses
som en seperat process fra opstillingen af modellen, er selve modelleringspro-
cessen, som vist pa figur 2.1, altsa begraenset til Matematisering og frem.

Mekanistiske modeller er udbredt i fysik, hvori en stor teoretisk bag-
grundsviden kendes, hvilket kan praesenteres i en model af sekvivalent gyl-
dighed. Her kan foreksempel ses pa Isaac Newtons model af tyngdekraft
(Newton, 1687):

iy - Mo

F=G-

= (2.1)
Som beskriver, at tyngdekraften, F', mellem to legemer kan findes som den
reciprokke kvadrerede distance mellem legemerne, r%, ganget med masserne,

my 0g me, og den gravitationelle konstant, G.

Denne model er funderet i teoretisk viden om, hvordan legemer tiltrackker
hinanden. Skulle det pavises at denne model ikke er korrekt, ville det betyde
at den teoretiske viden om dette faenomen ikke var korrekt, eller i hvert fald
ikke var komplet.
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2.1.3 Fanomenologisk modellering

Feenomenologisk modellering er den mekanistiske modellerings direkte mod-
saetning. I kontrast til de mekanistiske modeller, bliver faenomenologiske mo-
deller opstillet uden noget krav om at ggre brug af forudgaende viden om
systemet. I en sadan model tages kun den observerede udvikling i betragt-
ning, hvorefter en model som opnar samme opfarsel opstilles (DiStefano,
2013).

Dette kan opnas ved at tilpasse polynomier, normalfordelinger og lignende
til det valgte systems opfersel. Denne modelleringsproces adskiller sig der-
med ogsa fra den, som blev praesenteret pa figur 2.1. Her vil trinene mellem
domane og matematisk system reduceres til en analyse af den observe-
rede opfgrsel, da den teoretiske viden om systemets opfgrsel ikke tages med
i modellen.

Med udgangspunkt i samme fzenomen som i forrige afsnit, kan der ses pa
tyngdekraft. En faenomenologisk model af tyngdekraften er:

F = 9.82£ -m (2.2)
kg
Hvor tyngdekraften F', findes som produktet af legemets vaegt, m, og en
konstant. Dette er den observerede tyngdekraft pa jorden, og er en faenomeno-
logisk model af tyngdekraft. Den anvendes til beregninger af tyngdekraft i
situationer pa jorden, og er en steerkt forsimplet version af ligning (2.1), som
blev praesenteret i forrige afsnit.

Den store fordel ved denne type modellering er, at den ngdvendige vi-
den om emnet mindskes til et minimum. Da modellen ikke har til formal at
forklare de observerede dynamikker i systemet, men blot at vise udviklin-
gerne, sa kraever modelleringsprocessen ikke nogen dyb teoretisk forstaelse.
En fzenomenologisk model er et godt udgangspunkt for omrader, hvor der er
begreenset teoretisk viden. Modeller vil i sadanne tilfselde kunne danne ud-
gangspunkt for at opstille teoretiske hypoteser, hvor modellens matematiske
system tolkes som naturvidenskabeligt plausible mekanismer. Disse hypoteser
kan herefter efterprgves, og eventuelt accepteres som teoretisk velbegrundede.

Faenomenologiske modeller opstilles sjeeldent inden for omrader, hvori
det er muligt at opstille en mekanistisk model. Den eneste pointe ved at
opstille en feenomenologisk model i en sadan situation, er for at opna en
mindre kompleks model. I sadanne tilfselde vil der ofte tages udgangspunkt
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i en mekanistisk model, hvor visse af de beskrevene mekanismer forsimples.
Sadanne forsimplinger vil medfgre at modellen bliver mere faenomenologisk.

2.1.4 Modellering i praksis

Med udgangspunkt i definitionerne for disse to modelleringstilgange, kan det
praktiske aspekt af modellering tages til betragtning. I praksis er modelle-
ring ikke opdelt sa sort og hvidt mellem mekanistiske og feenomenologiske
modeller. Specielt fordi det oftest er teet pa umuligt at opna en fuldstaendigt
mekanistisk model. For eksempel er ligning (2.1) ikke en perfekt mekanistisk
model, da den ikke tager hgjde for generel relativitet (Charles W. Misner,
1973). Yderligere er mange systemer meget komplekse og kraever en grad af
forsimpling for at veere anvendelige. I praksis er der derfor snarere tale om en
hybrid mellem disse to tilgange, hvori det forsgges at udvide den kendte viden
om systemet. Mekanistisk og faenomenologisk modellering betegnes ogsa som
henholdsvis white box og black box modellering. I denne terminologi kaldes
denne hybrid mellem de to tilgange for grey box (Keesman, 2011).

Data —> —>  Model
Begynderstadie Bredere forstaelse Dyb forstéelse
Ringe forstaelse Kendte mekanismer
Inspirere

Figur 2.2: Figuren viser en udvikling i forstaelse af data og klarhed af model

Nar man opstiller en matematisk model, er malet typisk at skabe en mo-
del der er sa mekanistisk som muligt. Som det fremgar af figur 2.2, vil der
inden for nye forskningsomrader, hvorom der ikke findes noget kendt teori,
begyndes med en fuldsteendig feenomenologisk model. Efterhanden som der
tilegnes en stgrre forstaelse af de bagvedliggende mekanismer, vil modellen
langsomt blive mere mekanistisk, da den nye teoretiske viden inkorporeres
i den matematiske model. Sadan vil det fortseette, indtil der er opnaet en
fuldsteendig forstaelse af omradet, hvorefter en ren mekanistisk model kan
opstilles. Denne model kan herefter efterprgves, for at undersgge om den te-
oretiske viden om emnet er daekkende.

Inden for omrader som biologi, kan det dog veere problematisk at skulle
opstille en helt mekanistisk model, da det kan fgre til at modellen bliver sa
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kompleks, at den ikke vil veere praktisk brugbar. I sadanne situationer kan
det veere mere brugbart at have en grey bor model som endemal. Derved
opnas en model som ikke er for kompleks, men som stadig inkorporerer en
stor del af den teoretiske viden som findes. Modeller af denne type tager ofte
udgangspunkt i hvordan det system som modelleres fungerer i virkeligheden,
men er samtidig forsimplet ved at estimere parameterstgrrelser gennem data
(Keesman, 2011).

En god grey box model skal ideelt set kunne kombinere de virkeligheds-
tro resultater, som findes gennem en mekanistisk model, og den simplistiske
struktur som opnas gennem en faeenomenologisk model. En simpel grey box
model, som giver tilfredsstillende resultater, vil typisk veere at foretraekke
frem for en meget kompliceret mekanistisk model, som giver perfekte resul-
tater. Ved at simplificere en model kan dens generalitet ofte gges, hvormed
modellen kan bruges mere fleksibelt til at beskrive flere systemer (Haefner,
2005).
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2.2 Modeltyper

I denne sektion vil vi praesentere differentialligninger og differensligninger;
to ligningstyper som kan anvendes til at matematisere et system. Vi vil, for
hver af de to ligningstyper, komme ind pa den grundleggende matematiske
struktur, hvilke specielle tilfelde der findes for ligningstypen, samt hvordan
alt dette pavirker ligningstypens anvendelighed i praksis for forskellige typer
af systemer. Derefter vil vi introducere parametertyperne stokastiske led, samt
betingede erkleringer og undersgge hvordan disse parametertyper kan benyttes
til at modificere ligningerne i en matematisk model.

2.2.1 Modellering med differentialligninger

Differentialligninger bliver brugt i stor stil i matematisk modellering. Dif-
ferentialligninger beskriver haeldningen til ethvert tidspunkt for en funktion
som er ukendt. Differentialligninger benytter kontinuert tid, saledes at data
for ethvert tidspunkt under forlgbet er tilgaengeligt gennem modellen (Haef-
ner, 2005). Derved antager ligningen altid formen:

Hvor heeldningen pa et givent tidspunkt for en funktion x, beskrives ved en
funktion f(xz). Da funktionen selv ikke kendes, men blot hvordan den sendrer
sig pa et givent tidspunkt, anvendes ofte computer til at numerisk approk-
simere funktionens udvikling, safremt en startpopulation kendes. Dette er
grundet i, at funktionen sjeeldent er mulig at udlede teoretisk, og det derved
er nemmere blot at undersgge funktionens udvikling.

En af de storste fordele ved differentialligninger er, at de bliver sa hyppigt
brugt. Inden for langt de fleste omrader, vil det veere muligt at finde andre
opstillede differentialligningsystemer, som muligggr sammenligning og leering
ved undersggelse af disse modeller. Modellerne kan saledes tages i brug som
skabeloner, for opstillingen af modellen, sa andre beskrevne biologiske pro-
cesser kan iagttages.

Til at beskrive et givent system tages dog sjeeldent kun en enkelt differen-
tialligning i brug. Til dette bruges ofte differentialligningssystemer, hvor et
antal differentialligninger forekommer samtidigt. Her kan det forekomme at
hver differentialligning er en funktion af mere end én variabel, saledes at de
to differentialligninger kan pavirke hinanden, og ikke blot kgre sidelgbende
for hinanden. Dette ville for eksempel kunne se saledes ud for et system af
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to koblede differentialligninger:
v’ = f(z,y)

Y =g(xy)

Hvor heeldningen til et givent tidspunkt for funktionen z, er en funktion
af bade x og y, og ligeledes for funktionen y. Dette ville for eksempel veere
nyttigt til at beskrive et system, hvor to populationer, x og y, har indflydelse
pa hinandens vaekst, gennem for eksempel konkurrence mellem populationer-
ne i systemet. Det er dog ikke altid ngdvendigt at alle funktionerne pavirker
hinanden, differentialligningssystemer kan ogsa udtrykke ensidig pavirkning
mellem ligningerne.

En af ulemperne ved differentialligninger er, at de ikke altid kan lgses
analytisk (Haefner, 2005) og at storre differentialligninger hurtigt kan blive
uoverskuelige af denne grund. Selv i differentialligningssystemer med ude-
lukkende linezere led, vil den enkelte vaekst hurtigt opfere sig ikke-linesert,
nar antallet af ligninger stiger, da vaeksten pavirkes af en lineser kombination
af gvrige variable og parametre. Derved kan det veere sveert at danne over-
blik over systemet, og danne nogle generelle regler for, hvordan systemet vil
opfgre sig under givne forhold.

Selvom nutidens computere kan lgse differentialligninger pa kort tid, kan
der stgdes pa differentialligninger, som de fleste differentialligningslgsere ikke
vil kunne lgse, uden at bruge meget lang tid. Denne type differentialligninger
kaldes stiff differentialligninger (Haefner, 2005), og faeenomenet forekommer
nar en differentialligning udtrykker en sa hurtig sendring i lgsningen, at dif-
ferentialligningslgseren bliver ngdt til at tage meget korte tidstrin, og derved
ender med at tage meget lang tid (Haefner, 2005), og kan i nogle situationer
ga helt i sta. Dermed forekommer en usikkerhed ved denne modeltype, da
man risikerer at skulle bruge en stgrre meengde arbejdskraft pa at komme
rundt om dette problem.

Ikke-linezre og ikke-autonome differentialligningssystemer

Ikke-lineaere differentialligningssystemer, er systemer hvori en af ligningerne,
for eksempel z, opfgrer sig ikke-linesert. Dette ville forekomme, safremt x
er ganget med en anden funktion y, eller = er oplgftet til en potens forskel-
lig fra 0 og 1. I en sadan situation stiger leddets veerdi ikke som en lineser
funktion af z, og systemet siges derved at veere ikke-linesert. Ikke-linesere
differentialligningssystemer fglger mange af de samme regler som andre dif-
ferentialligningssystemer, for eksempel med hensyn til kontinuitet, men der
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er ogsa vigtige forskelle som der bgr tages hgjde for.

For mange ikke-linesere ligningssystemer vil det for sa vidt veere muligt at
finde en analytisk lgsning, men lgsningen vil i sa fald veere specifik for hver
funktion, og det vil veere for omfattende og uoverskueligt at have uendeligt
mange lgsningsmodeller. Man siger derfor at der i ikke-lineaere ligningssyste-
mer ikke findes en general analytisk lgsning. Med dette menes, at det ikke
altid er muligt at finde frem til den funktion z, som differentialligningen
x' = f(x) beskriver. Derfor lgser man typisk de ikke-linesere ligninger nume-
risk, via computerprogrammer. (DiStefano, 2013).

Der findes tilfzelde hvor det godt kan lade sig gore at finde frem til en
generel analytisk lgsning, til et ikke-linezert ligningssystem, fx hvis lignings-
systemet er linezere i parametrene. Fx kan man sige at funktionen y = a - ?
er en ikke-linezer funktion, der er lineser i parametrene, idet at parameteren
a ikke er involveret i et ikke-linesert udtryk, selvom at variablen x er. Har
man med en sadan funktion at ggre, kan det godt lade sig ggre at finde en
lgsning analytisk, fx med ikke-lineser eller polynomisk regression (Haefner,
2005). Der vil dog ikke forklares yderligere om dette, da rapportens case er
en ikke-linezer dynamisk model, som ogsa er ikke-lineser i parametrene.

De ikke-lineaere ligningssystemer er ogsa unikke, i forhold til forudsigelig-
hed. Sammenlignet med linegre ligningssystemer, vil udviklingen i et ikke-
linesert ligningssystem, veere meget mere atheengig af startbetingelserne. Va-
rierer man derfor startbetingelser i et ligningssystem, vil det veere tydeligt
hvordan en lineser ligning opfgrer sig, mens det kan vaere mere komplekst for
ikke-linesere ligninger (Hirsch et al., 2013).

En anden type differentialligning, hvori der ikke kan findes en generel
analytisk lgsning, er en ikke-autonom differentialligning. En differentiallig-
ning siges at veere ikke-autonom hvis den afhsenger eksplicit af tiden ¢; det
vil sige hvis t optraeder pa hgjre side af lighedstegnet. Et eksempel kan veere:

'(t) = f(t,z(t)) = a- z(t) — sin(7 - t)

Her kan det ses at 2’(t) aftheenger eksplicit af ¢ i leddet sin(m-t). Selv hvis
differentialligningen er lineser, vil man ikke kunne finde en generel analytisk
lgsning, idet at en ikke-autonom differentialligning ikke er delelig. Grundet
dette bliver ikke-autonome differentialligninger ikke benyttet lige sa ofte som
autonome differentialligninger (Hirsch et al., 2013).
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2.2.2 Modellering med differensligninger

Differensligninger ggr brug af diskrete tidstrin, og beskriver hvorledes en
population vil gendre sig, over dette tidstrin. I modseetning til differential-
ligninger, beskriver ligningen ikke sendringen i populationen, men i stedet
selve populationens stgrrelse. I deres essens beskriver alle differensligninger
en population saledes:

P = f(P) (2.3)

Hvor antallet til naeste tidspunkt,t 4+ 1, findes som en funktion f af an-
tallet ved det nuveerende tidspunkt t.

Denne type ligningssystem kan uden stgrre problemer lgses numerisk uden
maskinel hjaelp, og denne egenskab ggr selve ligningsystemet langt mere over-
skueligt. Derudover tillader differensligninger let adgang til diskrete tidsfor-
sinkelser, eller andre diskrete veerktgjer i modellen.

Ligesom en af de stgrste fordele ved differentialligninger var, at de var
brugt i sa vidt et omfang, gor det modsatte sig geeldende for differenslignin-
ger. Differensligninger bliver sjeeldent brugt, og derved er det tilgsengelige
materiale af modeller til sammenligning og inspiration langt mindre, end
ved opstilling af differentialligningsmodel. Altsa er denne type model ikke
at foretrackke, safremt at der gnskes en model, som har stgrst potentiale for

udbredelse.

En anden oplagt ulempe ved differensligninger er, at det ikke er muligt
at opna information om systemet ved andre tidspunkter, end lige netop de
som er bestemt af det diskrete tidstrin. Altsa er det muligt at vide hvor stor
populationen er ved tidspunktet ¢ = 1 og t = 2, men ikke ved tidspunktet
t= % Disse tidstrin kan veere af vilkarlig stgrrelse; det vigtige er blot af de
er ens for den enkelte model.

2.2.3 Modelkorrigerende parametre

Stokastiske led

Nar genstandsomradet for modelleringsprocessen ikke er et strengt kontrolle-
ret miljg, men derimod et system udgjort af en samling af komplekse interak-
tioner, udfordrer dette en models praecision og korrekthed. En del af arsagen
kan skyldes den tilfeeldige natur af den dynamiske udvikling i systemet, hvor
data hyppigt er normalfordelt (Haefner, 2005). For at gge en models brug-
barhed er det derved oplagt at give dens forudsigelser et stokastisk element,
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saledes at den afspejler biologien mere realistisk.

I en differentialligningsmodel tages der hensyn til denne systemkarakteri-
stik ved at variere parametrene eller variablerne stokastisk, ved at fitte til en
Gauss-kurve (DiStefano, 2013). Det stokastiske led varieres i sandsynlighed
fra en sandsynlighedsdistribution over mulige sandsynligheder for bestemte
udfald. Dette ggres over gentagende simulationer, saledes at den sandsynlige
respons fas gennem statistisk behandling, enten som tendens eller afvigelse i
modellens output (Haefner, 2005).

Betingede erklaeringer

En betinget erkleering er en ssetning som beskriver, at en aktion sker safremt
at en betingelse er opfyldt. Sadanne ting er udbredt blandt programmering,
i foreksempel hvis og mens erkleringer. For nemmere at forklare hvordan
disse fungerer, er den grundlaeggende funktion af en betinget erkleering vist
pa figur 2.3.

Input {A)

.

Er befingelsen (B)
opfyldt af inputtet (A)?

Ja Mej
Output (C) Cutput (D)

Figur 2.3: Figuren viser en betinget erklering i dets mest basale form, med
én betingelse. Det undersgger hvorvidt en betingelse er opfyldt, og skaber en
reaktion efter hvorvidt det er opfyldt eller ej.

Som det ses pa figur 2.3, fungerer betingede erklaeringer saledes, at de kan
undersgge hvorvidt et krav er opfyldt, og skabe en bestemt reaktion til dette.
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Betingede erkleeringer kan ogsa involvere mere end én betingelse, saledes at
der for eksempel undersgges for en rackke af betingelser, og skaber en reak-
tion specifikt til hver af dem.

Dette kan tages i brug i modellering til at beskrive en lang rackke feeno-

mener. Det kan blandt andet bruges, til at definere et startkrav for et led,
saledes at en proces fgrst starter, nar et startkrav er opfyldt.
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2.3 Modelleringsveerktgjer

I denne sektion vil vi belyse nogle af de matematiske veerktgjer, der anvendes
til at estimere parametrene i en matematisk model. Til dette formal vil vi dis-
kutere begreberne bedste fit, og parametersensitivitet. Vi vil forst definere disse
begreber, hvorefter vi vil komme ind pa i hvilke situationer det er relevant at
kigge pa begreberne, samt hvilke metoder man benytter til at undersgge dem.
I denne forbindelse vil det ogsa undersgges hvilken rolle overfitting har for
disse processer. Afrundende vil vi diskutere @kvilibriumspunkter, samt hvad
disse siger om et system, og hvordan disse punkter findes.

2.3.1 Bedste fit

Estimering af parametre er trin i matematiseringsprocessen der har til formal
at bestemme modelparametrenes veerdier, saledes at modeloutput er korre-
leret med data. Det er at foretraekke at kunne bestemme modelparametre
gennem et uafhaengigt eksperiment, saledes at disse optreeder som sakaldte
operationelle parametre eller at finde dem gennem litteratur. Ofte er dette
dog ikke muligt og det er derfor ngdvendigt at estimere de ukendte parametre
kvantitativt med matematiske veaerktgjer. Det er herunder begrebet bedste fit
treeder ind i billedet.

Der findes forskellige optimeringskriterier som kan anvendes, og valget af
metode athaenger af flere faktorer. Disse faktorer inkluderer maskinel kraft,
software til radighed, hvilket system man modellerer og hvilken model der
er valgt til at beskrive dette (DiStefano, 2013). I de fleste koncepter til esti-
mering af parametre forsgges det at finde den kortest mulige afstand mel-
lem parametrene og modeloutput, summeret over alle datapunkter, saledes
at residual afvigelsen er mindst muligt. En residual er forskellen mellem en
models output og den afheengige variabel. Der er flere teoretiske mader at
beregne denne afstand pa, og af dem er the least square kriteriet, LS, oftest
anvendt (Keesman, 2011). Denne metode kvadrerer afstanden mellem punk-
terne, og storre afstande vaegtes derfor hgjere. For eksempel vil én afvigelse
pa 2, resultere i et darligere fit, end to afvigelser pa 1.

Der findes dog adskillige metoder der kan bestemme hvor godt en model,
med nogle fastsatte parametre, afspejler et datasset. Hvilken metode der er
mest egnet til at estimeringen, athaenger af hvor interessen for modellen ligger.
Least square tages ofte i brug, da den vaegter negative afvigelser i lige sa stor
grad som positive, og vaegter store afvigelser hgjest. I nogle situationer er det

20



dog ikke i modellens interesse at veegte afvigelserne forskelligt, hvilket ville
resultere i et andet krav, som ikke kvadrerer afstanden.

Overfitting

Overfitting er et begreb som betegner en model, hvori analysen som den
bygger pa (eksempelvis parameterestimeringen), leener sig for neert op ad
et datasaet, saledes at modellens evne til at beskrive det generelle feenomen
forringes. Derved opnas en model som kun er lokalt beskrivende (Kiippers
et al., 2006), og som ikke kan beskrive andre dataseet over samme faenomen,
hvilket ville ggre det globalt gaeldende. Dette kan haende i situationer hvor
modellens bedste fit til datasaettet ikke formar at beskrive faenomenets ge-
nerelle opfersel, hvorved fittet ikke vil gaelde universelt for andre dataseet.
I mekanistisk modellering er malet for modelleringsprocessen, at opstille en
model som kan beskrive de underliggende mekanismer, og derved ville kunne
beskrive ethvert dataseet af samme feenomen. Safremt dette er tilfeeldet, ville
en mekanistisk modellering nemlig kunne agere som en forklaring pa feenome-
net som er observeret og ikke blot en beskrivelse af dets udvikling (Kiippers
et al., 2006). Derved gdelaegger overfitting pointen med modelleringen, og
forsgges altid at blive undgaet.

Under parameterestimering, er overfitting altid en risiko. Man kan aldrig
helt undga muligheden for overfitting, men blot reducere sandsynligheden for
det. Overfitting skal betragtes analogt til lineger regression af et polynomie af
meget hgj grad (Nannen, 2003). Safremt at et polynomie af (n — 1)’te grad,
hvor n er antallet af datapunkter, tages i brug til beskrivelse af et data-
saet, vil et perfekt fit af polynomiet til datassettet veere muligt at finde. Som
funktion af et reduceret antal polynomiegrader, vil fittet forveerres. Samme
sammenhaeng findes mellem antallet af parametre som varieres i en parame-
terestimering og antallet af datapunkter. Jo flere parametre der introduceres
i modellen, jo bedre et fit vil det vaere muligt at finde i parameterestimerin-
gen (Nannen, 2003).

En model som beskriver et datasset godt, udelukkende pa grund af et
stort antal parametere, er ikke en universelt anvendelige model. Modellen
skal ideelt set i stedet beskrive dataen godt pa baggrund af en god repree-
sentation af de bagvedliggende mekanismer. Dette er den evige problematik
med overfitting, da det aldrig er muligt at bestemme hvorvidt det fit som
er opnaet er et resultat af korrekt fortolkede mekanismer i modelleringen el-
ler om nogle af de fundne parameterveerdier blot tillader modellen at imitere
dette datasaets opfgrsel. For at bestemme hvorvidt modellen er overfittet eller
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ej, skal modellen sammenlignes med et dataseet som er adskilt fra det, som
parameterestimeringen er udfgrt over (Nannen, 2003). Derved vil sandsyn-
ligheden for at modellen er globalt geeldende stige, som antallet af datasaet
som den ngjagtigt kan beskrive, stiger.

Derved er det optimalt, at reducere antallet af parametre som varieres i
parameterestimeringen, da det bade forsimpler modellen, men samtidigt re-
ducerer sandsynligheden for at overfitte modellen til datasaettet. Derudover
vil en reduktion i antallet af parametre i parameterestimering ogsa resultere
i et mindre parameterrum, som skal undersgges. I parameterestimering kan
hver parameter som skal varieres, ses som en ekstra dimension som skal un-
dersgges. Foretages en parameterestimering af én enkelt parameter, vil alle
mulige veerdier som kan undersgges ligge pa en linje. Undersgges to para-
metre vil Igsningerne ligge pa et plan, og ved tre vil der veere tale om et
tredimensionelt rum. Efter tre parametre bliver parameterrummet vanske-
ligt at visualisere, men omradet som skal undersgges stiger pa en lignende
made. Reduceres parameterrummets stgrrelse, formindskes omradet som skal
undersgges, og algoritmen som foretager parameterestimeringen vil derved
have stgrre sandsynlighed for at finde det globale minimum for optimerin-
gen. Der er altsa stort incitament, for at reducere antallet af parametre som
undersgges, eller det interval de undersgges i.

For at undersgge hvilke parametre det ville vaere meningsfyldt at betragte
som konstanter i parameterestimering, kan en undersggelse af parametrenes
sensitivitet udfgres.

2.3.2 Parametersensitivitet

Parametersensitivitet kan undersgges gennem en sakaldt sensitivitetsanalyse.
En sadan analyse kan anvendes til at undersgge effekten pa modellens output,
som en variation af hver parameter vil have. Denne analyse begrundes med
to formal (Haefner, 2005);

1. at finde frem til hvor fglsom modellens respons er
2. storrelsen af spaendet af modellens respons pa parametresendringerne

Analysen er en naturlig del af modelleringsprocessen, som parameterestime-
ringen bygger videre pa, da resultatet kan anvendes til at reducere sandsyn-
ligheden for overfitting. Derudover undersgges det ogsa hvorvidt modellen
har en entydig lgsning, som fglge af parametre som pavirker modeloutput.
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Basalt set er kernen ved en parametersensitivitetsanalyse et numeriske ekspe-
riment hvor der sendres pa parametrevaerdierne (Ap) saledes at den samlede
effekt (Ay) af dette kan analyseres.

Det er muligt at undersgge denne effekt ud fra sendringen i forskellige
kvantitative stgrrelser: variablerne, veerdier som modellen kan beregne, eller
modellens output. Omfanget af dette athaenger proportionalt med antallet
af valgte veerdier som parametrene sendres til, samt det antal af parametre
der undersgges (Haefner, 2005). Hvis der ved en lille s&endring i en parame-
terveerdi forekommer usandsynligt store sendringer i modellens output, kan
dette veere et tegn pa at der er problemer med den overordnede model, da
det skaber usikkerhed (Haefner, 2005).

Hvis en @endring i en parameter Ap forarsager en meget lille eller ingen
eendring i model variablerne, sa betegnes denne parameter som robust. Hvis
Ap forarsager veesentlige sendringer i den variable respons, at parameteren
er sensitiv. Er en parameter robust kan denne veere svaer at identificere ud
fra et datasaet, og det kan derfor vise sig ngdvendigt at erstatte denne med
en konstant i stedet. Dette er ogsa med til at simplificere modellen ved at
reducere parameterrummet og kan ggre dens anvendelse mere universel.

Det kraever mere regnekraft at processere et stort omrade af parametre
og derfor er det oftest at foretraekke at sendre hver af parametrene enkeltvist.
Dette har dog den ulempe, at viden om parametrenes interaktioner gar tabt,
hvilket er ofte er uhensigtsmaessigt for ikke-lineeere differentialligninger (Ha-
efner, 2005). Afvigelsen males med en simpel metode hvor S angiver ratioen
af respons i modeloutput relativt til det nominelle output.

Der er flere metoder end denne, og i analysen veelges det at sammenligne
de to storrelse i grafernes toppunkt fremfor den gennemsnitlige vaerdi.

g=" (2.4)

no

ng er oprindelig model respons i toppunkt, og n er model respons i toppunktet
for grafen hvor én parameter er sendret procentvist.

2.3.3 Bestemmelse af akvilibria

I et sekvilibriumspunkt er lgsningen til en differentialligning, eller et system
af differentialligninger, konstant og er at betragte som en af de vigtigste
lgsninger for systemet (Hirsch et al., 2013). Viden om et systems opforsel
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omkring dets aekvilibrium afslgrer, hvordan systemet udvikler sig nar det
bevaeger sig igennem punktet. Dette er vigtig viden, da det er meget fglsomt
overfor aendringer i et aekvilibriumspunkt; ofte med signifikante biologiske
konsekvenser (Hirsch et al., 2013).

[ et sekvilibriumspunkt er 2’/(t) = 0, saledes at x(t) forbliver det samme,
uagtet udviklingen i tid. Omkring sekvilibriumspunktet vil lgsningen bevacge
sig imod eller veaek fra punktet. Tilfeelde hvor lgsningen naermer sig punktet,
kaldes sinks, og den modsatte situation, kaldes sources. Det forste tilfeelde
kaldes et stabilt eekvilibrium, og det andet et ustabilt (Hirsch et al., 2013).
Den metodiske fremgangsmade for ikke-lineaere systemer er en linearisering
i eekvilibriumspunkterne, saledes, at der opnas en tilneermet forstaelse af
systemopforelsen omkring punktet. Derefter kan udviklingen analyseres for
forskellige start- og parameterveerdier, som giver information om hvordan de
bevaeger sig imod eller veek fra sekvilibriumspunkter. Nar der modelleres med
ikke-lingere modeller er deres lgsninger kun numerisk lgselige for bestemte
startveaerdier, inputs og parameterveerdier. Som konsekvens er det ikke muligt
at finde alle de eksakte lgsninger for systemet da sadanne systemtyper ofte
er af kaotisk karakter.
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3. Modelvalg

I dette kapitel vil der foretages en analyse med udgangspunkt i en konkret
model. Der anvendes en model over populationsudviklingen af henholdsvis
cancer- og T-celler fra KK. Vi vil foretage en analyse af modelleringsproces-
sen bag KK’s model, og til dette formal vil vi fokusere pa systematiserings-,
0og matematiseringsprocessen samt den matematiske analyse, som beskrevet
i figur 2.1. Vi vil altsa hovedsageligt fokusere pa en analyse af hvordan KK
har formuleret de specifikke mekanismer og parametre i modellen, og hvordan
der er opnaet matematiske verdier for disse parametre.

Analysen er struktureret saledes, at der forst fokuseres pa selve modellen,
hvorefter modelleringsprocessen wvil blive analyseret med henblik pa, hvilke
valg der er truffet, samt hvilke alternativer der findes dertil. Under analy-
sen af selve modellen, vil data samt model forst introduceres samt forklares.
Herefter vil de involverede parametre, og deres sammensaetning, analyseres
kvalitativt, © forhold til © hvilken grad de kan betragtes som mekanistiske.

Herefter analyseres modellens parametersensitivitet, hvorefter resultaterne af
denne vil blive inddraget i en ny parameterestimering. Med baggrund i bade
sensitivitetsanalysen og parameterestimering vil det blandt andet undersgges,
hvordan og hvor meget de forskellige parametre pavirker modellens opforsel.
Efterfolgende vil modellen konverteres til en differensligning, som mere me-
ningsfuldt kan handtere den tidsforskydning, som modellen indeholder.

3.1 Modelanalyse

I denne sektion beskeftiger vi 0os med case-modellen, og sektionen har der-
ved til formal at gore leseren bekendt med selve modellen, samt alt det som
den er bygget pa. forst vil vi introducere selve artiklen aof KK, saledes at
case-modellens formal er klart. Efterfolgende dette, seetter vi fokus pa da-
tasettet som KK fitter modellen til, da den ikke blot spiller en stor rolle
for KK’s model, men ogsa vil blive brugt lgbende gennem rapporten i fits.
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Med disse omrader inddekket, afrunder vi afsnittet ved at introducere selve
case-modellen. Differentialligningssystemet introduceres, med en tilhorende
forklaring af parametrenes storrelse og betydning for systemet. Til sidst i af-
snittet preesenterer vi case-modellens fit til det prasenterede dataset, da alt
ngdvendig information pa dette tidspunkt er givet.

3.1.1 Praesentation af case

Vi vil presentere det system, som KK modellerer, samt selve differentiallig-
ningerne som de opstillede under nevnte modellering. Dette indeberer en
undersggelse og forklaring af selve modellen med fokus pa parametrenes be-
tydning for systemet, samt hvad de representerer i den situation som skal
modelleres. Forst introduceres laeseren til artiklen skrevet of KK for at give
et indblik 1 modellens funktion og det fenomen den skulle beskrive. Herefter
introduceres leseren til datasettet som modellen blev sammenlignet med og
som er brugt © KK’s artikel. Til sidst presenteres leseren for selve modellen,
med kendskab til datasettet, samt hvad KK ville modellere, 1 mente.

Prasentation af artikel

Da KK udgav deres artikel i 2001 var malet at lave en matematisk model
som beskrev hvordan cancerceller udvikler sig i en mus, samt musens T-
cellers reaktion pa angreb, og hvordan de reagerer med hinanden. Der blev
seerligt fokuseret pa et feenomen der hedder cancer dormancy. Cancer dor-
mancy er hvor cancer tumoren hverken vokser eller bliver mindre. Dette sker
fordi cancer- og T-cellerne, nar et aekvilibrium hvor ingen af populationerne
stiger eller falder. De ville ogsa modellere hvad der sker nar en tumor ikke
laengere er i cancer dormancy stadiet. En tumor kan begynde at gro igen af
mange grunde som alle relaterer til et svaekket immunforsvar. De simulerede
hvordan musens immunforsvar bliver svackket med alderen ved at reducere
visse parametre som tiden gik. De kunne pa den made vise sammenhaengen
mellem reduceringen af parameterene som relaterer til immunforsvaret og
hvor lang tid tumoren befinder sig i cancer dormancy stadiet.

Den case, som vil blive analyseret i denne rapport vil veere den model,
som er anvendt som basismodel i KK. Det vil sige den model, som modellerer
cancercellernes vaekst ved et velfungerende immunforsvar, hvor cancercellerne
rammer, og bliver i, dormancy. Dataen som de lavede modellen ud fra, fik
de fra en anden artikel (Siu & Vitetta, 1986) og vil preesenteres i neeste
underafsnit.
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Praesentation af data

[ artiklen af KK, brugte de et dataseaet fremstillet af Ellen S. Vitetta og Henry
Siu (Siu & Vitetta, 1986), som de praesenterede i artiklen ”Tumor dormancy.
1. Regression of BCL1 tumor and induction of a dormant tumor state in mice
chimeric at the magjor histocompatibility complex”.

Dette dataseet er vist i figur 3.1.
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Figur 3.1: Figuren viser en gennemsnitslig udvikling af cancerceller i mus,
med forskellige mengder af indsprajtede cancerceller ved tidspunktet t=0. Gr.
0 er en kontrolgruppe hvori musene ikke har noget immunforsvar, Gr. 0 og
Gr. 1 modtog en startkoncentration pa 0,5 millioner cancerceller, Gr. 2 fik 5
millioner og Gr. 3 fik 50 millioner. Figuren er lavet gennem appendiz A.

Datasaettet som analyseres anerkendes som at veere et velegnet dataseet
i forhold til modellering. Da antallet af cancerceller der indsprgjtes i musene
varierer i tre ud af fire grafer, beskytter det en model der beskriver disse
situationer beskyttelse mod overfitting. Kontrolgrafen der viser vaekstraten
af cancer i en mus uden immunforsvar, giver en god case for parameterene k
og b. Disse faktorer gor at dette dataseet er nemt at modellere pa. Yderligere
kan det ses via antallet af citationer som KK'’s artikel har, at datasaettet er
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velrespekteret og dermed ma antages at veere indsamlet under velkontrolle-
rede forsggsforhold.

Praesentation af model

I KK’s ligninger, har de en rakke parametre som i dette underafsnit vil
forklares i forhold til hvilken rolle de har i modellen, samt hvordan disse
relaterer til systemet. De to differentielligninger som udggr modellen, er:

dt)y=k-ct)-(1=b-c(t)) —a-p-et)-c(t) (3.1)

et)y=r+ J;(:)_—Cig) ce(t)y—d-e(t)—a-(1—p)-c(t)-et) (3.2)

¢ er meengden af cancerceller der er i systemet til tiden ¢, malt i millioner.
Meangden af cancerceller der er i systemet i starten, cg, refererer til hvor
mange der blev sprgjtet ind i musene. e er antallet af cytotoic T-celler til
tiden ¢, ogsa malt i millioner. Disse celler er en del af immunforsvaret, og
deres job er at bekseempe cancercellerne.

Nar en cancercelle og en T-celle mgdes, antager modellen to potentielle
scenarier. Enten draeber T-cellen cancercellen, eller cancercellen draeber eller
deaktivere T-cellen. Chancen for at T-cellen vinder kampen er betegnet som
p, og chancen for at cancercellen vinder er derfor (1 — p). Da p bestemmer
chancen for et udfald kan den naturligvis kun vaere mellem 0 og 1 . Den
veerdi som KK har fundet frem til er p = 0.998, hvilket betyder at hver gang
en cancercelle og en T-celle kommer i kontakt, er der 99.8% chance for at
T-cellen draeber cancercellen. Parameteren a bestemmer antallet af mgder
mellem T- og cancercellerne ud fra maendgen af de to celletyper ved at blive
ganget pa produktet af ¢ og e til tiden ¢. a(1 — p) er derfor raten af T-celler
der dgr, og at a-p er raten af cancerceller der dgr. a er sat til at vaere a = 0.139

Konstanten £ bestemmer den maksimale vaekstrate som cancercellerne
kan have. Dette medfarer, at jo stgrre k er, desto hurtigere kan cancercellerne
vokse. b er den reciprokke af baerekapaciteten for cancerceller, hvilket betyder
at % er det hgjeste antal cancerceller der kan veere i systemet. Dette har den
effekt pa systemet, at nar b mindskes, stiger beerekapaciteten for cancerceller.
b har faet veerdien b = 0.002, hvilket betyder at den maksimale meengde af
cancerceller, er 500 millioner. Ligningen for veeksten af cancerceller (ligning
(3.1)), kan opdeles i to led. Det forste led er:

koc(t) (1—b-e(t) (3.3)
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Dette led bestemmer vackstraten af cancerceller nar de ikke har noget mod-
stand. Hvis man skulle beskrive cancers vackst i et system uden noget im-
munforsvar, ville dette led veere tilstrackkeligt. Det andet led i ligningen, som
inkluderer T-cellernes pavirkning, er:

a-p-e(t)-ct) (3.4)

Som beskriver T-cellernes pavirkning pa antallet af cancerceller. De resterne-
de parametre, er dem som kun indgar i ligningen som beskriver vaekstraten
af T-celler (ligning (3.2)).

r betegner her den naturlige tilforsel af T-celler som vil forekomme uden
for sygdomsforlgbet. Nar immunforsvaret opdager canceren, sender det en
besked om at der er behov for flere T-celler. Herefter tager det et vist antal
dage for nye T-celler at modnes. Antallet af dage defineres som u og er i
artiklen bestemt til 28,0545. f er en betinget erkleering som beskriver netop
dette. Fra sygdommens start, ¢y, indtil u© dage er forlgbet, er f = 0. Efter
dette er f = v, hvor v er raten af nye T-celler som ankommer i respons til
sydommen, og er bestemt som v = 0.525. Parameteren g, er en parameter
som bestemmer, at tilveeksten af T-celler vil veere stgrst, nar antallet af
cancerceller er storst. Dette gar sammen i leddet:

J-c
-e
g+c

(3.5)

Dette beskriver T-cellernes vaekst, i respons til cancercellerne, og er en skalar
for antallet af cancerceller i systemet. Raten af nye T-celler, stiger dog ikke
linesert med antallet af cancercellerne, da leddet opferer sig som en logistisk
funktion. Dette betyder at der er en baerekapacitet for T-celler, og som an-
tallet af disse nye celler nsermer sig baerekapaciteten falder veekstraten for
T-cellerne.

T-celler dgr med raten d. d og r heenger sammen da r er bestemt som
r = d-eg. Her er ey antallet af T-celler som er tilstede, ved sygdommens start.
For musen far cancer, vil antallet af T-celler altid veere ey, da r —d - ey = 0,
og der derved ikke vil vaere nogen sendring i populationen.

Ydermere er der intet i strukturen for modellen, som ggr at parametrene
ikke vil veere entydige. I alle led er der kun én korrigerende parameter, med
undtagelse af apec leddet i ligning (3.4). a kan ikke bestemmes her da p ogsa
er i leddet. T ligning (3.2) optreeder a igen, men denne gang i enkeltstaende
form, hvori den kan bestemmes adskilt fra andre parametre.
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KK’s fundne parametere, og deres fit til det fornsevnte dataseet, er vist
pa figur 3.2.
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Figur 3.2: Figuren viser KK's fit til de fire dataset, med de parameterver-
dier som de preesenterer. Den stiplede linje viser antallet af T-celler, den fuldt
optrukne er antallet af cancerceller og punkterne viser datasettets beskrevne
antal af cancerceller. Figuren er taget fra Kuznetsov € Knott, 2001.

Pa grafen der beskriver musen uden et immunforsvar ses der en stigning
af cancerceller indtil de rammer systemets beerekapacitet. Konstanterne k og
b er blevet estimeret ud fra denne graf, da de er de eneste to parametre som
indgar i led uden e.

De tre andre grafer illustrerer hvad der sker nar man indsprgjter 0.5,
5 og 50 millioner cancerceller ind i en mus med normalt immunforsvar. 1
disse tre grafer ses det, at antallet af cancerceller stiger hurtigt, indtil de
rammer et toppunkt hvor de begynder at falde igen. Toppunktet rammes
nar f, systemets betingede erkleering aktiveres og bliver til en ny kilde af
T-celler. De falder indtil systemet rammer et sekvilibrium hvor canceren gar

i cancer dormancy stadiet hvor meengden af cancerceller hverken vokser eller
falder (Kuznetsov & Knott, 2001).
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3.1.2 Kvalitativ analyse

I dette afsnit vil vi foretage en vurdering af de parameterverdier, som KK
har fundet frem til, samt de enkelte matematiske led som benyttes til model-
len. Vi vil fokusere pa hvilke argumenter der er benyttet i forhold til startget
og greenser; bade ud fra biologisk mekanistiske overvejelser, samt matematisk
analyse af systemet.

Artiklen, som denne rapports case-model stammer fra, har haft som fokus
at undersgge hvordan case-modellen kan tilpasses til at beskrive vaksten af
kraeftceller, nar de forlader en "hvilelignende tilstand”. Case-modellen er der-
for mest anvendt som et udgangspunkt for dette, og er ikke beskrevet med stor
detaljegrad i artiklen. KP har modelleret samme dataset med en model, som
grundleggende set har samme struktur, men hvor fokus har omhandlet para-
meterestimering og bifurcation analyser. Det medfarer at KP indeholder mere
dybdegaende overvejelser og arqgumenter for de valg der er truffet undervejs.
For selve den kvalitative analyse foretages, vil modellen fra KP introduceres
og sammenlignes med modellen fra KK.

Dette afsnit vil derfor inkludere referencer og sammenligninger med konklu-
sionerne fra KP, 1 tilfelde hvor formidlingen af overvejelser om parame-
terveerdiernes storrelse kommer til kort i KK.

Sammenligning med KP’s model

I KK modelleres datasaettet ud fra en mere generaliseret model som udtrykkes
via,

dT
E:a-T(l—b-T)—n-E-T (3.6)
0g
dF p-E-T
— =5 _|_ -
dt g+T
Sammenlignet med ligning (3.1) og ligning (3.2) fra KK, ses to vaesentlige
forskelle. Forst og fremmest er visse af parametrene forsggt at blive udvidet
og relateret til biologiske sammenhaenge i KK. Yderligere introduceres tids-

forskydningen, u, forst i KK.

m-E-T—d-E (3.7)

KP||T|a m n | pls
KK||C|k|la-(1—=p)|a-p|wv

Tabel 3.1: Tabellen illusterer hvordan de enkelte parametre 1 modellen fra
KP tilsvarer dem som ses 1 KK
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Opseettes ligning (3.6) og ligning (3.7) med en notation som er konverteret
til tabel 3.1 opnas,

%:ho(l—bm)—a-p-E-C (3.8)
og
dE v-E-C
=y Y o (1=p)-E-C—d-E '
s i C a-(1—p) C—d (3.9)

Disse ligninger tilsvarer tydeligt ligning (3.1) og ligning (3.2) med den
undtagelse at f = v til alle tider. Udover tidsforskydningen tilfares KK’s
model ogsa et mere mekanistisk perspektiv for KP’s parameter n, som i KK
udvides til apec.

”Thus, ap ts the “kinetic” constant that multiplies e and c to
form the overall tumor-cell destruction rate term apec”
(Kuznetsov & Knott, 2001)

I KP er parameteren n blot en matematisk beskrivelse af den faktor som
produktet af ¢ og e har for systemet. Egentlig er det en sammenlaegning af
flere parametre (k_1, k1, ks og k3), som beskriver hver deres biologiske proces,
men hver af disse processer beskrives blot gennem en konstant, som faktor,
uden yderligere biologisk baggrund for udformningen af leddet. KK forsgger
at beskrive dette led mere mekanistisk gennem @endringen af leddet til ap.
Her beskrives en konkret rate for celledestruktion ud fra en sammenlaegning
af raten for hvor ofte cellebindinger resulterer i den ene celles dod og pro-
centsatsen for at den celle som dgr ved denne interaktion er en cancercelle.
De gvrige parametre er direkte sammenlignelige i deres matematiske udtryk
for begge artikler. Fremover i denne analyse vil begge modeller beskrives ud
fra notationen fra KK med udgangspunkt i konvertionen fra tabel 3.1

En anden igjnefaldende forskel mellem de to artikler er i antallet af be-
tydende cifre for de enkelte parametre. eg, k og b er estimeret til to cifre, d
er estimeret til tre, mens de resterende er estimeret til fire cifre. I KK er alle
parametre noteret med enten ni eller ti betydende cifre. Det er ikke forkla-
ret i KK hvilken baggrund valget om at inddrage sa mange betydende cifre
er taget pa, idet forsggsdata fra artiklen (Siu & Vitetta, 1986) blev opgi-
vet med ned til et betydende cifre fra indsprgjtet cancerceller - eksempelvis
5-10% celler. Inddragelsen af det store antal cifre kan umiddelbart betragtes
som tvivlsom med tanke pa, at biologiske meget sjeeldent kan forudsiges med
sa stor ngjagtighed, da der ofte er tale om meget komplekse systemer. Ved
behandling i denne rapport, vil parameterstgrrelserne derfor begreenses til
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tre betydende cifre. Hvor stor mekanistisk ngjagtighed de enkelte parametre
i systemet har, undersgges dybere ved at betragte henholdsvis cancer- og
T-celle funktioner for sig.

Cancercelle funktionen

Som naevnt i afsnit 3.1.1, sa bestar funktionen for cancercellernes udvikling
af to led; et logistisk udtryk for egenvaeksten, ligning (3.3) , og et udtryk
for T-cellernes angreb pa cancercellerne, ligning (3.4). Parametrene til det
logistiske led, k og b, bestemmes i artiklen ved at fitte en gruppe mus uden
immunforsvar. Pa denne made kan leddet betragtes uafheengigt af det reste-
rende system.

?Group 0 mice have no itimmune response; tumor-size data from
this group will be used to help estimate the parameters that define
tumor growth by fitting the pure growth model
dt)=k-c(t)-(1—=0b-c(t)) with ¢(0) =0.5.”

(Kuznetsov & Knott, 2001)

I KK uddybes denne proces ikke yderligere. I KP, hvor samme metode er
anvendt, bruges metoden til at argumentere for at parameterveerdierne er
mekanistisk troveerdige

”the logistic model is biologically reasonable and the two para-
meters that need to be estimated from the data determine the
slope and asymptote of the tumor growth curve.”

(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

Den logistiske veekstmodel betragtes, som biologisk meningsfuld for celleveekst,
hvor en gget population ved lave populationer resulterer i stgrre vaekst, qua
stgrre potentiale for celledeling. I takt med at populationen naermer sig baere-
kapaciteten begynder vaeksten at falde. Ved at bestemme disse to parametre
isoleret fra resten, ud fra et matematisk system, som er biologisk menings-
fuld, sa kan parametrene betragtes som mekanistiske og veerdierne antages
at veere relativt preecise.

For det led som anvendes til at beskrive interaktionerne mellem killer- og
T-celler, apec, er det mindre klart i hvilken grad, parametrene kan opfattes
som mekanistiske. Parametrenes funktion i modellen er opsat til at tilsvare
en meningsfuld biologisk mekanisme. I og med at mekanismen er athaengig
af e(t) er den samlede sammensgtning af denne mekanisme dog meget kom-
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pleks i forhold til den rene logistiske veekst og det er derfor mere vanskeligt
at efterprgve med data, hvorvidt den antagede mekanisme afspejler virke-
ligheden. Yderligere er selve veerdierne for parametrene sveere at betragte
som mekanistiske. KK har fundet frem til veerdierne udelukkende gennem
parameterestimering af det fulde system; altsa en faenomenologisk tilgang.

T-celle funktionen

For T-celle funktionen anvendes der fem yderligere parametre for systemet,
henholdsvis r, d, u, v og g.

r er i denne forbindelse defineret som d-ey. eg betragtes af KK, som biolo-
gisk velbegrundet. Veerdien tager udganspunkt i, at der findes et kendt esti-
mat for det samlede antal splenocytter i milten pa de pagaeldende forsggsmus,
samt et estimat for hvor mange af disse celler der er reaktive overfor tumoren
(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994). Estimaterne er dog preeget af en vis usik-
kerhed. Isaer estimatet for antallet af reaktive celler, der beskrives som,

”The frequency of CTL precursors reacting to alloantigens forms
several tenths of a percent of the total number of lymphocytes
(Brondz, 1987)”

(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

Frekvensen beskrives altsa som en fraktion af ”adskillige tiendedele af en
procent”. Ordet "adskillige”er bade bredt og upreecist og skaber dermed en
stort spaend af veerdier, som opfylder dette krav. Estimatet kan i den forstand
snarere betragtes, som et estimat for en stgrrelsesorden, end en konkret veer-
di. Det samme ggr sig, til dels, gaeldende for estimatet af det samlede antal
af splenocytter. Dette antal estimeres som,

”The spleen of a BALB/c mouse contains approxrimately 10°
splenocytes.”
(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

Antallet af splenocytter vurderes altsa som ”tilngermelsesvist 108”. Hvor
preecist dette estimat er tilteenkt at veere, er ikke umiddelbart klart fra for-
muleringen. Estimatet kan bade fortolkes som et estimat pa 10® for antallet
af splenocytter og som et estimat pa 108 for stgrrelsesordenen af antallet af
splenocytter. ey kan dermed siges at veere mekanistisk velbegrundet, omend
veerdien for parameteren vil veere praeget af stor usikkerhed.
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KK’s veerdi for eg er valgt pa baggrund af et estimat for eq i KP pa 3,3-10°
celler. I KK er dette estimat tilpasset til 3 - 10°, hvilket er en meningsfuld
afrunding med tanke pa usikkerheden bag de betragtninger som ligger til
grund for estimatet. Antages det at 108 udtrykker et estimat for den kon-
krete veerdi, sa vil 3 - 10° tilsvare at ”adskillige tiendedele” tolkes som tre
tiendedele.

Den anden del af udtrykket r udggres af parameteren d som ogsa indgar
egenradigt i ligningen. Denne parameter, som beskriver dgdsraten, er direkte
relateret til cellernes levetid via et reciprokt forhold. Cellernes levetid er der
biologisk baggrund for at estimere, som ses i KP

”The lifetime of T lymphocytes from the spleen and the blood
1s not known precisely but can be estimated to be approximate-
ly 30 days or more (Reynolds et al., 1985; Gray € Leanderson,
1990).”

(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

I KP er veerdien for d, via parameterestimering, fundet til d = 0,0412, hvil-
ket tilsvarer en levetid pa é = m = 24, 3 dage. Dette resultat afviger
altsa en smule fra det biologiske estimatet, men er dog indenfor en lignende
stgrrelsesorden. I KK er d derimod bestemt til d = 0,591. Dette tilsvarer
1 1

i~ UsotdageT — 1,69 dage, som afviger markant i stgrrelseorden fra den

levetid som estimeredes at veere realistisk i KP.

Model-fitting predicts that the life time of killer cells is short
(about two days).
(Kuznetsov & Knott, 2001)

Det klarggres ikke tydeligt her, hvorfor denne veerdi alligevel accepteres som
et validt estimat for modellen.

u introduceres som en ny paramater i KK, hvor den dikterer en betinget
erkleering for modellen. Parameterens stgrrelse afggres af hvor leenge det ta-
ger for en precursor celle at udvikle sig til en killercelle.

” Note particularly that 28 days is an appropriate estimate of the

maturation time for CD8+ cytotoxic T lymphocytes.”
(Kuznetsov & Knott, 2001)
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Et estimat for veerdien af denne periode er ikke let tilgaengeligt i littera-
tur, men det til trods, sa vurderes det i KK at 28 er et passende estimat for
u. Ved denne vurdering anvendes der ingen direkte kildehenvisning til at un-
derbygge deres vurdering. Safremt vurderingen er baseret pa litteratur, kan
det antages, at vurderingen er foretaget pa baggrund af KP, som generelt for
KK udger deres referencepunkt for uddybende begrundelser for KK’s para-
meterveerdier. Der er dog ingen biologisk uddybning der relaterer direkte til
cellernes modningstid i KP.

Vurderes uklarheden omkring veerdien for w i samspil med uklarheden
omkring veerdien for d i samspil, kunne det dog tyde pa, at introduktionen
af u under matematiseringen indebaerer et sendret perspektiv pa systemet i
KK. Mens KP ikke indeholder nogen argumentation for en periode for celler-
nes modningstid, sa indeholder den trods alt et argument, som relaterer til
deres livsforlgb, som estimeredes til over 30 dage. Det fremgar ikke tydeligt
i beskrivelsen af dette livsforlgb, hvorvidt levetiden pa 30 dage skal betrag-
tes som 30 dage efter udviklingen til T-celle eller 30 dage fra dannelsen af
precursor cellen. Betragtes det som sidstnaevnte, kan cellernes levetid betrag-
tes som todelt; en udviklingsperiode og en aktiv periode. d er beskrevet som
selve T-cellernes dgdsrate og den samlede levetid vil dermed kunne beskrives
som,

1
levetid = precursor levetid + T-celle levetid = u + p (3.10)

hvor u udtrykker perioden for udviklingsfasen af precursor cellerne, mens
%l udtrykker den periode, hvor de feerdigudviklede T-celler aktivt pavirker
systemet. Denne made at forsta parametrene kraever en grad af fortolkning
af den information der er tilgeengelige i KP, da det ikke formidles klart i

artiklen. Betragtes parametrene saledes, vil levetiden veere

1
levetid = u + i 28,05dage + 1,69dage = 29, Tdage

Fortolkingen medfgrer altsa en levetid for cellerne, som er meget teet pa
den estimerede veerdi pa 30+ dage. Fortolkningen indebeerer dog ogsa, at det
ikke abenlyst kan vurderes, hvor realistiske parameterveerdierne for u og d
er ved en parameterestimering. Denne vurderingen kan kun foretages ved at
betragte parametrene samlet.

Uklarheden omkring parameteren v har endnu en konsekvens, som kom-
mer til udtryk ved den matematiske fortolkning af systemet.
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the parameter u is the delay time of the immune response be-
fore “new” killer cells can be applied to attack the tumor; i.e.,
u s the time for precursor cells to mature into killer cells. The
function f “cancels” the additional growth term until t > u.
(Kuznetsov & Knott, 2001)

Dette citat underbygger den tolkning af u, som er foretaget i denne rap-
port, hvor v udtrykker tiden det tager for precursor celler at udvikle sig til
T-celler. Denne tolkning indebaerer at responsen pa tilstedeveerelse af can-
cerceller er gjeblikkelig og at forsinkelsen i stedet forekommer ved effekten af
denne respons. Betragtes ligning (3.4), ses det dog at dette ikke afspejles i
den matematiske konstruktion. Nar leddet aktiveres, sa atheenger det af den
samtidige population af cancerceller. For at opsatte et matematisk udtryk,
som er tro mod den mekanisme, som er beskrevet, sa burde udtrykket i stedet
referere forsinket til cancercellepopulationen. Uden denne forsinkelse beskri-
ves der matematisk set i stedet en situation, hvor selve responsen er forsinket.

De sidste parametre i systemet er parametrene v og g, som begge indgar
i den betingede erkleering, som styres af u. Parametrene i denne del af syste-
met er umiddelbart ikke specielt biologisk velbegrundede. I KP argumenteres
der ganske vist for hvilken biologisk mekanisme leddet beskriver, men det
klarggres ikke hvorfor det er oplagt at beskrive denne mekanisme gennem
lige preecis dette matematiske udtryk. Yderligere er der ved bestemmelsen
af parameterveerdierne udelukkende taget hgjde for parameterestimeringens
output. Dette har resulteret i meget store forskelle mellem estimaterne for
v og g mellem KK og KP. v estimeres til 0,525 i KK og 0,125 i KP, mens
g estimeres til 0,16 i KK og 20,19 i KP. Iseer forskellen i g, som er mere
end en faktor 100, er igjnefaldende. Uklarheden omkring denne parameter
understreges ogsa i KK under sensitivitetsanalysen.

” However, increasing the parameter g from 0.16 to 5 did not chan-
ge approaching the tumor dormancy steady state.”
(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

g ses dermed ikke blot at veere besveerlig at estimere biologisk, men ogsa
ud fra det anvendte dataseet. Ved at analysere leddet,=<, ved ¢’s storrelse

) g+c?
i forhold til g, ses at nar ¢ > g, sa ﬁ = v, mens ;—fc = %C, nar ¢ < g¢.

Det vil sige at ¢’s indflydelse pa systemet kun kan undersgges dybdegaende
ved lave vaerdier for c. Ligning (3.5)’s indflydelse pa systemet ved forskellige
c-veerdier kan ses pa figur 3.3.
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Figur 3.3: Her ses en graf over hvordan funktionen y = ﬁ udvikler sig
som ¢ stiger. Her har f og g faet de samme verdier som KK har givet dem.

Figur 3.3 viser at g = 0,167 tidligt i modellens udvikling mister sin ind-
flydelse pa systemet. Allerede ved ¢ = 1 er leddet ved (L16++1 = 85, 7% af dets
maksimale veerdi og ved ¢ = 10 98,3%. Siden leddet forst aktiveres leenge
efter cancercellepopulationen er begyndt at vokse (efter u dage), sa betyder
det i praksis for dette system, at g forst er relevant for systemet, nar ¢ neer-
mer sig sit aekvilibrium. Jeevnfert figur 3.1, sa er selv de laveste datapunkter

efter u i stgrrelsesorden 10° og langt de fleste over 10

Verdierne i stgrrelseordenen 10° ses kun omkring cancercellepopulations
eekvilibrium og det vil primeert veere for denne del af kurven, at g har re-
levans for systemet. Da dataseettet er yderst sparsomt for denne del af ¢’s
udvikling, sa kan veerdien for parameteren ikke rigtig estimeres med nogen
form for preecision. Der kreeves derfor meget store sendringer i g for at sendre
vaesentligt pa modellen.

En yderligere betragtning i forhold til ligningens betingede erklsering er
opfattelsen af parameteren u. u’s indvirkning pa systemet i den opstillede
model medfgrer, at systemet opfattes sadan, at alle de celler, som udvikles i
respons til cancercellerne tager preecis lige laenge om at modnes. Denne be-
tragtning er ikke biologisk intuitiv, omend den dog potentielt kan betragtes
som en valid forsimpling af systemet. Dog ville samme egenskab kunne opnas
for udtrykket ved at benytte et logistisk led fremfor et conditional statement.
Et logistisk led vil kunne beskrive tilvacksten af T-celler via en fordeling over
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flere dage. Dette tillader en vis fleksibilitet i forhold til at hvordan tilveek-
sten af T-celler opfattes over tid. Samtidig vil dette led kunne tilnserme sig
praecis samme opfgrsel som en betinget erkleering ved w — oo, hvor w er den
logistiske veackstrate.

I denne sektion har vi undersggt modellen, som den er blevet prasenteret
af KK. Vi har gennemgaet alle parametre og variabler og forklaret deres be-
tydning, bade med et biologisk- og matematisk udgangspunkt. De vigtige led
i de to ligninger er blevet redegjort for matematisk. Vi har ogsa sammenlig-
net KK’s differentialligninger med de differentialligninger som KP har lavet.
Det er disse ligninger som KK bygger videre pa for at lave deres model. Da
parameteren u kan forstas pa flere forskellige mader, forklares her hvordan,
og hvorfor, vi har valgt at forsta u som tiden det tager precursor celler at
modnes og blive til T-celler.
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3.2 Modelkalibrering

I denne sektion vil vi lave en parameterestistimering pa KK’s model ud fra
det data som de har brugt. Dette gores forst ved at lave en sensitivitetsana-
lyse, hvor vi finder ud af hvilke parametre der er mere sensitive end andre.
Parametrenes sensitivitet analyserer vi via en procentvis endring af alle pa-
rametrene enkeltvist. Derefter ser vi hvor meget modellens output varierer 1
forhold til de @ndrede parametre. Nar modellens output endres meget i for-
hold parameterens @endring, sa bliver parameteren set som at vere sensitiv.
Huis det omvendte sker satter vi parameteren som robust.

I parameterestimeringen erstatter vi de parametre som vi fandt robuste med
konstanter, og estimerer dem som vi anser at vere sensitive. FEstimeringen
udfores med et program i« MATLAB. Programmet bliver ikke redegjort for. De
nye parameterverdier vi finder sammenlignes med KK’s verdier hvorefter en
reekke overvejelser bliver udfort pa baggrund af hvad analysen belyser

3.2.1 Sensitivitetsanalyse

I dette afsnit vil vi lave en sensitivitetsanalyse af case-parametrene, udfort i
MatLab, og analysere hvordan modellens output @ndres nar de individuelle
parametre aendres procentmassigt. I afsnittet vil vi treffe valg undervejs for
at gge ngjagtigheden af identifikation af parametertype, og tydeliggore hvilke
parametre der har storst effekt pa modellen.

Strukturen for afsnittet er bygget op saledes at den anvendte metode og pro-
cedure bliver introduceret kort. Herefter pabegyndes analysen af hvilke para-
metre der er mere sensitiv end resten, sammen med lgbende konklusioner og
overvejelser herom. Resultaterne bliver presenteret i grafer og tabeller.

Sensitivitetsanalysen er simuleret med MatLab med udgangspunkt i case-
modellens parametre. Fgrste skridt i analysen er en enkeltvis sendring af
hver parameter pa +10%.

Parameteren p er en procentsats og bgr derfor altid ligge i et interval p € [0 :
1] for at veere meningsfuld. Da p’s veerdi er pa 99,8% vil en +10% sendring
af p resultere i en veaerdi uden for dette interval. Der varieres derfor i stedet
pa 1 — p, fremfor selve parameteren p. Fremover gennem analyse afsnittene,
vil veerdien 1 — p praesenteres i p’s sted som p,, da det er denne veaerdi som
varieres og dermed den relevante veerdi at analysere pa.
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Differentialligningerne er simuleret for hver af de sendrede parametervaer-
dier over et tidsinterval ¢ € N med tidsskridt pa 1 dag; én gang med det
originale fit, og én for hver gang vi sendrer en parameter, hvis afvigelse kal-
des z. Sammenligningen foretages i punktet hvor der er et globalt maksimum
pa kurven for det originale fit og pa kurverne for hver parameter som er sen-
dret. Saledes vil to punkter altid sammenlignes relativt til hinanden som i
ligning (2.4).

Resultaterne vises med to sgjlediagrammer, én for hver af de procentvise
variationer. Henad den horisontale akse optreeder parametrene, og pa den
vertikale akse vises veerdier for s. Pa den vertikale akse svarer veerdien 1 til
ingen gendring i modelrespons.

Folgende figurer har tre sgjler i bla, orange og red farve som viser para-
meter respons pa procentvist variation af veerdi. Den rgde og- orange sgjle
repraesenterer cancer- og T-celler. Den bla sgjle angiver punktet hvor grafer-
ne for populationerne af cancer- og T-celler krydser hinanden til tidspunktet
t, i forskel fra det originale fit.
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(a) Sojle diagram der viser resultatet af (b) Sgjle diagram der viser resultatet af

en sensitiwitsanalyse med en —10% @n-
dring 1 alle parametrene. Hen af den ho-
risontale akse er de enkeltvise parame-
tre for hver af populationerne og pa den
vertikale akse angives den relative for-
skel fra modeloutputtet

en sensitivitsanalyse med en +10% @n-
dring i alle parametrene. Hen af den ho-
risontale akse er de enkeltvise parame-
tre for hver af populationerne og pa den
vertikale akse angives den relative for-
skel fra modeloutputtet.

Figur 3.4: bla, rad og orange farve viser parameterrespons pa procentvist va-
riation af verdi. Den rgde og orange sgjle repreesenterer cancer- og T-celler.
Den bla sgjle angiver punktet hvor populationerne krydser til tidspunktet t,
i de respektive ligninger, i forskel fra det originale fit. Pa den vertikale akse
vises verdier for s, med 1 svarende til ingen endring i modeloutput. Figurene

er lavet gennem appendiz B.1.

Parametrenes robusthed vurderes ved at sammenligne afvigelserne nume-
risk i tabel 3.2. For at vaegte negative sendringer i samme grad som positive,
sammenlignes disse ud fra forskellen relativt til den hgjeste veerdi af s og ng.
I praksis ggres det ud fra fglgende ligning,

Hvis s >1, sa z=s-—1

1

Hvis s <1, sa z=(-)—1
s

For at give et bedre overblik vises de relative forskelle i tabel 3.2
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Afvigelser | ¢ —10% | e —=10% | ¢ +10% | e +10%
d 0.0697 | 0.5380 | 0.1293 | 0.4876
U 0.4297 | 0.0134 | 0.4031 | 0.0087
v 0.2409 | 0.5583 | 0.1048 | 0.5132
De 0.0035 | 0.0030 | 0.0035 | 0.0030
a 0.2172 | 0.0344 | 0.1984 | 0.0356
k 0.8222 | 0.0481 | 0.7532 | 0.0272
b 0.0172 | 0.0013 | 0.0171 | 0.0013
g 0.0005 | 0.0074 | 0.0005 | 0.0068
€o 0.2166 | 0.0785 | 0.1932 | 0.0649

Tabel 3.2: Tabel over hver enkelt parameters relative forskel fra det originale
fit, sammenlignet i toppunktet for alle simulationer

Ud fra figur 3.4b og 3.4a tyder det pa at parametrene g, b og p. er af
robust karakter, da z i disse tilfezelde er teet pa 0. Derudover fremgar det
fra tabeloversigten, at ingen af parametrene er fuldsteendigt robuste. Dette
ville have resulteret i at modellen ikke havde nogle entydige lgsninger, da
alle veerdier for en fuldsteendig robust parameter, ville resultere i samme
modeloutput. For at definere et kriterie for robusthed, anvendes et kriterie
baseret pa gennemsnit og standardafvigelse (o) af z.

Relativ forskel pa o og parametre (-10%)
I Cancer celler| | I I i T I
[ T-celler

Relativ forskel pa o og parametre (+10%)

I Cancer celler
[ T-celler

3

-0.5 : -0.5
> N 2 Q 2 % AN} S 2o S > 2 Q 3 % 0 S 2o

(a) Sojlediagram der wviser forholdet (b) Sgjlediagram der wviser forholdet
mellem o og parametrene for tumor- og mellem o og parametrene for tumor- og
T-celler, ved en endring af z med —10% T-celler, ved en @ndring af z med +10%

Figur 3.5: Figuren viser et sgjlediagram i logaritmisk skala. Pa den hori-
sontale akse vises Z og med parametrene henad den vertikale akse. Figurene
er lavet gennem appendix B.2.

Figur 3.5 viser et sgjlediagram i logaritmisk skala. Pa den horisontale akse
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vises Z og med parametrene henad den vertikale akse. Dette trin bekraefter

os i at de fgrnsevnte parametre er robuste.

De beregnede skaeringspunkter har to tilfaelde, hvor populationerne ikke
krydser i et punkt. Dette geelder for v nar denne sendres negativt med 10%
og i det modsatte tilfeelde for d. I begge situationer er effekten af parameter
sendringen at ¢(t) og e(t) ikke krydses som det vises i det originale fit.

Med denne analyse er parametrene blevet opdelt parametrene i to kate-
gorier, for henholdsvis robusthed og sensitivitet. b, g og p. blev bestemt til
robuste parametre, mens de resterende er oplagte at estimere pa med det
formal at finde et bedre bud pa fit end det originale.

3.2.2 Parameterestimering

I rapporten af KK, som bliver brugt som opgavens case, fremgar metoden
til parameterestimeringen ikke. I dette afsnit vil de verdier som praesenteres
af KK, sammenlignes med dem som vi kan findes gennem en veldefineret
og anerkendt sggealgoritme. Vi wvil © den forbindelse undersgge hvor meget
parameterveerdierne, som vi har fundet, og den som KK har brugt, varierer
fra hinanden. Dette gores for at undersgge sggealgoritmernes indflydelse pa
parameterstorrelser

I forbindelse med parameterestimeringen vil vi inddrage resultaterne fra sen-
sitivitetsanalysen. I det afsnit fandt vi ud af hvilke parametre der var robuste.
Disse parametre bliver nu sat som konstanter, og en parameterestimering bli-
ver udfort pa de mere sensitive parametre. Parameteren p. vurderede vi ogsa
som robust 1 sensitivitesanalysen, men den wvil ikke blive fastholdt under para-
meterestimeringen. Dette skyldes til dels, at p. er en procentsats, hvis spend
ligger ved 0 < p. < 1, og samtidig har en verdi meget tet ved dens graense.
Dette besveerliggjorde analysen, hvis resultat for p. dermed ikke kan opfattes
med samme sikkerhed.

Da formalet med denne rapport er at undersgge de enkelte trin der er fo-
retaget undervejs i modelleringsprocessen for sig, sa foretreekkes der, at un-
derspge hvert af disse trin med udgangspunkt der er sa tet pa den oprindelige
model som muligt. Derfor vil det ikke veere hensigtsmessigt at vurdere p. som
robust under parameterestimeringen.

Parameterestimeringen er udfert via Shuffled Complexr Evolution , udviklet
ved University of Arizona (SCE-UA). Algoritmen placerer et antal punkter
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i parameterrummet, baseret pa nogle givne startveerdier. Rundt om disse
punkter konstrueres nogle komplekser af punkter, som herefter optimeres pa.

Til optimeringen undersgges det, hvorvidt der for det darligst estimerede
punkt, opnas et bedre fit, nar punktet flyttes tacttere pa centrum eller leengere
veek. Denne procedure gentages herefter for det veerst estimerede punkt i det
nykonstruede kompleks og for hver gang et af disse punkter rykkes udferes
en simulering af differentialligningernes lgsning.

Efter at have optimeret pa disse punkter et stort antal gange, vil hvert
af komplekserne have lukket sig rundt om det minimum, med mindst gen-
nemsnitlig afvigelse,omkring dets startposition. Herefter blandes de fundne
punkter for hvert kompleks med hinanden, hvorved der dannes nye kom-
plekser. Herefter gentages fremgangsmaden fra for, saledes at hver af disse
komplekser igen finder hen imod et minimum.

Blandingerne udfgres da det ikke altid kan afggres om et kompleks har
fundet det globale minimum eller blot et lokalt. Ved at blande de fundne
punkter gges sandsynligheden for at finde frem til globalt minimum. For
hver blanding undersgges det, hvor stor forbedring der er i forhold til det
forrige minimum, saledes at et krav for en minimumsforbedring kan opstilles.

Parameterestimeringen udfertes saledes, at programmet fortsatte indtil,
at et helt loop af algoritmen resulterede i en forbedring under 0.1% eller
at programmet havde kort 10.000 simulationer af modellen. Differentiallig-
ningernes lgsning blev approksimeret med Matlabs ode23s differentiallig-
ningslgser. Kvaliteten af fittet vurderes ud fra en korrigeret standardafvi-
gelse, hvor optimeringer med fa variable parametre veegtes som bedre fit,
end optimeringer med mange.

log(x;(data) — log(z;( fit))
Z log(z(data)) — N (3:.11)

Hvor (z;(data)-z;(fit)) er afstanden mellem datapunkt og fit, z(data) er
den gennemsnitlige dataveerdi, mens N er antallet af variable parametre.

Med samme fremgangsmade som KK, estimeres parametrene k og b ind-

ledningsvist til det fgrste datasaet, hvori de er de eneste betydende parametre.
De fundne stgrrelser er: k = 0.188 og b = 0.00213.
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Figur 3.6: Parameterestimering af k og b, til datasettet uden nogle T-celler,
sammenlignet med KK’s fit til samme dataset. Den stiplede linje represente-
rer KK's fit til dataseettet, mens den solide linje er det nye fundne fit. Figuren
er lavet gennem appendix C.1.

Pa figur 3.6 ses det, at KK har fundet frem til en b-veerdi som resulterer
i et lidt hgjere toppunkt for grafen. Den fundne k-veerdi er kun anderledes
pa fjerde decimal, mens den nye b-veerdi er anderledes med omkring 15%,
sammenlignet med KK’s.

At udviklingerne er synligt anderledes som resultat af blot en sendring
i b, er dog lidt i modstrid med sensitivitetsanalysens bestemmelse af denne
som en robust parameter. Dette er grundet at parameterens indflydelse pa
modellen er i bestemmelsen af dets maksimum. Da de resterende datasaet
falder kort efter at have naet op pa den meengde hvor b’s storrelse er rele-
vant, er modellen derved robust overfor sendringer i denne. Det er dermed
kun i dataseettet uden nogen T-celler, at der forekommer nogen maerkbare
eendringer i modellens output, nar en sndring i b forekommer.

Parametrene k og b vil ikke tages med i overvejelserne i de resterende
afsnit, da de nu er estimeret, og vil derved blive set som konstanter med de
fundne veerdier fremover. Da de eneste to parametre som pavirker datasaet
nu ogsa er konstante, vil der ikke forekomme nogle sendringer i fit til dette
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datasaet fremover.

Med metoden beskrevet tidligere, udfgres fgrst en parameterestimering,
hvor alle parametre holdes variable, hvorved der opnas en direkte sammenlig-
ning med den parameterestimering, som er foretaget af KK. Det resulterende
fit, det originale fit, samt det tilhgrende dataseet er vist pa figur 3.7.
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Figur 3.7: Parameterestimering med alle parametre som variable. De rode
linjer viser mengden af cancerceller, mens de bla viser T-celler. De stiplede
linjer er fittet med KK’s fundne parametre, mens den solide linje er fittet med
de nye fundne parametre. Cirklerne viser de eksperimentelt bestemte antal af
cancerceller. Figuren er lavet gennem appendix C.2.

Figur 3.7 viser, at afvigelserne mellem de to udviklinger er minimale. Den
mest synlige sendring, er sendringen af parameteren u, som ses gennem en
forskydning langs x-aksen. Her ses det, at den store stigning i antallet af T-
celler, og det resulterende fald i antallet af cancerceller, forsinkes. Derudover
ses en gendring i det aekvilibriumspunkt, som de to populationer sgger hen
imod, hvor begge veerdier er mindsket en smule.
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Det ses i tabel 3.3, at sendringen i u i forhold til KK er konsekvent for
parameterestimeringen ved alle de anvendte startbetingelser. Afvigelser i u er
for disse ligninger ganske afggrende for modellen, da parameteren korrigerer
tilfgrslen af et ekstra led til modellen. Dette ses ogsa pa figur 3.4, hvor u
fremgar som den naestmest sensitive parameter i modellen. Ved at fastsaette
u til veerdien fra KK kan det undersgges hvor stor lighed der er mellem
bestemmelsen af de gvrige parametre for de to estimeringsalgoritmer. Herved
kan det undersgges hvorvidt KK har gjort brug af en optimeringsalgoritme
som blot har fundet frem til et lokalt minimum for denne bestemte u-veerdi,
eller om den systematisk afviger fra den algoritme som anvendes i denne
rapport.
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Figur 3.8: Parameterestimering med u som konstant. De rgde linjer viser
mengden af cancerceller, mens de bla viser T-celler. De stiplede linjer er
fittet med KK’s fundne parametre, mens den solide linje er fittet med de
nye fundne parametre. Cirklerne viser de eksperimentelt bestemte antal af
cancerceller. Figuren er lavet gennem appendix C.3.

Figur 3.8 og tabel 3.3 viser, at dette fits parameterveerdier er langt teette-
re pa veerdierne fra KK, end nar u holdes variabel. Dette ville kunne forklares
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ved, at KK har fundet parametrenes stgrrelse ved et lokalt minimum for w,
men ikke ved det globale minimum. En sadan situation vil for eksempel fore-
komme ved sggning af parameterrummet. Parameterrummet vil aldrig kunne
undersgges absolut fyldestggrende og jo mere dybdegaende det undersgges,
jo leengere tid kraeves det for algoritmen at eksekvere til ende. Dette kompro-
mis mellem grundighed og effektivitet kan dermed resultere i, at afspgningen
af parameterrummet er for begraenset til at finde det globale minimum.

For naermere undersggelse, kan en mindre grundig parameterestimering
udfgres, ved forskellige fastholdte veerdier af u. Herved kan det undersgges
hvorvidt denne mere udfgrlige parameterestimering lgber ind i lignende pro-
blematikker med lokale minima omkring KK’s u-veerdi, nar den tvinges til
at foretage en mindre daekkende undersggelse af parameterrummet. Dette
er illustreret pa figur 3.9b og kan sammenlignes med en lignende paramete-
restimering, som tillades en mere deekkende undersggelse ved hver af disse
u-veerdier pa figur 3.9a. Pa begge figurer i 3.9 er dette undersggt ved u-
veerdier i intervallet [25.5 : 33] med trin pa 0.5. De fundne bedste-fit-veerdier
tilhgrende hver u-veerdi er vist pa y-aksen.
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(a) bedste fit til specifikke u-verdier, (b) bedste fit til specifikke u-verdier,
hvor algoritmen er tilladt op til 3.000 si- hvor algoritmen er tilladt op til 1.000 si-
mulationer, i stedet for de 10.000 som er mulationer, i stedet for de 10.000 som er
brugt til de resterende figurer i afsnittet. brugt til de resterende figurer i afsnittet.

Figur 3.9: Undersggelse af parameterestimeringens bedst fundne fit ved for-
skellige fastholdte u-veaerdier. Pa figur 3.9a er algoritmen tilladt 3.000 simu-
lationer, mens der pa figur 3.9b er tilladt 1.000 simulationer. Det fremgar
af figur 3.9a at 3000 simulationer resulterer i en tet pa glat, parabellignen-
de form, mens figur 3.9b har mange lokale minima. Begge grafer har globalt
minimum i intervallet [31:33]. Figurene er lavet gennem appendiz C.4.
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Som det fremgar af figur 3.9, sa vil der, ved en mindre grundig analyse af
parameterrum, findes et lokalt minimum teet pa den veerdi som er praesen-
teret af KK. Dette ville kunne forklare forskellene pa de fundne u-veerdier,
safremt at KK har anvendt en algoritme, som undersggte parameterrummet
mindre fyldestggrende, end den som benyttes i denne rapport. Dette virker
plausibelt, da artiklen blev udgivet i 2001 og den tilgengelige regnekraft i
moderne computere er steget meget siden da.

Proceduren bag parameterestimeringen kan justeres pa baggrund af sen-
sitivitetsanalysen, hvor g og b blev vurderet som robuste. I forbindelse med
sensitivitetsanalysen blev (1 —p) ogsa vurderet som robust. Da analysen der-
med ikke er foretaget direkte pa baggrund af p, sa vil denne parameter ikke
undersgges grundigt i denne parameterestimering, som har til formal at un-
dersgge parametrene med udgangspunkt i den oprindelige model fra KK.

Som tidligere nzevnt er b blevet estimeret i isolation, pa datassettet uden
nogen T-celler. Derved er kun parameteren g tilbage som en robust variabel
i parameterestimeringen. Safremt denne vurdering er fyldestggrende, sa vil
fittet veere naesten lige sa godt, nar denne parameter fastseettes som konstant,
som nar den er variabel. I kraft af at den numeriske bestemmelse af fittets
kvalitet i denne estimering tager hgjde for antallet af variable parametre, sa
ber denne veerdi derfor veere bedre for dette fit. g fastsattes derfor til den
veerdi som blev praesenteret 1 KK og det resulterende fit kan ses pa figur 3.10.
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Figur 3.10: Parameterestimering med g som konstant. De rode linjer viser
mengden af cancerceller, mens de bla viser T-celler. De stiplede linjer er
fittet med KK’s fundne parametre, mens den solide linje er fittet med de
nye fundne parametre. Cirklerne viser de eksperimentelt bestemte antal af
cancerceller. Figuren er lavet gennem appendix C.5.

Med en konstant g, finder algoritmen altsa nogle parametervaerdier, som
resulterer i en meget lignende udvikling af cancerceller. Igen ses sendringen
i veerdien af u dog tydeligt, i form af forskydningen af T-cellernes stigning
langs x-aksen. Jaevnfgrt analysen af parameteren ¢ i afsnit 3.2.1 og 3.1.2
er denne overensstemmelse som forventet. Parameteren er ved alle udferte
estimeringer i stgrrelsesordenen 107!, hvilket ggr parameteren negligebel ved
t = u for alle graferne, hvor ¢ er mange gange stgrre end g. Efter tidspunktet
t = u, er veeksten af cancerceller dog faldende, saledes at ¢’s indflydelse pa
leddets stgrrelse begynder at stige. Alt i alt er der dog meget fa datapunk-
ter med lave c-veerdier efter u. Kun ved fem datapunkter, befinder ¢ sig i en
stgrrelseorden [10° : 101]], som trods alt stadig er omkring en faktor 10— 100
stgrre end g-veerdien.

Af tabel 3.3 fremgar parametervaerdierne, samt kvaliteten af deres respek-
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tive fit i forhold til dataseettet, for begge disse grafer, samt for KK’s originale
parameterestimering. Her ses det, at selvom graferne visuelt ligner hinanden,
sa gendres de gvrige parametre (med undtagelse u) sig veesentligt, alt efter om
g fastholdes eller ej. Dette forventes ikke umiddelbart af en robust parameter
og er derfor en kraftig indikation af, at g er en mere sensitiv parameter, end
sensitivitesanalysen umiddelbart antydede.

Jeevnfort tabel 3.3 er det dog veerd at bemeerke, at fastsaettelse af g som
konstant resulterer i den bedste veerdi for fittet. Konsekvensen af g’s sensiti-
vitet er dermed ikke i sig selv et darligt fit, men derimod en stor indflydelse
pa de gvrige parametres stgrrelser. Ydermere er der, som tidligere naevnt,
mangel pa data i det omrade, hvor g’s effekt pa modellen ville ses tydeligst.
Det er ikke garanteret at g ligeledes ville vurderes som robust i en sensitivi-
tetsanalyse ud fra et dataseet, som daekker perioden med cancer i dormancy
fyldestggrende.

De fundne parameterveerdier for hver af de udferte parameterestimeringer
kan sammenlignes med udgangspunkt i tabel 3.3

Fit Bedste fit a De u v g d
Original | 0.1070 | 0.139 | 0.180% | 28.1 | 0.525 | 0.161 | 0.591
| Fastsat: | | | [ | | | |
Ingen 0.0944 | 0.159 | 0.259% | 31.4 | 0.630 | 0.148 | 0.729
u 0.0971 | 0.140 | 0.191% | 28.1 | 0.488 | 0.152 | 0.550
g 0.0925 | 0.162 | 0.243% | 31.3 | 0.586 | 0.161 | 0.678

Tabel 3.3: Parameterverdier og bedste fit, fundet gennem parameterestime-
ring med forskellige variable fastsat. Disse sammenlignes med parametervar-
dier fundet af KK, samt bedste-fit-vardier tilhorende disse parametervaerdier.
Bedste fit for KK er beregnet gennem appendiz C.6.

Som det fremgar pa tabel 3.3, er bedste fit i alle situationer bedre med
de korrigerede parameterverdier, end de som blev praesenteret af KK. Dette
underbygger antagelsen om, at KK har anvendt en algoritme som foretog en
ringere undersggelse af parameterrummet, end den som er benyttet i denne
rapport. Derudover ses det, at der forekommer minimale sendringer i para-
meteren k£ gennem de mange estimeringer, hvilket er et steerkt tegn pa, at
det er den korrekte parametervaerdi for denne model, som er fundet.

I begge estimeringer hvor u har veeret tilladt variation, har den sggt hen
til veerdier meget teet pa hinanden. Da der kun er foretaget to estimeringer
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med denne parameter fri, er dette dog ikke nok til at kunne konkludere noget
entydigt omkring denne parameter.

Parametrene a, p, v og d ser store sendringer mellem de forskellige esti-
meringer, hvilket forteeller os at dette nok er de korrigerende parametre, som
kan ggre op for en fastsat parameter. Altsa kunne det teenkes, at der var en
slags sammenhaeng mellem disse parametres effekt pa modellen, og de para-
metre som fastsattes. Safremt en parameter fastsattes, som har en negativ
effekt pa antallet af cancerceller, ville det tyde pa, at parameterestimeringen
bruger en kombination af zendringer i disse parametre til at korrigere udvik-
lingen.

Det fremgar tydeligt i tabel 3.3, at den robuste parameter g antager for-
skellige vaerdier, blandt de forskelligt fits. Derudover finder modellen ogsa hen
til vidt forskellige parameterstgrrelser, for for stgrstedelen af de resterende
parametre, med en gennemsnitslig seendring af 8, 18%. Dette kunne tyde pa,
at selvom modellen er robust overfor sendringer i kun denne parameter, er
den sensitiv overfor ¢’s storrelse, nar den varieres i kombination med andre
parametre. Dette er ikke en mulighed som blev undersggt i sensitivitetsa-
nalysen, da parametrene kun blev varieret enkeltvist. Som tidligere naevnt,
ses modellens sensitivitet overfor ¢’s storrelse samtidig ikke ved stgrstedelen
af datapunkterne. Safremt flere datapunkter blev introduceret for perioden
hvor modellen er stabiliseret, ville det ses mere tydeligt, at den er sensitiv
overfor eéendringer i dennes stgrrelse.

Pa baggrund af disse observationer, kan det konkluderes, at til trods for
resultaterne fra sensitivitetsanalysen, sa kan g ikke betragtes som en para-
meter af lav betydning eller sensitivitet for det system som KK forsgger at
modellere. I samme ombeaering er det anvendte datasset dog darligt egnet til
at estimere ¢’s veerdi, da der er mangel pa datapunkter i det omrade af sy-
stemet, hvor ¢’s indflydelse kommer klarest til udtryk. Det vil sige at g er
en vigtig parameter for modellen, men at tilhgrende parameterveerdier, som
estimeres ud fra det givne datasaet vil veere relativt upalidelige.
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I denne sektion har vi undersggt hvad der sker nar der @ndres pa de
individuelle parametres verdier. Vi startede med at vise at parameterene d,
u, v og k alle er sensitive, hvilket indebaere at de resterende parametre p,,
b og g, relativt set, alle er robuste. Ydermere viser vi visuelt via grafer og
numerisk, hvor meget modellens output endres nar parameterene endres med
+10%. Med denne viden laver vi vores egen parameterestimering. Vores og
KK’s estimering ligger tet op af hinanden, men wvores parametre giver et

bedre fit.
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3.3 Modelkorrigering

I denne sektion vil vi undersgge en rakke valg, som KK har taget i lobet af
deres modelleringsproces. Forst vil vi undersgge et alternativ til den betingede
erklering. Alternativet bestar i indforslen af et logistisk led, som er i stand
til at emulere den betingede erklering funktionelt. Herefter vil vi foretage en
overfladisk undersggelse af hvordan modellen ville pavirkes af tilfojelsen af
et stokastisk led. Der vil derefter foretages et forssg pa en stor forsimpling
af modellen ved at foretage en analyse ved kvasistabil tilstand af e(t). Til
sidst vil vi analysere hvordan differensliginger vil fitte til dataseettet. I den
forbindelse vil systemet samtidig undersgges med en tidsforskydning i forhold
til KKs model. Safremt at der opstar interessante endringer i modellen, kan
dette tages op til diskussion i naste kapitel.

3.3.1 Betinget erkleering

KK walgte at tage en betinget erklering med i udformningen af deres mate-
matiske model. Formalet med dette er at inkorporere en tidsforsinkelse der
beskriver en tilveekst af T-celler som starter efter en vis periode, hvori denne
tilvekst ikke forekommer. Dette er gjort med f-leddet som er beskrevet tidli-
gere i rapporten.

Afsnittet er bygget op omkring en analyse af betingelsen, og dets matematiske
betydning for modellen, for derefter at vise hvordan et andet valg forsimpler
deres tilgang. Det alternative valg er et logisktisk led. Med det alternative
led vil vi foretage en parameterestimering, saledes at vi kan sammenligne
kvaliteten af dette valg pa baggrund af den originale model. Alternativets im-
plikationer pa forskellige aspekter af modellens virke, sasom overfitting og om
det er en mekanistisk eller fenomenologisk model, vil ogsa udforskes.

For at kunne finde et alternativ til den betingede erkleering, skal den ef-
fekt som dette har pa modellen, samt den bagvedliggende tankegang som det
bygger pa, analyseres.

Denne procedure kan betragtes som et eksempel pa en forsimpling af en
model. Argumentet er at alternativet skal beskrive data, i tilfredsstillende
grad, sammenlignet med KK’s model, saledes at dette ikke forringer model-
lens egnethed. Resultatet er derfor en model som er mere transparent og
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bedre i syntaks med det feenomen den modellere.
I KK’s model, kan den betingede erkleering som definerer funktionen f, be-
skrives som en funktion som antager veerdien 0, pa intervallet ¢ € [0 : u[, og
veerdien v pa intervallet ¢ € [u : tslut].

Denne opfgrsel kan tilnsermes med en meget stejl logaritmisk funktion.
En logaritmisk funktion har den matematiske form:

L

= T (3.12)

f(t)

Her bestemmer parameteren L funktionens toppunkt, parameteren h be-

stemmer heeldningen af funktionen og ¢, beskriver x-veerdien for punktet

hvor f(t) = % Denne funktion vil tilneerme sig funktionen f som tidligere i
afsnittet blev defineret, med L = v og ty = u ved limy, .
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Figur 3.11: Logistisk funktion med L = 0.525, h = 1000 og ty = 28. Figuren
er lavet gennem appendiz D.1.

Pa figur 3.11, ses en logistisk funktion med L = v, h = 1000 og ty = u.
Dette eksemplificerer, hvordan den logistiske funktion med et hgjt h, tilnser-
mer sig opfgrslen af KK’s betingede erkleering. Anvendes denne logistiske
funktion, som erstatning for den betingede erkleering, vil modellen forsimp-
les. Den betingede erkleering fjernes, og den eneste nye parameter som intro-
duceres, kan ses som en konstant, sa laeenge en stor veerdi veelges.

Med implementering af denne logistiske funktion i modellen, ville diffe-
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rentialligningssystemet se saledes ud:
dt)=k-ct)-(1—=0b-c(t)) —a-p-e(t)-ct) (3.13)

T C(t)

g+ c(t)

Herved er det klart, at dette vil forsimple modellen, da den betingede
erkleering fjernes, til fordel for et udtryk som ikke introducerer nogen nye
parametre, men blot en enkelt konstant. Ydermere er der en vis uklarhed
omkring den tilteenkte funktion og formal af den betingede erkleering i KK;
specielt i forhold til dets veerdi ved dag 0. Denne uklarhed vil undgas ved
konvertering af den betingede erkleering til denne logistiske funktion, hvis
opfarsel er tilnszermelsesvist ens. Ulempen ved dette nye udtryk er, at det
giver modellen en eksplicit tidsathengighed, og det derved bliver et ikke-
autonomt system. Derved udelukkes brugen af de analytiske veaerktgjer, som
ikke er mulige at bruge pa sadanne systemer.

et)y=r+ ce(t)—d-e(t)—a-(1—p)-c(t) e(t) (3.14)

Variation i modningstiden af T-celler

Ved denne erstatning for udtrykket af f er det muligt at introducere en smule
spredning i modningstiden af T-celler. Da der er tale om en biologisk pro-
ces, er det usandsynligt at processen altid tager samme tid. Ved at gore den
logistiske funktions parameter h variabel, vil dette kunne inkorporeres i det
logistiske led, afspejlet ved en mindre stejl kurve. Derved distancerer funk-
tionen sig fra tilnsermelsen af det conditional statement f, som dikterede at
der ikke forekom nogen modnede T-celler for perioden u var overskredet. Ved
eendring af h, vil der foreckomme en tilveekst af T-celler gennem modning af
nye celler i respons til cancercellerne, som starter fgr den gennemsnitslige
modningstid. Derved er det muligt at undersgge hvordan en variation i mod-
ningstiden af T-celler, vil pavirke modellens output.

Forst er det ngdvendigt at tage stilling til, hvor stor en betydende va-
riation omkring KK’s 28 dage, det ville vaere meningsfyldt at introducere.
Da variationen ikke introduceres pa baggrund af fastlagt teoretisk viden om
systemet, kan den ikke bestemmes pa baggrund af dette.

I parameterestimeringsafsnittet blev det fundet, at KK’s u-veerdi af cirka
28 dage, ikke stemte overens med den veerdi som parameterestimeringen kom
frem til. Denne veerdi blev fundet til omkring 31 dage i parameterestimerin-
gen, og efter undersggelse af KK’s tidligere udgivelser blev det fundet at der

57



tidligere har vaeret brugt en veerdi af 24, til at beskrive noget lignende. Med
udgangspunkt i den manglende teoretiske viden, benyttes disse overvejelser
som grundlag for at anvende en eksemplarisk spredning pa tre dage.

Den logistiske funktion vil aldrig kunne veere en helt praecis imitation af
den betingede erklezering, da funktionen aldrig nar O eller 1, men blot tilnger-
mer sig dem uendeligt neert. Funktionens spredning begraenses i praksis af, at
funktionen ikke bgr have stor effekt pa modellen udenfor graensen pa 3 dage
omkring u. Dette krav opstilles saledes, at maengden i perioden t € [0 : 25]
skal veere 5% af maengden i perioden ¢ € [0 : 31]. Punktet hvor dette krav
for den logistiske kurve er opfyldt, er ved en h-veerdi pa 0.711.

0.6

0.1}

10 15 20 25 30 35 40
t

Figur 3.12: Logistisk funktion med L = 0.525, h = 0,711 og t, = 28.
Figuren er lavet gennem appendix D.1.

Figur 3.12 illustrerer hvordan vaeksten fordeler sig over tid ved denne h
veerdi. Ved at foretage en parameterestimering for A = 0,711, kan sprednin-
gens effekt pa den samlede model undersgges. Det resulterende fit ses i figur
3.13, sammenlignet med KK’s fit, med parameterveerdierne og bedste fit vist
i tabel 3.4.
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Figur 3.13: Plot of KK’s model, med en logistisk funktion som erstatning
af den betingede erklering, med parameterestimering udfort. De bla linjer
repraesenterer T-celler, mens de rode linjer representerer cancerceller. De
stiplede er KK'’s fit, mens de solide er den nye optimering. Datasaettet er vist
som punkter. Figuren er lavet gennem appendix D.2.
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Fit Original | Estimering | Logistisk
Bedste fit | 0.107 0.0925 0.0993
k 0.188 0.188 0.189
b 0.00188 0.00213 0.00184
a 0.139 0.162 0.158
De 0.180% 0.243% 0.192%
U 28.1 31.3 29.7
v 0.525 0.586 0.585
g 0.161 0.161 0.150
d 0.591 0.678 0.676

Tabel 3.4: Parameterverdier og bedste fit, fundet genmem parameteresti-
mering af KK’s model med med en logistisk funktion som erstatning af den
betingede erklering. Disse verdier sammenlignes med parameterverdier og
bedste-fit-veerdier fra KK, samt den estimering som resultererede 1 den laveste
bedste-fit-veerdi i parameterestimeringsafsnittet. Heldningen af det logistiske
udtryk (parameteren h), er fastsat til 0.711, i det logistiske udtryk.

Af figur 3.13 fremgar det, at der ikke forekommer vaesentlige forskelle i
modellen ved implementering af denne variation i modningstiden. De primaere
forskelle som ses pa figur 3.13, er forskydningen af vaeksten af T-celler. Denne
eendring kan dog tilskrives selve parameterestimeringen, da dette ogsa er den
primeere sendring som blev set i parameterestimeringsafsnittet.

Pa tabel 3.4 ses det, at denne forskel i u-veerdi ikke er lige sa stor, som
den der blev set i parameterestimeringsafsnittet. Dette kunne oplagt vaere
et resultat af den logistiske ligning. Selvom indsaettelsen af det logistiske
led ikke forarsagede seerligt store synlige zendringer pa modellens evne til at
beskrive systemet, sa sendredes modellen dog nok til, at de fleste af para-
meterstgrrelserne er forskellige fra den tidligere estimering. Derved kan de
forskellige parameterstgrrelser mellem Logistisk og Estimering i tabel 3.4,
ses som et tegn pa, at eendringen ikke er fuldsteendigt irrelevant for modellen.

For endegyldigt at kunne konkludere, hvorvidt det er en egnet forsim-
pling, ikke at tillade variation i modningstiden, skal endnu en undersggelse
foretages. Det kan nu undersgges hvordan h i sig selv pavirker modellen, ved
at variere h omkring 0.711, med de parameterstgrrelser, som er tilpasset det
logistiske led, fastholdt. Disse veerdier er vist i tabel 3.4 under Logistisk.
Dette gores for at undersgge dens indflydelse pa udviklingen i det spektrum
som taenkes relevant for modellen. For at indsneevre undersggelsens omrade,
da der ikke vides hvilket spektrum den faktiske veerdi ville veere teoretisk,
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varieres h med +20%. Disse to greensetilfeelde for parameteren, er vist pa
figur 3.14, med de resterende parameterveerdier veerende dem, som blev fun-
det i parameterestimeringen. De fundne parameterstgrrelser er vist i tabel
3.4, hvor den parameterestimering med ingen fastsatte variable ogsa indgar
som referencepunkt.

E0=0[mill] & C0=0.5[mill] E0=0.3[mill] & C0=0.5[mill]
E
o
O
E=3
o
10°
A4
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Time t [day] Time t [day]
E0=0.3[mill] & C0=5[mill] E0=0.3[mill] & C0=50[mill]

lag(Cell [mill])

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200
Time t [day] Time t [day]

Figur 3.14: Plot af KK’s model, med en logistisk funktion af forskellig
heldning som erstatning af den betingede erklering. De solide linjer repra-
senterer T-celler, mens de stiplede linjer reprasenterer cancerceller. De bla
linjer har gjort brug af den laveste heldning og den hgjeste vaerdi til de rode
linjer. Dataseettet er vist som punkter.

[ figur 3.14 er der vist udviklingen ved tre forskellige veerdier af h. I de bla
linjer, er en h-veerdi af 0.853 blevet brugt, hvilket tilsvarer, at leddets veerdi
ved graenserne af spredningen er pa 2.83% af L. I de rgde er der blevet brugt
en veerdi af 0.569, hvilket resulterer i 8.99% for 25 dage. Disse er resultatet af
20% eendring i begge retninger fra det forrige kriterie af 0.711. Som det ses pa
figur 3.14, forekommer der minimale sendringer i udviklingerne, selvom para-
meteren er sendret med 20% fra udgangspunktet i hver deres retning. Dette
viser at der ikke forekommer nogle store afvigelser gennem denne forsim-
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pling. Modellen bliver samtidig matematisk simplere i den forstand, at den
er differentiabel over hele kurven og ligningen ikke skal deles op i to. Pa bag-
grund af disse to betragtninger kan forsimplingen ummiddelbart anses som
veerende god. Det ma derved konkluderes, at selvom indfgrelsen af en vari-
ation i modningstiden er en mere virkelighedsneer forklaring, er sendringen i
modellens output meget lille. Da der altid ma tages valg i modelleringspro-
cessen om forsimplinger af systemet, ser dette ud som en oplagt én af slagsen.

3.3.2 Stokastisk parameter

Forst foretager vi en analyse af effekten af indforelsen af et stokastisk led
i1 case-modellen. Efterfolgende bruger vi dette som argumentation for at pa-
rameteren p kan gores stokastisk. Vi wvil ikke foretage den egentlige udskift-
ning af p med en stokastisk parameter, men vil derimod vise dens variation
i grensetilfeldene af et sandsynligheds spektrum. Dette bringer os videre til
en analyse af valgets implikationer for modellens udvikling nar dette er un-
derlagt tilfeldige variationer.

Parameteren p, er den statisk procentvise sandsynlighed for resultatet af
udfaldet mellem T-celler og cancercellers interaktion, resulterende i den enes
ded, og dermed en formindskelse i maengden af denne celle. Denne mekanisme
synes oplagt at tillegges et stokastisk udfald, hvilket vil resultere i tilfaeldige
eendringer af de kontinuerte variable. Begrundelsen for dette er, at det i et
biologisk perspektiv antages troveerdigt at udfaldet af mgdet mellem cellerne
ikke er statisk, men er preeget af et tilfeeldigt element. Systemet er netop sa
komplekst at forfatterne af case studiet understreger at forstaelsen af system
dynamikkerne er relativt ukendte (Kuznetsov, Makalkin et al., 1994).

Der foretages ikke en egentligt udferelse af operationen med @endring i
modellen og konvertering af p. til en stokastisk variabel, derimod vil det
blot undersgges, hvordan udviklingen sendrer sig hvis p. varieres i interval-
let [0.001 : 0.004]. Intervallet er valgt med begrundelse i at p. er restriktiv
(0 < pe < 1). Samtidig er en p.-veerdi pa 0 uinteressant at underspge med
henblik pa tilfeeldig variation, da dette vil tilsvare et fuldsteendigt perfekt
immunforsvar. [0.001 : 0.004] tilsvarer henholdsvis en halvering og en fordob-
ling af T-cellernes effektivitet, som den er praesenteret af KK. Det veelges
kun at simulere hvordan modellen opfgrer sig i de to yderpunkter af interval-
let for at vise hvordan modellen responderer i graensetilfeelde. Kurverne for
disse funktioner vil dermed udggre det maksimale spektrum, hvori data ville
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kunne forventes at findes inden for disse graenser. De opnaede resultater, som
vil blive vist i figurer, vil danne grundlag for en kvalitativ analyse af effekten
af variationerne.

Figur 3.15 viser disse to scenarier for hver af de forskellige startbetingelser
for e, og c,, sammenlignet med datasaettet.
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Figur 3.15: FEksemplificering af variation i parameteren p.. Der er wvist
cancer og T-celler for to forskellige pe-verdier: p. = 0.1% og p. = 0.4%.
Den stiplede rode linje viser cancervaekst ved p, = 0.4%, mens den morkebla
stiplede linje viser T-cellevekst ved samme po-veaerdi. Den stiplede lilla linje
viser cancercellevaekst ved p, = 0.1%, mens den stiplede cyan linje viser T-
cellevekst ved samme p.-vardi. Safremt en variation i parameteren blev in-
troduceret med disse graenser, ville cancercellernes vaekst ligge 1 omradet som
den rgde og lilla linje. Det samme ville vaere geldende for T-cellerne, som
ville ligge mellem den bla og cyan linje. Figuren er lavet gennem appendiz E.

Det forste der er veerd at bemeerke er at en eendring til p. = 0.1% ikke
far cancercellerne eller T-celler til at afvige i stor grad fra udviklingen set
pa figur 3.7 i parameterestimeringen. I de fire forskellige situationer, med
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forskellig cg, er tendensen at toppunktet for cancercellerne er forskudt en
smule bagud, mens T-cellerne ser ud til at stige over en leengere periode, og
med stgrre hastighed. Dette medfgrer at sekvilibriumsstadiet hurtigere nas,
for denne variation.

Nar p.-veerdien varieres til p, = 0.4%, dominerer cancercellernes vaekst
betragteligt, iseer nar ¢g = 5 og ¢y = 50. Effekten af dette er en forsinkel-
se af sekvilibriumspunktets indtraeffen. Akvilibriumspunktet indtreeffer dog
ved omtrent samme vaerdi, til trods forskydningen. Dette indikerer at dette
stadie altid vil indtreeffe nar den stokastisk parameter varieres indenfor et
realistisk spaend, og at modellen er deterministisk i denne henseende. Dette
er med til at vise et naturligt systems skiftende udvikling, og giver et mere
repraesentativt indtryk af det undersggte faenomen. En stokastisk parameter,
som varierer p.-veerdien i dette spektrum, ville derfor resultere i en model
som afspejler den observerede udvikling nsermere.

For at fa et virkeligt billede af implikationerne af et stokastisk led, ville
det veere ngdvendigt med indfgrelsen af dette, samt at foretage i tusindvis
af simulationer, hvorved en fordeling af disse resultater kunne give et me-
re helstgbt billede af systemets natur. Denne fremgangsmade er derfor kun
ment som et indledende redskab til at undersgge virkningen af et stokastisk
led, ved yderpunkterne af en sandsynlighedsdistribution, som viser speendet
af udfald nar dette er aktualiseret.

For at indfgrelsen af en stokastisk parameter er interessant, kraever det
dog at der er data tilgaengeligt, som viser en variation i udfaldet, som kunne
veere resultatet af en tilfeeldighed. Da dataen brugt af KK, er baseret pa gen-
nemsnit, er den stokastiske parameter ikke brugbar til at beskrive feenomenet.

3.3.3 Kvasistabil tilstand

Vi vil i dette afsnit opstille en forsimplet model, funderet i metoden fra en
akuvilibriumsanalyse af differentialligningssystemet. Dette gores ved at isolere
e(t) i ligning (3.2) og indsette det i ligning (3.1). Vi udforer derefter en pa-
rameterestimering med den nye enklere model, som bruges til at sammenligne
dennes udvikling med KK’s models. Resultatet af dette vil sa ligge op til en
diskussion om hvorvidt dette trin er meningsfuldt.

For at kunne opstille denne forsimplede model, foretages der en algebraisk
manipulation af ligningen for €/(t), nar ¢’(t) = 0, saledes at denne udtrykkes
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som kun en funktion af c.

Dette ggres ved at isolere e(t) i ligning (3.2) og indseette udtrykket for
e(t) i ligning (3.1). Dermed pavirker T-cellerne ¢/(t) med en konstant ef-
fekt som nu kun er en funktion af meengden af cancerceller, hvilket fjerner
ngdvendigheden for at ggre brug af en differentialligning til at undersgges
deres udvikling. Denne forsimpling udfgres pa det grundlag, at sendringerne
i €'(t) er langt mindre end sendringerne i ¢/(¢). Handlingen vil primaert veere
fordelagtig, safremt at €'(t)’s relativt sma afvigelser fra sit sckvilibrium har
en tilsvarende lille effekt pa udviklingen af ¢/(t).

Der er flere fordele ved denne forsimpling, blandt andet at en algebraisk
ligning er nemmere at lgse numerisk og analytisk end en differentialligning.
Dette affgder dog et modelleringsdilemma omhandlende formal for model,
da almen nytte, virkelig repraesentation, og praecision trackker i hver deres
retning. Et mere simpelt og alment system svaekker dermed modellens preaeci-
sionsevne (Haefner, 2005).

Argumentet skal findes ved at parameterestimere for ligning (3.1), hvor
ligning (3.2) er konstant. Safremt det skridt resulterer i en lille sendring af
systemet, sa kan det betragtes som en fornuftig forsimpling.

Forst isoleres e(t). Ligning (3.2) saettes lige med nul, og e isoleres ved dette
aekvilibriumspunkt for T-celler.

£(8) - e(t)
e

e'(t) = ce(t)—d-e(t)—a-(1—p)-c(t)-e(t)=0

Derefter isoleres e(t) sa det kan udtrykkes pa folgende made:

T

e(t) = —d—a-(1—p)-c(t)+w (3.15)
Hvor F et
w = Ty (3.16)
Afsluttende indseettes ligning (3.15) i ligning (3.1):
C)=k-c(t)- (1—b-c(t)) —a-p- - cet) (3.17)

—d—a-(1—p)-c(t)+w

Derved er der opstillet en enkelt differentialligning, som kan beskrive ud-
viklingen af cancerceller, uden at det ngdvendigggres, at den indgar i et
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differentialligningssystem med T-cellerne.

Med denne nye model, kan der nu foretages en parameterestimering,
saledes at modellen kan fittes til datassettet. Derved vil det veere muligt at
se konsekvenserne af denne forsimpling pa modellen, saledes at en diskussion
af disse konsekvenser kan haves.
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Figur 3.16: Parameterestimering for den forsimplede model, hvori T-
cellernes differentialligning er fjernet. De rode linjer beskriver vaeksten af
cancerceller, mens den bla beskriver T-celler. De to stiplede linjer er KK’s
fit, mens de solide linjer er den nye models simulerede udvikling. Datasettet
er vist som punkter. Figuren er lavet gennem appendiz F.

Som fremgar pa figur 3.16, resulterer denne forsimpling i en langt mere
spids top, omkring tidspunktet u. Da antallet af T-celler nu er en funktion
af cancerceller, foreckommer der ingen glidende overgang nar den betingede
erkleering treeder i kraft, hvori T-cellerne skal vokse. T-cellernes pavirkning
pa cancercellerne ses mindre nuanceret, men stadig forekommer dette skift,
hvori cancercellerne gar fra at veere stigende, til at veere faldende. Pa figur
3.16 fremgar det, at den nye model beskriver de forsgg, hvori en stor maengde
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af cancer er brugt, beskrives mest ngjagtigt. Dette kunne teenkes at veere
grundet i, at modellen har problematikker med at beskrive de situationer,
hvori antallet af cancerceller og T-celler er teet pa ens. I figuren uden nogen T-
celler er der selvfglgeligt ingen forringelse af fittet, da sendringen ikke traeder
i spil i denne situation.

Fit Original | Kvasi stabil
Bedste fit | 0.107 0.331
a 0.139 0.126
De 0.180% 0.209%
u 28.1 30.85
v 0.525 0.527
g 0.161 0.144
d 0.591 0.553
k 0.188 0.207
b 0.00188 0.00193

Tabel 3.5: Parameterverdier og bedste fit, fundet gennem parameterestime-
ring af KK’s model i en kvasistabil fase. Disse verdier sammenlignes med
parameterverdier og bedste-fit-vaerdier fra KK’s originale model.

Som fremgar i tabel 3.5 og som kan ses pa figur 3.16, opnar denne nye mo-
del ikke neer sa godt et fit, som KK’s originale model gjorde. Dette kunne dog
forventes, da forsimplingen af at reducere modellen til blot én differentiallig-
ning ikke er en beskeden aendring. Grundet i den store @endring i modellen,
er parameterestimering ogsa naet frem til et saet af parameterveerdier, som
ikke stemmer overens med de fundet til den forrige model. Disse parame-
terstgrrelser kan dog ikke sammenlignes direkte, da modellen er undergaet
sa store egendringer gennem denne reduktion.

Forskellen i kvalitet af fit mellem de 3 forskellige startpopulationer af
cancerceller, kunne antyde at denne model er bedst egnet til at beskrive si-
tuationer med store meengder af cancerceller. Dette kan dog ikke verificeres
til at veere sandt, for en sammenligning med et nyt datasaet er foretaget. Da
ingen sammenligning med andre datasaet er foretaget, kunne det lige sa vel
veere en tilfzeldighed at det bedst fundne fit, beskriver de store populationer
bedst. Derudover kunne problematikken med overfitting ogsa komme ind i
billedet, nar denne forsimplings brugbarhed skal tages under mikroskopet.
Det kunne meget vel veere tilfeeldet, at algoritmen blot har fundet nogle
parametre som beskriver datassettet bedst, og at dette ved et tilfeelde har
resulteret i et bedre fit pa de grafer med mange cancerceller.
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Denne forsimplede model vil aldrig kunne bruges, som en erstatning
af KK’s model, grundet i dennes forvaerrede fit til det generelle faenomen.
Safremt interessen ligger inden for situationer med store maengder af cancer-
celler, kunne denne model dog tages til overvejelse. Dette ville dog kraeve at
denne models gode fit til disse situationer, er globalt geeldende, og ikke blot
for dette dataseet.

3.3.4 Differensligning

Dette afsnit indledes med at opstille en differensligning som beskriver det
samme system som KK’s artikel undersgger. Herefter introduceres en tidsfor-
skydning 1 f-leddet, saledes at det refererer tilbage til meengden af cancerceller
da processen blev startet. Dette gores for bedre at kunne beskrive udviklingen
ud fra de naturlige mekanismer. Til at opstille modellen, blev der foretaget
en parameterestimering med den samme algoritme som tidligere er benyttet.
Modellen blev derefter undersggt for at vise hvordan den kunne beskrive det
samme data. Efterfolgende foretages en sammenligning med KK’s model, da
resultaterne af dette vil legge op til en disskussion af valg af modeltype.

Som tidligere naevnt i den kvalitative analyse af KK’s differentiallignings-
model, sa er bade opsatningen og funktionen af f-leddet preeget af en vis
uklarhed. I den forbindelse blev det konkluderet, at det umiddelbart ville
veere mere virkelighedsneert, gennem den forklaring som KK gav for den
bagvedliggende mekanisme, at cancercellepopulationen som leddet refererer
til, var den meengde som var til stede i systemet for u dage siden.

I denne rapport er dette valgt at blive introduceret ved at tilpasse KK’s
model til et differensligningssystem, da differensligningers naturlige egenska-
ber resulterer i, at man har nem adgang til populationsstgrrelser ved tidligere
tidstrin. Derved kan man indfere et led i ligningen, hvori der refereres tilbage
til populationsstgrrelsen pa et tidligere tidspunkt. Den fgrste sendring som
dette vil ngdsage er, at u skal veere et heltal, da differensligninger kun lgses
til diskrete tidstrin, og derved ikke har nogen lgsninger ud over for tiden
teN.

For at opstille KK’s model som differensligninger, skal hver af differential-
ligningerne opstilles saledes, at de ikke blot beskriver sendringen i systemet,
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men den totale population til neeste tidstrin. Derved bliver ligningerne:

cri=¢+k-c-(1=b-¢;)—a-p-e-¢ (3.18)
6t+1:€t+7n+f'6t'et_d'et_a'(l_p)'ct'et (3.19)
g+

Med e;—y som antallet af T-celler ved starten af sygdomsforlgbet, og c¢;—
som antallet af cancerceller ved starten af sygdomsforlgbet. Som beskrevet
tidligere, er en differensligning en ligning, hvori maengden efter et diskret tid-
strin er defineret som en rekursiv funktion af det forrige tidstrin. Derved er
der tilfgjet et led i hver ligning, hvor sendringen bliver lagt til, eller trukket
fra, den maengde som var tilstede i det forrige tidstrin.

Der kan nu introduceres en tidsforskydning i differensligningen, saledes
at f-leddet referer u dage tilbage:

cri=¢+k-c-(1—=b-c;)—a-p-e-¢ (3.20)

V- Cty
ey =€ +r+———-es—d-e;—a-(1—p)-c-e 3.21
t+1 t PR t ¢ ( p) t €t ( )

Den eneste @ndring af ligningsystemet, er i ligning (3.21), i dette led:

V- Cty

e 3.22
g + Ct—u, ! ( )

Hvori der nu refereres til meengden af cancerceller for v dage siden, saledes
at der pa dag u, produceres en maengde af t-celler, som afhaenger af antallet
af cancerceller ved starttidspunktet. Da processen stadig ikke skal starte fgr
u dage er overskredet, og der ikke er data for t = 0, skal der tages stilling til
tilfaeldet hvor ¢t < u, hvor der refereres til et negativt tidstrin. Her defineres
det, at ¢, = 0, for x < 0, saledes at leddet med ¢;_, bliver 0, indtil ¢t = u
(ligesom det conditional statement i KK’s model dikterer).

For at undersgge hvordan dette sendrer modellens dynamikker, kan en
parameterestimering udferes, og den tilhgrende udvikling ved disse parame-
tervaerdier kan findes. Dette er vist pa figur 3.17.
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Figur 3.17: Parameterestimering for differensligning med tidsforsinkelse
introduceret © modellen, over 200 dage. De stiplede linjer er fittet med KK'’s
fundne parametre, mens de solide linjer er differensligningens bedst fundne fit
til datapunkterne. Den rode linje viser cancerceller v differensmodellen, mens
den bla viser T-celler i samme model. Cancercellerne i KK’s model vises med
en sort linje, mens T-cellerne vises med en gron. Cirklerne viser de eksperi-
mentelt bestemte antal af cancerceller. En bglgende mangde af cancerceller
og T-celler ses gennem simuleringen. Figuren er lavet gennem appendix G.1.

Det fremgar af figur 3.17, at en introduktion af tidsforskydning resulterer
i en bglgeform for begge populationer. Dette skyldes den store stigning af
cancerceller i tidsrummet ¢ € [0 : u]. I den forbindelse er det relevante led:

V- Cty

. et
g + Ct—u,

Den numeriske storrelse af dette led vil stige i tidsrummet ¢ €lu : 2ul,
hvorefter den vil falde med antallet af cancerceller. Som konsekvens af denne
bglgende maengde af T-celler, vil antallet af cancerceller ogsa antage denne
form, da de pavirkes af antallet af T-celler.

70



For at undersgge hvorledes denne bglgeform pavirker modellens output i
en generel forstand, undersgges udviklingen over en leengere periode, saledes
at udviklingen af bglgernes amplitude kan undersgges. Dette er vist pa figur
3.18
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Figur 3.18: Parameterestimering for differensligning med tidsforsinkelse
introduceret © modellen, over 2000 dage. De stiplede linjer er fittet med KK’s
fundne parametre, mens de solide linjer er differensmodellens bedst fundne
fit til datapunkterne. Den rode linje viser cancerceller i differensmodellen,
mens den bla viser T-celler i samme model. Cancercellerne i KK’s model
vises med en sort linje, mens T-cellerne vises med en gron. Det ses, at den
bolgende form af begge differensligninger reduceres i amplitude ved starten af
processen, men finder hen til et slags “bolgende akvilibrium” med konstant
amplitude og frekvens. Figuren er lavet gennem appendix G.2.

Som fremgar af figur 3.18, reduceres amplituden af bglgerne kun i den
forste del af forlgbet, hvorefter de oscillerer i en fast periode med en fast
amplitude.

Det kan nu undersgges hvorledes parametervaerdierne blev sendret, efter
diskretiseringen af differentialligningen. Det forventes at parametervardierne
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vil veere vidt forskellige, pa grund af de diskrete tidstrin i differensligning,
kontra den kontinuerte opdatering udvikling af haeldningen i differentiallig-
ningen. Disse parameterveerdier og bedste fit fundet til differensligningen,
sammenlignes med de parameterveerdier tilhgrende KK, samt bedste fit for
disse er vist i tabel 3.6. Derudover er der ogsa vist det bedste fit fundet under
parameterestimering i tabellen.

Fit Differens | Original | Optimeret
Bedste fit | 0.1474 0.1070 0.0948
k 0.210 0.188 0.184
b 0.00154 | 0.00188 | 0.00188
a 0.139 0.139 0.148
De 0.215% | 0.180% 0.228%
u 21.0 28.1 31.2
v 0.771 0.525 0.661
g 0.240 0.161 0.137
d 0.884 0.591 0.759

Tabel 3.6: Sammenligning af parameterverdier og bedste fit, for paramete-
restimering af differensligning med tidsforsinkelse, den optimerede differen-
tialligningsmodel samt for de verdier praesenteret af KK.

Det ses her, at en differensligning med tidsforskydning opnar en darligere
bedste fit til beskrivelse af dataseettet, end bade den oprindelige model af
KK, samt deres model med korrigerede parameterveerdier. Det fremgar ogsa
af figur 3.17, at modellen har problemer med at opna en tilstraekkeligt spids
top til at ramme toppunkterne, og stadig kunne fglge den nedadvendte kurve
som efterfglger den.

Det opnaede fit er dog stadig godt nok til, at det er en plausibelt for-
klaring pa datassettets udvikling. Derudover er situationen ogsa saledes, at
selvom et bedre fit er opnaet i differentialligningerne uden tidsforskydning,
er det en ringere forklaring af de bagvedliggende mekanismer som modellen
bygges pa, safremt at KK’s forklaring af disse er korrekt.

Derudover skal der ogsa tages stilling til hvorvidt bedste-fit-veerdien kan
sammenlignes direkte mellem differentialligninger og differensligninger, da de
to ligningsformer er af sa forskellig natur. Da differensligningen foregar over
diskrete tidstrin, har den mindre fleksibilitet nar det kommer til at fitte para-
meterveerdierne. Altsa er der flere mulige minimale korrigeringer tilgaengeligt
i parameterestimeringen af en funktion over kontinuert tid, hvilket medfarer
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at et bedre bedste fit vil veere muligt at opna til en sadan funktion, i langt
de fleste situationer. Dette er af samme raesonnement, som i situationen hvor
en parameter med minimal indflydelse pa funktionens udvikling, stadig vil
tillade et bedre fit nar den varieres, sammenlignet med nar den ses som en
konstant. Denne sammenhang mellem antallet af parametre som fittes og
bedste fit, er noget der er taget hgjde for i beregningen, i modsaetning til
forskellen mellem kontinuert tid og diskret tid.

Hertil skal tilfgjes, at forskellene i bedste fit for differens- og differen-
tialligningerne er tilstrackkeligt store til, at den ikke ngdvendigvis kun kan
tilskrives denne fordel i bedste fit for kontinuerte modeller, men sandsynligvis
ogsa er et resultat af, at modellerne bedre beskriver datassttets udvikling.
Dog er forskellen muligvis ikke helt sa stor som bedste-fit-veerdierne umiddel-
bart hentyder til. For entydigt at kunne vurdere hvilken udviklingsform der
beskriver faenomenet bedst, ville et stgrre datasset som deaekker en leengere
tidsperiode veere ngdvendig, da det er efter datassettets slutning den storste
forskel i udviklingerne forekommer.

Med hensyn til parameterveerdierne ses det, at de to differentialligninger
er langt teettere pa hinanden i forhold til parametrenes stgrrelse, end de er pa
differensligningen med tidsforsinkelse. Dette var en forventet konsekvens af
diskretisering af modellen, og kan derved ikke kun tilskrives tidsforsinkelsen.

Som fremgar pa tabel 3.6, er veerdien af u @endret i modsat retning ved
differensligningen, end ved den korrigerede parameterestimering af differenti-
alligningen. Da der nu refereres tilbage i tiden gennem f-leddet, forekommer
stigningen af e over en laengere periode end i differentialligningen. Derved er
det ngdvendigt at have en mindre veerdi af u, for at kunne opna et fald i
cancercellerne omkring samme tidspunkt, da det tager leengere tid for dette
at treede i kraft. Denne @endring kan tilskrives naesten udelukkende at veaere
et resultat af tidsforskydningen og ikke blot diskretiseringen af modellen.

Derved kan det med sikkerhed konkluderes at den stgrste sendring i pa-
rametrenes storrelse, som kan tilskrives denne tidsforskydning, er en mindre
veerdi af u. Den stgrste sendring i modellens opforsel, er den bglgende sam-
menhaeng mellem cancerceller og T-celler. Safremt en af disse situationer blev
pavist at veere tilfaeldet, ville det veere oplagt at introducere en tidsforsinkelse
i modellen, da det nu er pavist, at modellen derved udtrykker denne egenskab.

Det skal hertil tilfgjes, at tidsforskydningen ikke ngdsager en diskretise-
ring af modellen, men blot er vist gennem et differensligningssystem for at
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ggre implementeringen af tidsforsinkelsen mere simpel. Hvilken ligningssty-
pe der benyttes til beskrivelse af systemet, er en beslutning som skal tages
separat fra hvorvidt en tidsforsinkelse bgr tages i brug.

I denne sektion har vi observeret effekten af hvad der sker med modellen
ved at fa visse led til at fungere pa alternative mader. Vi undersggte hvad der
skete hvis vi udskiftede den betingede erklering g%, som fremgar i ligning
(3.2), med et logistisk led. Dette gjorde at differentialligningen ikke lenge-
re er autonom, huvilket indebeerer at modellen nu er tidsafhengig og gor den
sveere at analysere.

Vi undersggte ogsa hvordan parameteren p. udviklede sig indenfor et spek-
trum for at simulere grenseverdier for en opsettelse af p. som en stokastisk
parameter. Det viste sig her, at den undersggte variation i p. kunne forsinke
perioden for at cancercellepopulation naede et ekvilibrium, men at selve ekvi-
libriumet ikke @ndredes. Vi lavede ogsa en analyse ved kvasistabil tilstand.
Modellen der kom ud af dette var en simplere version af KK’s model, men
var er ikke ner lige sa god som deres. Vi vurderede derfor, at forsimplingen
it langt de fleste henseende vil veere uegnet til modellen. Tilsidst opstillede
vi en model baseret pa differensligninger. Differensligningens bedste fit var
darligere end KK’s bedste fit. Qua forskellene ved de to typer af modeller,
var det usikkert om hvorvidt de kunne sammenlignes meningsfuldt ud fra
bedste fit
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3.4 Delkonklusion

Sensitivitetsanalysen af KK’s model belyste at g, b og p. er robuste para-
metre. g viste sig dog sensitiv senere i en parameterestimering, men dette
sas kun ved slutningen af datassettet, hvilket betyder at det er udenfor det
domaene som denne rapport er interesseret i. Derfor holdes g som konstant i
parameterestimeringen. p. blev ligeledes ikke fastholdt under estimereingen,
da den har et lille spaend over antagelige veerdier, hvilket indebaerer en hgj
modstand mod sendringer. b viste at have fglgende betydning. Pa trods af at
veere robust, har dette led en stor overordnet effekt pa hele modellen, da den
bestemmer baerekapaciteten af cancerceller.

Fittet som blev opnaet af parameterestimeringen szendrede modellens out-
put meget lidt. Det betyder at plottet lavet med de nye parametre og KK’s
plot ligger meget taet. Dette underbygger at KK’s model er opbygget med
troveerdige parametre. Modellens 'betinget erkleering’ blev udskiftet med en
logistisk funktion, hvor u kan varieres mellem 25 til 31, atheengigt af hvil-
ken estimering der anvendes. Derfor blev det logistiske led udformet saledes
at leddets vackstrate er stgrst i omradet [25:31]. At udskifte den betingede
erklaering med et logistisk led &endrede kun minimalt i modellens udvikling,
hvilket giver grundlag for at modellen, med dette led, var bedre egnet end
KK’s. Indfgrelsen af p. som et stokastisk led belyste ikke noget nyt, da punk-
terne i datasaettet var et gennemsnit af flere punkter. Det stokastiske led ville
veere aktuelt safremt og bidrage til en mere ngjagtig model, hvis der kunne
analyseres pa det data som gennemsnits punkterne er baseret pa.

Der blev forspgt at foretage en simplificering af modellen ved at samle
de to ligninger til én ved at szette ligningen for T-cellers vackstrate i en
kvasistabil tilstand. Udfaldet af dette var en model der bevaegede sig pa
samme made, men modellens toppunkt var mindre detaljeret. Denne nye
model blev fundet uegnet til at beskrive data. Selvom modellen var nemmere
at bruge end KK’s var dens output darligere end forventet. En anden metode
der kan bruges til at ggre modellen simplere er ved at sendre den fra en
differentielmodel til en differensmodel. Differensmodellens storste forskel var
at den havde et bglgende ekvilibrium. Selvom parameterveerdierne ligger taet
pa hindanden, blev differensmodellens bedste fit darligere end KK’s bedste fit.
Det opnaede bedste fit er dog ikke sa darligt, at modellen kan afvises alene
af denne grund.
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4. Diskussion

Vi vil © dette kapitel diskutere hvordan walg af modelleringsverktajer kan
pavirke modelleringsprocessen, samt hvordan bade selve refleksionen over dis-
se valg og formidlingen deraf pavirker processen. Konsekvenserne af de en-
kelte valg er i udgangspunktet blevet fortolket i direkte forlengelse af den en-
kelte analyse. Folgende diskussion vil derfor primert fokusere pa overordnede
overvejelser omkring modelleringsprocessen, fremfor fortolkninger af hvordan
enkelte valg og fravalg har pavirket den undersggte case.

4.1 Case-modellen

All models are wrong, but some are useful.
(George E. P. Boz)

I denne sektion vil vi belyse valgene af parameterverdier, samt parameter-
og modeltype © KK. For parameterverdierne vil det betragtes hvor stor reflek-
sionsgraden har veret i forbindelse med valgene. For valgene af parameter-
og modeltype, vil vi antage et abstrakt perspektiv pa formalet med modellen.
Valgene foretaget undervejs i analysen, samt de opstillede alternativer til KK
og KP’s model, vil blive diskuteret. Dette gores med intentionen at uddybe,
om valgene kan vagtes som gode forsimplinger af modellen, og til at give
et nuanceret indblik i stillingstagen af dilemmaer som forekommer under en
modelleringsproces. Dog vil den indledes med et afsnit, hvor der reflekteres
over nogle af KK og KP’s beslutninger, som endnu ikke er belyst, samt over
konsekvensen af de alternativer til KK’s beslutninger, som er undersggt i
denne rapport.

4.1.1 Valg af parameterveaerdier

Som naevnt i afsnit 3.1.2, sa er der stor forskel pa de angivne parametre 1 KK
og KP i forhold til antallet af betydende cifre. Antal betydende cifre kan ofte
tolkes som en indikator pa sikkerheden bag preaecisionen af parameterveerdi-
erne. Selv i KP, som trods alt blot benytter fire betydende cifre, anerkendes
dette,
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” Parameters are estimated to four decimal places because, as we
show below, the initial condition for the experimental data given
in Fig. 1c lies close to the separatrixz (see Fig. 3) and very small
changes in the parameters give noticeable differences in the pre-
dicted tumor growth curve.”

(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

Fra dette citat kan der udledes to pointer. Fgrst og fremmest, at KP be-
tragter fire betydende cifre for systemet, som varende et hgjt nok antal, til
at det er relevant at inkludere en retfeerdigggrelse i artiklen af valget om
at beholde dem i modellen. Yderligere ses det, at deres retferdiggorelse for
valget bunder i, at sma afvigelser i parametrene medfgrer store afvigelser i
kurverne.

Modellens fglsomhed overfor paramatersendringer uddybes i artiklen ved
hjeelp af sekvilibriums- og bifurcation analyser, hvor det illustreres, at an-
dringer i parametervaerdier kan resultere i at systemet sgger mod andre akvi-
libriumspunkter. Dette argument er faenomenologisk funderet i den forstand,
at der foreligger en grundig matematisk analyse, som sikrer at modellen skal
veere i stand til, funktionelt, at imitere det modellerede faenomen. Der er dog
ikke mekanistisk belaeg for denne tilgang. Langt de fleste parameterveerdier
er fundet alene via parameterestimering, altsa rent fzenomenologisk, og selv
de bedst mekanistisk funderede veerdier er fundet pa baggrund af estimater
med langt mindre ngjagtighed, end antallet af inkluderede betydende cifre
insinuerer. Samtidig er de parametre, som KP argumenterer for har mest
troveerdige veerdier, praecis de samme parametre, som blot har to betydende
cifre; eg, k og b.

Den mest meningsfulde tilgang til udveelgelsen af antal betydende cifre
ville umiddelbart veere, at lade valget veere dikteret af de mest troveerdige
parameterstgrrelser og dermed begraense parametrene til to betydende cifre.
At saette denne graense ved tre, eller fire cifre som KP har gjort, er dog ikke
direkte kritisabelt. Nar greensen, som i KK, sattes ved ti cifre, sa fremstar
afgraesningen dog uovervejet. Der er absolut ingen biologisk baggrund for at
antage at man kan estimere veerdierne sa praecist. Omvendt kan beslutning
heller ikke tilskrives en rent feenomenologisk tilgang. Den parameterestime-
ring, som opfertes i denne rapport blev udfert med tre betydende cifre og
opnaede et mindst lige sa godt fit til data.

Ydermere er argumentet omkring at benytte mange betydende cifre pa
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grund af stor parameterfglsomhed en diskussion veerd i sig selv. Akvilibriums-
og bifurcation analyser kan, for visse systemer, sagtens anvendes, som argu-
ment for netop at indsneevre spektret af realistiske parameterveerdier. Det
kreever dog at der betragtes et system, hvor der er meget stor tiltro til bade
selve den mekanistiske forstaelse, dens systematisering og dens matemati-
sering. Yderligere er det ngdvendigt for systemet at de mekanismer, som
parametrene beskriver kan antages at veere konstante eller i hvert fald meget
stabile. KP anerkender, at dette ikke er tilfeeldet for det modellerede system

It is clear that small fluctuations of parameter values take place
in vivo. Neither the effector cell or tumor cell populations are
homogeneous. Differing subpopulations will have different para-
meter values characterizing their behavior.

(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

Hvis de bagvedliggende mekanismers opfersel er praeget af stor tilfaeldighed
eller er meget pavirkelige overfor udefrakommende faktorerer, sa tilsvarer
det matematisk set en situation, hvor parameterveerdierne flukturerer over
tid. Hvis dynamiske analyser af modellen viser stor parameterfglsomhed i en
sadan situation, sa vil den resulterende model veaere ustabil. I en situation,
hvor data ikke viser store afvigelser i systemets opfarsel, sa vil den oplagte
konklusion veere, at modellen dermed er darligt egnet til at beskrive syste-
met. I KP naevnes det dog faktisk, at datasaet over cancercellers vaekst netop
ér praeget af store afvigelser.

From our numerical experiments, shown in Fig. 6, we see that
small changes of initial conditions in the sneaking through re-
gion lead to very large differences in the time period needed for
the apparence of large tumors. These results correspond to ob-
servations on the emergence from the dormant state for BelLl
lymphoma (Krolick et al., 1979; Strober et al., 1979; Siu et al.,
1986; Uhr et al., 1991) as well as for other experimental models
of the tumor dormant state (Weinhold et al.., 1979a,b; Uytten-
hove et al., 1983; Hiernaux et al., 1986).

(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

Dermed kan parameterfglsomheden i denne situation faktisk betragtes, som
et argument til fordel for modellens validitet, da sma korrigeringer af mo-
dellens parametre ggr modellen i stand til potentielt at beskrive forskellige
observede opfgrsler af systemet. Det gor det ogsa meningsfuldt at inkludere
mange betydende cifre i selve parameterestimeringen for at sikre at modellen
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er i stand til beskrive det specifikke datasaet. Dog er det ikke meningsfuldt
at ekstrapolere argumentet, for at beholde betydende cifre under paramete-
restimeringen, til at beholde cifrene i beskrivelsen af det egentlige biologiske
system. Mens dette ikke naevnes eksplicit i KP, sa anerkendes det generelt at
parametervaerdierne skal betragtes som forelgbige estimater.

Given the limited data of Fig. 1, the numerical estimates of the
model parameters for the response to BCL1 cells should only be
regarded as preliminary.

(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

Med denne anerkendelse i mente, samt den dybdegaende tolkning af pa-
rameterveerdiernes rolle for systemet generelt i KP, sa virker det endnu mere
uforstaeligt at der i KK er anvendt ti betydende cifre; specielt taget i be-
tragtning, at artiklen pa intet tidspunkt italessetter denne beslutning. Dette
kommer ikke blot til udtryk ved antallet af cifre for parametrene, men ogsa
ved deres enheder. KP praesenterer alle parameterveerdier udfgrligt med en-
heder, hvorefter der foretages en dimensionsanalyse for at afdimensionalisere
hele systemet, som derefter opsaettes med nye parametervaerdier; uden enhe-
der. I KK derimod, angives der ingen enheder for parametrene, til trods for
at systemet ikke praesenteres som veerende dimensionslgst. Tvaertimod anty-
des der i brgdteksten, ved forklaringen af de forskellige parametres funktion,
i flere tilfeelde enheder relateret til antal celler eller tid.

the parameter u is the delay time of the immune response
(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

Dette citat er symptomatisk for KK’s beskrivelser af parametrene. Der anty-
des tydeligt en tidslig enhed for parameteren, men det klarggres ikke hvilken
enhed der er tale om. For u er det ganske vist relativt at oplagt at betragte
dage, som et kvalificeret geet pa enheden, men for andre parametre er det
vaesentligt mindre intuitivt, hvilken enhed der passer til parameteren. Ved
enkelte parametre er beskrivelsen en smule klarere,

the parameter b is the reciprocal of the maximal tumor cell po-
pulation size; i.e., 1/b = (the maximum number of tumor cells
permitted to arise)/10°7.

(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

Her er det tydeligt antydet at parameteren b har en enhed relateret til cel-
ler. Samtidig tydeliggor beskrivelsen ogsa at b pavirkes af beslutninger om
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at modellere populationerne, som antal millioner af celler, fremfor blot antal
af celler. Det er i sig selv positivt, men problematiseres af, at det ikke naev-
nes for de gvre paramatre hvorvidt de ligeledes er pavirket af denne faktor.
Specielt fordi, at denne faktor rent faktisk pavirker nogle, men ikke alle, af
de gvrige parametre. For eksempel indgar ¢ i modellen som en addition til
c. Addition krazever enhedsoverensstemmelse, hvormed g ma have C?gg’”, som
enhed. d derimod indgar blot som en tidslig enhed og er ikke pavirket af
faktoren. Gennemgaende er KK praeget af mindre fortolkning og refleksion

over de fundne parametervaerdier, samt metoden bag deres estimering.

4.1.2 Valg af parameter- og modeltype

KK forsgger at beskrive et kompliceret biologisk feenomen i en matematisk
model. Der er frembragt flere eksempler pa hvordan KK er pavirket af en
push-pull effekt, som konsekvens af at skulle veelge en tilgang der forgger
modellens egnethed i ét aspekt, og mindsker dens potentiale i et andet, ud
fra principperne om praecision, generel anvendelse og realisme. Kompromisser
foretaget med tanke for dette, er udgangspunktet af opstillingen af alterna-
tive valg til deres fremgangsmade. De foregaende processer vil nu anskues i
et bredere perspektiv centreret i overordnede formal for modelleringen.

Kvasistabil analyse

Det kvasistabile led, som blev indsat i ligning (3.1), forringede modellens
praecision, vurderet ud fra dens bedste fit. Dette var en forventelig konse-
kvens som fglge af simplificeringen.

Fglgende tager derfor ikke udgangspunkt i resultatet af den kvasistabile ana-
lyse. Det forholder sig teoretisk til anvendelsen en model i kvasi stabil tilstand
til at beskrive samme feenomen som i casen.

Animal models of tumor dormancy are essiential for understan-
ding fundamental aspects of cancer biology and for exploring the-
rapheutic strategies that may reduce the risk of tumor relapse
(Kuznetsov, Makalkin et al., 1994)

I KK’s model er formalet at beskrive cancer- og T-cellernes interaktion
saledes at man i et bredere virke kan forbedre udviklingen af immuntera-
pi. Systemet er modelleret med en mekanistisk tilgang, medvirkende til en
mere realistisk beskrivelse af systemets dynamiker, og i en tolkning af deres
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formal, at veere preecis i dens forudsigelser.

The dynamics of the anti-tumor immune response in vivo are
complicated and are not well understood
(Kuznetsov & Knott, 2001)

Da de ikke kender systemets opforelse pa fyldestggrende vis, er det ngdvendigt
at stille sig kritisk overfor om hvorvidt deres model giver en realistisk indsigt
i systemet. De har veeret ngdsaget til at foretage valg baseret pa antagelser
om genstandsfaeenomenet, ud fra kliniske og eksperimentelle forsgg, der ikke
ledte til definitive resultater.

Selve deres mekanistiske tilgang baseres pa en, bemeaerk plausibel, an-
tagelse om at cancer dormancy skyldes mindst to faktorer; enten iboende
veekst heemmende aktiviteter, eller et opnaet ligevaegtsstadie, forsaget af
interaktionen mellem immunsystemet og cancerceller (Kuznetsov & Knott,
2001). At feenomenet er modelleret pa et tvivlsomt kendskab til mekanistiske
arsagsammenhange, forsteerker mistanken om en forringelse af praecisions
evne (Haefner, 2005). Deres model beskriver tre datasaet som har en vis uaf-
heengighed. Dog kan denne formodning udfordres da miljget er ens og at eks-
perimentet er udfgrt med samme type mus som forsggsobjekter, og under ens
betingelser. Dette er selvsagt et vigtigt kriterie for reproducerbarheden, men
svaekker dog ogsa en principiel streeben efter universalitet, og efterprgvelse
af model med uathaengig data.

Vurderingenerne af svagheder ved deres model, styrker en kvasistabil ana-
lyse pa nogle omrader. Her accepteres det at systemet bliver grovere sat op
med en forggelse i dens generelle anvendelsespotientiale. Det er mere sand-
synligt at en model under indflydelse af en kvasistabil funktion, er mere bred
anvendelig, og kunne genskabe samme resultater, med andre datasaet, dog
med en grovere praecision. Deres model er derved teknisk set bedre til at
beskrive data, dog underlagt antagelser om systemet foretaget i systematise-
ringsprocessen.

Betinget erklaering

I analysen af den betingede erkleering valgtes det at korrigere deres f-led med
en logistisk vackst model alternativt til deres valg.
f(t)-c(t)

The term (W)‘e(t) is the additional rate of both local prolifera-

tion and arrival of killer cells due to the chemokine and cytokine
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stimulation signals induced by the tumor-cell population of size

c(t). The expression ! ((;)J'rcc()t) 18 a logistic growth rate expression in

which f(t) =ift =0 then v else if t <u then 0 else v

(Kuznetsov & Knott, 2001)

Argumentet for betingelsen begrundes i en antagelse om at det er biolo-
gisk meningsfuldt at inkorporer i modellen. Dette vaegter KK yderligere med
at fittet passede godt med data (Kuznetsov & Knott, 2001). Antagelsen un-
derstgttes ikke med teoretisk- eller biologisk indsigt, for sa vidt det er un-
dersggt, og i deres artikel. Med et skgn om at det var mere biologisk plau-
sibelt at indfgre, udskiftedes deres led med et logistisk udtryk i modelkor-
rigeringssektionen. Tiltaget vurderes mere realistisk funderet, da modellen
derved blev kontinuert, og mere fleksibelt, da de fleste biologiske faenomener
er dynamiske- og normalfordelt, fremfor en udvikling med en konstant faktor
(Haefner, 2005). Disse to fordele vaegtes som vigtige for en mere realistisk
beskrivende model, i forhold til den biologiske natur. Ved at indfgrer et lo-
gistisk led er det derfor argumenterbart at modellen er teettere knyttet til
KK’s egentlige formal.

En anden positiv konsekvens er at formidlingen af model bliver mere ansku-
eliggjort, da den betingede erkleering fjernedes. Som modvaegt til fordelene,
konverterede dette valg, modellen til et ikke autonomt system, hvilket kom-
plicerer processen med at foretage en dynamisk analyse.

Differensligningssystem

The assumption that, after the introduction of tumor cells (at time 0), no
enhanced immune response occurred during the first 28 days after the mice
were challenged with such injections was key to obtaining the excellent fits
exhibited in Figure 1. (Kuznetsov & Knott, 2001)

KK formoder at tidsforsinkelsen kan forsvares med at fittet er godt til at be-
skrive data. Dette er selvsagt et matematisk stringent argument som dog er
med til at validere deres model, og at modellen repraesenterer virkeligheden.
Dette er tidligere raesonneret i rapporten, med indskydelse til at tidsforsinkel-
sen rettidigt afspejler den faktiske immunionelle respons pa cancercellernes
vaekst. I KK’s identifikation af mekanismen under systematiseringsprocessen,
fremstilles dette ogsa saledes at det er er matematisk ngjagtigt at imitere
udviklingen saledes. Dette ledte til en opstilling af en differensligning hvis

82



modus operandi er diskretiseringen af tid.

The parameter v is the maximal rate of logistic growth of killer-
cell population due to tumor growth, and the parameter u is the
delay time of the immune response before “new” killer cells can
be applied to attack the tumor; i.e., u is the time for precursor
cells to mature into killer cells.

(Kuznetsov & Knott, 2001)

At veelge den ene model overfor den anden, er oftest bestemt af modellgrens
forudtagende vaner i modelleringsprakssien. Der er derved ingen afklarende
konklusion af hvad der er bedst egnet, med begge typer af model repraesen-
terende hver deres styrker.

4.2 Modelleringsvaerktgjernes indflydelse

” Mathematics may be defined as the subject in which
we never know what we are talking about, nor

whether what we are saying is true.”
(Bertrand Russell)

I denne sektion vil vi beskeftige os med, at drage generelle konklusioner om-
kring modellering, pa baggrund af de resultater som blev preesenteret i ana-
lysen. For at opna dette, vil vi for en rekke af analysepunkterne diskutere
hvilke af de observerede konsekvenserne, som kunne siges at vere unikke for
lige netop implementeringen i denne model.

4.2.1 Analysevaerktgjer

[ rapporten ses det, at for modellen opstillet af KK, blev antallet af sensitive
parametre i sidste ende reduceret fra 8 parametre til 6 (parametrene b og
pe kunne ses som robuste). Der er ingen tvivl om, at en sadan reduktion
af parametre bade forsimpler modellen i stor stil, men ogsa reducerer para-
meterrummet som skal undersgges i parameterestimeringen meget. Derved
reduceres sandsynligheden for overfitting, hvilket er den storste mulige fejl
for modellen, safremt mekanikkerne i systemet er beskrevet korrekt i den.
At finde et lokalt minima i parameterestimering, vil have samme effekt pa
modellens evne til at beskrive andre datasaet, men i et mindre omfang. Dette
skyldes at det lokale minima vil veere teet pa et lige sa godt fit som det globale,
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safremt undersggelsen af parameterrummet har vaeret nogenlunde dackkende.

Disse robuste parametre er noget som sensitivitetsanalysen tillod at finde,
gennem en undersggelse af den resulterende sendring i modellens output, nar
en parameter blev aendret. Problematikken med parameteren ¢’s sensitivitet,
vil tages op til sidst. Der er ingen tvivl om, at en undersggelse af sensiti-
ve parametre, som tillader en forsimpling af modellen, er ekstremt gavnligt.
Processen af at finde disse robuste parametre, kraever ikke ngdvendigvis en
undersggelse, som den der blev gjort brug af i denne rapport, men reducerer
kompleksiteten af dette gevaldigt.

Er der med en meget simpelt model er et analyseveerktoj ikke ngdvendigt
for at undersgge robustheden. Her vil en simpel algebraisk undersggelse af
parametrenes storrelsesordener, og hvordan de indgar i led, veere nok. Er
der derimod tale om en model med mange variable, sa er det ikke muligt
at bestemme alle parametrenes effekt pa modellen uden mere sofistikerede
analyseveaerktgjer.

I denne rapport blev der kun udfgrt en sensitivitetsanalyse som undersggt
parametrenes isolerede sensitivitet. Mere dackkende programmer, som un-
dersgger alle de mulige kombinatoriske sendringer i parametrene er lavet.
Dette ville i casens tilfzelde have givet et mere ngjagtigt udbytte, da det ikke
senere havde veeret ngdvendig at sammenligne parameterestimerings resul-
terende parameterveerdier. Disse programmer er dog ikke altid at foretrackke
over dem som blev brugt i denne rapport, da der undersgges langt flere ting,
og analysen derved bliver mere tidskraevende at udfgre.

Som en afsluttende note skal det naevnes, at safremt en sensitivitetsana-
lyse konkluderer at alle parametre er sensitive, kan det siges at analysen ikke
havde nogen relevans for modellen. Dog ville denne viden ikke vaere muligt
at opna uden at foretage den faktiske sensitivitetsanalyse, efter hvilket punkt
det bliver sveert at definere hvor stor en relevans den har.

4.2.2 Parameterestimering

Som vist i afsnit 3.2.2 med parameteren u, er det muligt for en sggealgoritme
at finde et lokalt minimum under optimering af parameterstgrrelser, i stedet
for det globale minimum. Som naevnt i forrige afsnit, kan sandsynligheden for
dette reduceres, ved mindskning af antallet af parametre i modellen. En an-
den faktor i dette, er valg af algoritme til parameterestimeringen. Dette blev
eksemplificeret i denne rapport, gennem den store forskel i kvaliteten af fit
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til dataseettene. Dette var et ekstremt tilfaelde, da en moderne algoritme blev
sammenlignet, med en fra 2001, men udpensler dog stadig den store mulige
fejlkilde det kan veere. Selvom KK’s algoritme har haft langt mindre compu-
terkraft til radighed, har den veeret effektiv nok til at veere danne grundlag
for en model, som fortsat bruges i forskning, og kunne derved taenkes at vaere
sammenlignelig med en mindre god algoritme, med mere computerkraft bag

sig.

At finde et lokalt minimum i parameterestimeringen, er stadig en relevant
risiko i dag. Jo stgrre et parameterrum modellen har, jo vigtigere er algorit-
men som skal sgge det igennem. Altsa vil vigtigheden af en god algoritme,
for modellens evne til at beskrive systemet, veere en funktion af parameter-
rummets storrelse. Dette betyder at med mindre der er med en model af fa
parametre at ggre, har parameterestimeringens kvalitet, og derved algorit-
men som bestemmer denne kvalitet, en meget stor indflydelse pa modellens
evne til at beskrive systemet.

4.2.3 Teoretisk viden

Nar der foretages en modellering af et system, hvorom man kender noget
teoretisk viden, kan dette ofte modelleres pa forskellige mader. At veelge den
made som afspejler mekanismen bedst kan ofte veere en udfordring, men er
af meget stor betydning for modellens brugbarhed, safremt en mekanistisk
model gnskes opstillet. Dette afsnit funderes i en antagelse om, at det er
en mekanistisk model som modellgren gnsker at opstille. Der tages udgangs-
punkt i implementeringen af tidsforsinkelse i modellen, men postuleres ikke
at dette er den korrekte forstaelse af systemet som KK modellerer. Dette
tages blot op som eksempel, for at eksemplificere konsekvenserne af forkerte
basisantagelser i en mekanistisk model, som skal sendres efter opstilling af
modellen.

I alle mekanistiske modeller, er det vigtigt at mest muligt teoretisk viden
om systemet kommer til udtryk i den opstillede model. I afsnittet med im-
plementering af tidsforsinkelse i en differensligningsversion af KK’s model,
sas det at dette szendrede modellens karakter gevaldigt. Uden tidsforskydel-
sen kan modellen ikke imitere en repetitiv bglgende form, som ligningerne
ser ud nu. Pa samme made kan man med tidsforskydelsen ikke fa et model
output, som falder til ro ved et equilibrium, som de ser ud nu. Safremt at
KK’s forklaring af den teoretiske viden er korrekt, og at forstaelsen af at
dette ma ngdsage en tidsforskydelse er korrekt, er det darligt nyt for model-
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len, medmindre den fortsatte udvikling af cancercellerne ogsa fglger denne
bolgende form. Er dette ikke tilfeeldet, ville en anden struktur af differential-
ligningerne veere ngdvendig. Differentialligninerne ville skulle sendres, saledes
at modellen kunne beskrive den observerede udvikling, samtidigt med at den
reflekterede den teoretiske viden om tidsforsinkelsen. Safremt data viste at
cancercellerne naede en fast maengde, som modellen uden tidsforsinkelse vi-
ser, ville modellen med tidsforsinkelse aldrig kunne beskrive virkeligheden,
som den ser ud nu.

Dette viser hvor vigtigt det kan veere i en mekanistisk model, at alle led
reflekterer den faktiske mekanisme, eller en forsimpling af dette. Selvom den
generelle form af modellen ville forblive den samme, med implementering af
tidsforsinkelse, sendres modellen sa meget at det ikke er muligt for det, at
opna samme udvikling. Opstilling af en model baseret pa forkerte praemisser
kan have katastrofale konsekvenser for modellens evne til at beskrive syste-
met, nar den korrekte forstaelse indsaettes. Derved kan det veere ngdvendigt
at starte forfra med modellering nar en sadan situation opstar.

Tilfeldighed i modeller

Som tidligere naevnt i afsnit 3.3.2, om introduktion af en stokastisk para-
meter, kan en variation i en parameters storrelse introduceres i den mate-
matiske model. Dette er relevant i modeller, hvor parametres stgrrelser ikke
kan ggres universelle, men vil variere under forskellige forhold. Medmindre
alle disse forhold forstas, kan der ikke opstilles en mekanistisk model af et
sadant system. Dette kan enten handteres ved at arbejde ud fra gennemsnit
af de observerede faeenomener, eller ved at introducere en tilfseldighed i pa-
rameterstorrelsen. Der kan derudover ogsa opstilles argumenter for, at den
forsimpling som forekommer i sammenhaeng med at beskrive en kompleks bi-
ologisk process som en tilfeeldighed, er at foretraekke frem for en model som
inkorporerer alle parametre. Dette er funderet i en forstaelse af at en overfit-
tet model aldrig vil have nogen nytte, og at forsimplinger derved er ngdsaget.
Derved skal indfgrelsen af den stokastiske parameter holdes op imod de an-
dre forsimplinger som kan foretages, saledes at en system opnas som ikke er
overfittet, og som stadig afspejler storstedelen af mekanismerne pa en virke-
lighedstro made.

Der er to situationer hvori en stokastisk parameter, kan bruges til at be-
skrive feenomenet. Enten introduceres den pa baggrund af, at den teoretiske
viden (eller den tilgeengelige information) ikke er tilstraekkelig omkring denne
parameter, eller ogsa introduceres den pa baggrund af en teoretisk viden om
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tilfeeldighed i systemet. I den fgrste af disse situationer, vil brug af en stoka-
stisk parameter tillade modellen, at beskrive den observerede opfgrsel bedre.
Dette vil dog ikke veere gennem de samme mekanismer som i systemet, og vil
derved veere en faenomenologisk tilgang til modelleringen. I biologiske syste-
mer er der dog ofte sa mange forhold som kommer i spil, at en mekanistisk
model som inkluderer dem alle, vil veere for kompliceret til at ggre nogen
gavn. I sadanne tilfeelde kunne argumenter opstilles for, at en tilfeeldighed
som afspejler disse forskellige forhold fra individ til individ, vil veere teettere
pa den bagvedliggende mekanisme, end en model som er baseret pa gennem-
snit.

Safremt det sgges at fa opstillet en mekanistisk model af systemet, vil
det veere fordelagtigt at tage en stokastisk parameter i brug, safremt der fin-
des teoretisk belaeg for dens ngdvendighed i systemet. Safremt ingen andre
alternativer til at beskrive spredningen i faenomenet kan findes, kan en sto-
kastisk parameter muligvis veere den mest virkelighedsnaere forklaring, som
ikke resulterer i en gigantisk model.

4.3 Procesorienteret modellering

”In mathematics the art of proposing a question
must be held of higher value than solving it.”
(Georg Cantor)

I denne sektion vil problemformuleringen anskues fra en ny vinkel. Det wvil
her forklares, at en models kvalitet ikke blot kan representeres som dens evne
til at beskrive den observerede virkelighed. Vi vil forst diskutere vigtigheden
ved formidlingen af det teoretisk beleg, samt andre overvejelser herom, der
er essentielle for indsigt i modelleringprocessen. Derefter vil vi refiektere over
precis formidling som et redskab til at lave en god model. Med udgangspunkt
i KK’s formidling fremhaver vi de omrader hvor deres kommunikation er
uskarp eller mangelfuld og diskutere betydningen af dette.

En models kvalitet kan ikke alene afggres ud fra hvor praecist den passer til
den modellerede data. Det er afggrende for modellen, at samspillet mellem
matematikken og den modellerede virkelighed er meningsfuld og gennemsku-
elig. I denne forbindelse er det ikke blot vigtigt at modellen er opsat med
virkelighedstro parametre og matematiske operationer. Det er ogsa essentielt
at de overvejelser og konklusioner der er draget under denne proces bliver
videreformidlet i beskrivelsen af modellen. Betydningen af denne formidling
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er direkte relateret til den bredere modelleringsproces, hvor en model betrag-
tes som et redskab der kan tilpasses og optimeres fremadrettet(Blomhgj &
Hgjgaard, 2003); eller endda ekstrapoleres til andre scenarier, som for eksem-
pel ses ved Lotka-Volterra modeller.(Marino et al., 2013).

4.3.1 Formidling som middel til optimering

En velstruktureret redeggrelse for den proces der ligger bag den praesenterede
model vil bade kunne forenkle videreudvikling af modellen, samt tydeligggre
dens potentielle virkeomrade. Videreudvikling vil iseer kunne drage nytte
af sensitivitetsanalyser, samt overvejelser om i hvor grad de enkelte para-
metres effekt pa systemet kan vurderes ud fra den tilgeengelige data. Disse
overvejelser vil kunne vejlede fremtidig optimering i forhold til, hvilke para-
metervaerdier der er mest relevante at optimere pa. I forlaeengelse af dette, vil
de samtidig kunne agere som en guide for hvilke dataseet der bgr indsamles
for bedre at kunne fastsaette disse parametre preecist. Som eksempel kan den
case, som er blevet betragtet i denne rapport, anvendes med udgangspunkt
i parameteren g:

“However, increasing the parameter g from 0.16 to 5 did not chan-
ge approaching the tumor dormancy steady state.”
(Kuznetsov & Knott, 2001)

Som KK selv naevner i artiklen, sa forarsager selv en meget stor relativ aen-
dring i ¢ nesermest ingen zndring i systemet for dets ackvilibria. Som det
kunne ses i denne rapports parameterestimering, sa har g en reel indflydelse
pa ved hvilke veerdi modellen rammer disse aekvilibria. Siden g ikke pavirker
modellen for den periode som sammenlignes med data, sa vil g ikke kunne
estimeres meningsfuldt. En formidling af denne pointe i forbindelse med mo-
dellen ville bade klarggre g¢’s rolle for modellen og samtidig give anledning
til at foretage malinger, som enten foregar over en leengere periode eller som
hurtigere vil na et sekvilibrium. Pa denne made ville der veere en oplagt frem-
gangsmade for at opna et mere solidt estimat for g

I forhold til at klarggre optimeringspotentialet for modellen har det ogsa
betydning at det beskrives hvilken metode der er benyttet til at estimere
parametrene. Dette kan ggres relativt simpelt ved at tilgeengeligggre den an-
vendte kode i forbindelse med udgivelse af modellen. Safremt dette ikke ggres,
kan der i stedet inkluderes en beskrivelse af processen. Fra artiklen af KK
betragtes deres beskrivelse af processen.

88



”Thas fitting required various exploratory computations and care-
ful search of the parameter space for suitable initial guesses that
lead to physiologically-plausible values.”

(Kuznetsov & Knott, 2001)

Denne beskrivelse af processen rummer i virkeligheden de vigtigste pointer
at formidle fra en parameterestimering, men formar ikke at relatere dem til
deres egen proces. Det haevdes at parameterrummet blev grundigt undersggt,
men ikke med hvilken metode, og det haevdes at der blev fundet fysiologisk
plausible veerdier, men ikke ved hvilke graenser de blev undersggt.

4.3.2 Formidling som middel til anvendelse

I forhold til at definere modellens virkeomrade er det iseer vigtigt at klarggre
hvordan selve parametervaerdierne er fundet. For den enkelte parameter bgr
det klarggres hvilke mekanistiske overvejelser der ligger bag estimeringen. Pa
denne made vil selve modellens struktur langt lettere kunne tilpasses til andre
situationer via klarhed omkring hvilke parametre der eventuelt skal justeres,
samt et udgangspunkt for hvilken baggrund denne justering skal udfgres fra.
For parametre der betragtes som mekanistisk velfunderede, i forhold til det
pageeldende felt, vil det i denne forbindelse veaere gavnligt bade at angive
hvilken veerdi parameteren kan forventes at have, samt hvilken afvigelse her-
fra der kan betragtes som realistisk. Hvis baggrunden for, at parameteren
betragtes som mekanistisk ikke bygger pa et forhenvaerende kildemateriale,
men i stedet et fagrelevant reesonnement, sa bgr dette reesonnement fremga
af opgaven. For den pageeldende case ses ogsa et eksempel pa dette,

” Note particularly that 28 days is an appropriate estimate of the
maturation time for CD8+ cytotoxic T lymphocytes.”
(Kuznetsov & Knott, 2001)

Mens det selvfglgelig er positivt at denne betragtning er formidlet, sa fremstar
seetningen neermest udelukkende som en validering af den fundne veerdi, men
er af begraenset brugbarhed i forhold til videreudvikling. Udsagnet er ikke un-
derbygget af kildemateriale og det klarggres hverken pa hvilken baggrund, at
de 28 dage vurderes som et passende estimat eller hvilket speend af veerdier
der ligeledes kunne betragtes som realistiske. Yderligere praeciseres det ikke,
hvorvidt der er taget hgjde for et sadant spaend under selve parameteresti-
mering; det vil sige hvorvidt de har begraenset det undersggte parameterrum
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teet ved de 28 dage.

For parametre, som umiddelbart er faenomenologiske i forhold til den mo-
dellerede videnskab, men som via deres matematiske funktion i modellen
alligevel vurderes at have en begraenset rackkevidde af veerdier, sa bgr disse
overvejelser ligeledes fremga. Casen fra KK viser et eksempel pa, at dette
ogsa kan veere fordelagtigt i forhold til, som modellgr at bevare overblikket
over parametrenes rolle i modellen:

” Now, if we modify our model to have the parameter p change
from 0.9982002827 to 90 percent of that value after 150 days, then
tumor regrowth is exhibited as shown in Figure 2. This is done by
replacing p in our seven differential equations by the expression
h(t), and defining h(t) = if t < 150 then p else 0.9p. This result in-
dicates that a modest decrease in immune response efiectiveness,
corresponding to a small increase in the proportion 1 —p of killer
lymphocytes being inactivated by tumor cells, dramatically chan-
ges the outcome of the disease.”

(Kuznetsov & Knott, 2001)

Denne satning refererer egentlig til en anden del af artiklen, hvor modellen
tilpasses til at beskrive systemet under andre forhold. Saetningens relevans
for vores rapport vedrgrer derimod deres betragtninger omkring paramete-
ren p. Som tidligere naevnt i denne rapport, sa er p en procentsats, som
altsa vil have en veerdi i mellem 0 og 100%. En @endring fra p = 99, 8% til
p=20,9-p=289,8% kan derfor betragtes som en meget markant sendring af
modellen. Til trods for dette beskrives sendringen i rapporten som ”a modest
increase”, som “dramatically changes the outcome”. Det tyder umiddelbart
pa, at forfatterne i forbindelse med denne observation ikke havde et fuldt
overblik over funktionen af parameteren.

Alt i alt er hele formalet med at opstille en model at skabe et vaerktgj,
som ggr det lettere at analysere forskellige aspekter af omverdenen. Hvilke
aspekter der undersgges, hvordan de undersgges og hvilke vaerktgjer der be-
nyttes til at undersgge dem kan variere. Felles for dem alle er dog, at et
veerktgj er mest effektivt, nar der foreligger en klar forstaelse af praecis hvor-
dan veerktgjet anvendes. I forhold til modellering er det gennem formidling
at denne forstaelse skabes.
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4.4 Foregrebet iveerksaetteri

” Mathematics is the art of giving the same name to
different things.”
(Henri Poincare)

I denne sektion vil et nyt perspektiv pa problemformuleringen undersgges.
Indtil nu har rapporten beskeftiget sig med de observerbare konsekvenser for
modellen, af det konkrete modelleringsverktsj som undersgges. I denne sek-
tion vil omdrejningspunktet, veere valg af modelleringsverktsj pa baggrund
af tidligere opstillede modeller. Det vil herunder diskuteres, hvordan en un-
dersggeslse af de tilgengelige verktajer kan undga denne faldgrubbe.

Enhver modelleringsprocess vil veere praeget af det tidligere modellerings-
arbejde, som ligger for denne model. Dette kan bade veere i tidligere mo-
delleringsarbejde udfgrt af de, som modellerer systemet, men ogsa i andre
modelleringer af lignende systemer, som kendes pa forhand. I hvor stor grad
dette vil pavirke modellen, vil kunne bestemmes ud fra meengden af modelle-
ringsarbejde. Safremt at et bestemt modelleringsveerktgj er blevet brugt i alt
tidligere arbejde, vil den nye model om systemet hgjst sandsynligt inkludere
dette veerktgj, uden at skesenke alternativerne en tanke. Sandsynligheden for
at alternativerne er undersggt eftertrykkeligt, vil stige med antallet af an-
dre modelleringer af lignende systemer. Dette er dog ikke tilfeeldet, nar det
kommer til modelleringsarbejde af andre systemer, udfgrt af de som opstiller
modellen.

Dette skaber en problematik, da valg taget pa denne baggrund sjeeldent
vil misteenkes for at veere arsagen til eventuelle problematikker for modellen.
Det kan derved munde ud i, at &endringer af korrekt opstillede matematiske
termer foretages, hvilket vil bringe modellen laengere vaek fra den mekanisti-
ske del af skalaen, som modellgren sgger hen imod. Derved bliver de valg af
modelleringsveerktgjer, som foretages pa baggrund af foregrebet ivaerkseette-
ri, langt mere problematiske for modellens evne til at beskrive systemet, end
ville veere synligt gennem undersggelser som de, foretaget i denne rapport.

For at undga denne problematik, vil det veere ngdvendigt at undersgge
alle de mulige modelleringsveerktgjer som kan bruges, safremt der ikke findes

teoretisk belaeg for at bruge et specifikt af dem.

Derved kunne det veere interessant at kunne opstille en indeksering af
de forskellige veerktgjers egenskaber og konsekvenser, saledes at valg af disse
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kan tages med en stgrre upartiskhed. Derved ville man kunne undga al-
le problematikker om fejlagtige modeller, som er resultater af forudgaende
modelleringer. Dette ville dog kraeve en meget stor maengde arbejde, da en
sadan indeksering ville nodvendigggre, at en langt mere dybdegaende analy-
se af hvert af veerktgjerne foretages, end den som er foretaget i denne rapport.

Den potentielle fordel ved en sadan indeksering, ville dog ikke stoppe ved
modarbejdning af foregrebet iveerksaetteri, men vil for eksempel ogsa have
stor nytte inden for undervisning. Derudover ville en sadan indeksering have
samme effekt for matematisk modellering, som en matematisk model i almin-
delighed har for det omrade som modelleres; en stgrre indsigt i dynamikkerne
vil opnas.
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5. Konklusion

Modelleringsveerktgjerne som er undersggt i denne rapport, er alle vigtige
for modellens evne til at beskrive systemet som det modellerer. Dog er deres
relevans unikt for den konkrete model, som der tales om.

Sensitivitetsanalysen er altid vigtig, for at sikre det mindst mulige para-
meterrum som undersgges, men da det er et veerkt@j som forenkler processen,
bliver det forst ngdvendigt ved systemer som er komplicerede. Konsekven-
sen af ikke at have udfert en sensitivitetsanalyse, er tofoldig i et kompliceret
system. Fgrst og fremmest vil der blive arbejdet med et ungdvendigt stort
parameterrum, i parameterestimeringen, og derigennem sandsynligheden for
at opna en overfittet model. Derudover er det muligt at modellen ikke vil
veere entydig, da det ikke vil veere undersggt hvorvidt nogle af parameterene
er fuldsteendigt robuste, hvilket kan give store problematikker for paramete-
restimeringen.

At ggre brug af en sofistikeret sggealgoritme i parameterestimeringen er
vigtigst i modeller af mange variable, og har derved kun konsekvenser for
modeller af mange parametere. I modeller af mange parametere, vil konse-
kvensen af en uegnet algoritme betyde at parameterestimeringen med stor
sandsynlighed vil resultere i et lokalt minimum.

En stokastisk parameter vil kunne forbedre modellens evne til at beskrive
feenomenet, men vil ggre modellen mere faenomenologisk safremt der ikke fin-
des noget belaeg for, at selve mekanismen involverer tilfaeldighed. Med mindre
den stokastiske parameter er underbygget af en teoretisk viden, vil en stoka-
stisk parameter forbedre modellens evne til at beskrive en variation i data,
men vil forveerre modellens brugbarhed til at forsta systemet, da modellen
vil blive mere faenomenologisk af denne tilgang.

At opstille sin model saledes at den teoretiske viden om systemet kommer
til udtryk, eller en lettere forsimplet version af dette, er ikke blot fundamen-
talt vigtigt for en mekanistisk model, men er ogsa pa en mere funktionel plan.
Beskrives en mekanisme en smule forkert, kan det resultere i en model som
aldrig ville kunne opfere sig pa en made der ligner virkeligheden. Safremt en
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mekanistisk model skal opstilles, kan en enkelt parameter som er opstillet pa
en forkert made, resultere i at modellen opnar en fuldsteendigt anderledes
udvikling. Dette blev set i afsnittet om differensligninger, da en tidsforsin-
kelse blev introduceret, hvilket resulterede i en bglgende udvikling i stedet
for at finde hen til et sckvilibrium.

Ydermere er det fordelagtigt at videreformidle den proces der er gen-
nemgaet under modellens opsaetning, da denne proces i sig selv rummer me-
get information. En strukturel redeggrelse af processen kan bade agere som
en validering af den opnaede model, samt et udgangspunkt for optimering af
modellen. Samtidig kan overvejelser der ggres i forbindelse med opstillingen
af en model ofte veere relaterede til forstaelsen af det egentlige system eller til
sammenhaengen mellem systemet og modellen. Da mekanistiske modeller har
stgrre troveerdighed og brugbarhed end faeenomenologiske modeller, er det for-
delagtigt at beskrive processen. Konsekvensen af en utilstreekkeligt forklaret
modelleringsprocess, kan derved ikke ses i modellens evne til at beskrive et
system. Konsekvensen vil vaere begraenset til modellens troveerdighed inden
for det videnskabelige feelleskab, og hvordan den modtages inden for dette.
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6.1 MATLAB

Den anvendte matlabkode for rapporten kan findes i en seperat zipfil. Denne
zipfil vil indeholde koden, som er opdelt efter det afsnit som det bliver brugt
i. Disse undermapper er nummererede og bliver refereret nar de bliver brugt
i rapporten til at producere en figur eller lignende. Tilhgrende hvert saet af
filer, er en specifik ”"README” tekstfil, som beskriver hvordan programmerne
bruges.
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