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Dette haefte er en del af undervisningsmaterialet til et kursus i statistik og statistiske
modeller. Undervisningsmaterialet omfatter blandt andet falgende titler:

a. Simple binomialfordelingsmodeller

b. Simple normalfordelingsmodeller

c. Simple Poissonfordelingsmodeller

d. Simple multinomialfordelingsmodeller
e

. Mindre matematisk-statistisk opslagsveerk, indeholdende bl.a. ordforklaringer, re-
suméer og tabeller

Om kurset og kursusmaterialet kan blandt andet siges at

» nar det er et gennemgaende tema at papege at likelihoodmetoden kan benyttes
som et overordnet princip for valg af estimatorer og teststarrelser, er det blandt
andet begrundet i at likelihoodmetoden har mange egenskaber der fra et mate-
matisk-statistisk synspunkt anses for gnskelige, at likelihoodmetoden er meget
udbredt og nyder stor anerkendelse (ikke mindst i Danmark), og at det i al almin-
delighed er vaerd at ggre opmaerksom pa at man ogsa inden for faget statistik har
overordnede og strukturerende begreber og metoder;

« nar kursusmaterialet er skrevet pa dansk (og ikke for eksempel pa ‘scientific Eng-
lish’), er det for at bidrage til at vedligeholde traditionerne for hvordan og at man
kan tale om slige emner pa dansk, og sa sandelig ogsa fordi dansk er det sprog
som forfatteren — og vel ogsa den forventede laeser — er bedst til;

» nar heefterne foruden de saedvanlige simple modeller, metoder og eksempler
ogsa indeholder eksempler der er vaesentligt sveerere, er det for at antyde nogle
af de retninger man kan arbejde videre i, og for at der kan veere lidt udfordringer
til den kraevende leeser.
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1 Multinomialfordelingen

Multinomialfordelingen kan ses som en naturlig generalisation af binomial-
fordelingen:

¢ Isituationer hvor man har at gore med n gentagelser af et elementarfor-
sog der kan resultere i et af o mulige udfald, vil antallet af gange man far
den ene slags udfald, blive binomialfordelt.

¢ Isituationer hvor man har at gore med n gentagelser af et elementarfor-
sog der kan resultere i et af r mulige udfald, vil man et vist antal gange,
Y1, fa det forste udfald, et vist antal gange, v, det andet udfald, ... , og et
vist antal gange, y,, det r-te udfald; talseettet (y1, y2, ... , y,) bliver multi-
nomialfordelt.

Eksempel 1.1

En simpel form for politisk meningsmaélingsundersegelse kunne besta i at man til-
feeldigt udveelger n personer og sperger dem hvilket af de r politiske partier de ville
stemme pa hvis der var folketingsvalg i morgen.

Her bestér elementarforsgget i at sperge én person og notere den pageeldendes svar
ned. Den samlede undersogelse resulterer i at et vist antal (y;) svarer det forste parti,
et vist antal (i) svarer det andet parti, ... , og et vist antal (y,) svarer det r-te parti. Da
der i alt er spurgt n personer, vil der geelde at y; + y2 + ... + vy, = n, forudsat at alle de
adspurgte faktisk svarer.

Den multinomialfordelingsmodel vi i det felgende vil diskutere, svarer til at nar
man velger en tilfeeldig person, sa vil denne med en vis sandsynlighed (p;) svare parti
nr. 1, med en vis sandsynlighed (p,) svare partinr. 2, ... , og med en vis sandsynlighed
(pr) svare parti nr. r. Da vi forudseetter at alle adspurgte giver et af de r mulige svar, er
pr+p2+...+pr=1

1.1 Den grundleggende multinomialfordelings-
model

Antag at vi har klassificeret n individer i r klasser; i den generelle diskussion
kaldes klasserne A1, Ay, ..., Ay, i en konkret modelsituation har de ofte nogle
mere sigende betegnelser. Skematisk er situationen som vist i Figur 1.1.

Vi gar ud fra at de n individer stammer fra en og samme »population« sa-
ledes at hver gang man tilfeeldigt udveelger et individ, er der sandsynligheden
p1 for at individet tilherer klassen A;, sandsynligheden p, for at individet til-
horer klassen Aj, osv. Sandsynlighederne p1, p2, ... , pr (der summerer til 1) er
ukendte parametre der er karakteristiske for populationen.
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6 Multinomialfordelingen

klasse-  klasse- observeret

nummer navn antal
1 A 1 ]/1
2 A2 ]/2
3 As Y3
r A, Yr
ialt n

Figur 1.1 Multinomialfordelingssituationen, skematisk.

Hermed har vi sddan set beskrevet den statistiske model for ét individ. Nar
der er et storre antal individer, plejer man ikke at angive hvilken klasse hvert
enkelt individ viser sig at tilhere, man nejes med at angive hvor mange in-
divider der er i hver klasse, dvs. man angiver de observerede veerdier af de
stokastiske variable Y7, Y5, ..., Y, defineret som

Y; = antal individer der viser sig at tilhore klassen A; (i=1,2,...,r).

Den statistiske model vi skal nd frem til, skal specificere sandsynlighedsforde-
lingen for seettet (Y1, Y>,...,Y;) af stokastiske variable, eller sagt p4 en anden
mdde, vi skal fastlegge P(Y1 = y1, Yo =y2, ..., Yo = Vs).

Hyvis der kun er fo klasser, s er der tale om et binomialfordelingsproblem.
For at lose problemet med r klasser gar vi frem pa en méade der er steerkt inspi-
reret af udledningen af binomialfordelingen.

Vi indferer nogle hjeelpevariable Xi, X», ..., X;; sdledes at X;; er navnet pd
den klasse som individ nr. d tilherer, dvs. X; = A; hvis og kun hvis individ
nr. d tilherer klassen A;. Der gelder sa at P(X; = A;) = p;. Da individerne
teenkes valgt uatheengigt af hverandre, mé de forskellige X;-er vere stokastisk
uafheengige saledes at f.eks.

P(Xd] = Ailr Xdz = Alz) = pll pZZ thS d] # dz

Hyvis vi har n klassenavne x1, x, . .. , X, og hvis det er sidan at netop y; af
x-erneeret A;,i=1,2,...,r,sder

P(X1 :xl,Xz = X2,... ,Xn an)

P(Xl = xl) . P(Xz = XZ) MR P(Xn = xn)

Y1.,Y2 Y
Py Py - Py

Den sogte sandsynlighed P(Y; = y1,Y2 = ya,...,Y, = y,) fds nu ved at
summere disse sandsynligheder over alle mulige n-tupler (x1,%2,...,%,) be-
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stdende af y; Aj-er, yp Ay-er, ...,y A-er:

P(Yl :yLYZ :]/2/ /Y}’ :]/r)
= ZP(Xl =x1, X2 =x2,..., Xy :xn)

— z p‘;/lpgz .. pyr
= (Y1) -pi'py -

hvor summationstegnet hver gang betyder summation over de n-tupler
(x1,%2,...,%,) som bestar af y; Aij-er, y, Ap-er osv. Symbolet § 1 kommer pa
den made til at betyde antallet af forskellige sddanne n-tupler (x1,x2,...,xx);
dette antal plejer man at betegne med symbolet

(")
y1y2 ]/r

der kaldes en multinomialkoefficient (eller polynomialkoefficient). Den fundne
sandsynlighedsfunktion

n
PYi=y,Y2=ys..., Y, = = Ty pl
M=y, Y2=1 r=1yr) <y1 oo yr) P1 Py - Pr
er sandsynlighedsfunktionen for en multinomialfordeling (eller polynomialforde-
ling) med parametre n og p hvor

P1
p2

Pr
Multinomialkoefficienter

Definition 1.1 (Multinomialkoefficient)
Multinomialkoefficienten
(sn )
yl y2 e }/r

betegner antallet af forskellige mader hvorpda man kan placere r symboler
A1,Ay, ..., A, pd n pladser sdledes at symbolet A; kommer pd y; af plad-
serne, symbolet A, kommer pd y; af pladserne, ... , symbolet A, kommer pd
yr af pladserne.

Man kan let udlede formler der gor det muligt at udregne multinomialkoeffi-
cienter. Vi illustrerer fremgangsméaden med et eksempel, hvor vi vil bestemme
talveerdien af (, 5 ,):

1. Det sogte tal er pr. definition antallet af placeringer af symbolerne Aj,
Ay og Az pa syv pladser sdledes at to af pladserne far et Aj, tre af
pladserne et A, og to af pladserne et A;. — En mulig placering er
A1, A3, A1, Ap, Ay, Ay, As.
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2. Vi kan bestemme en placering ved ferst at bestemme hvilke to pladser
der skal have et A, derneest hvilke tre pladser der skal have et A, og s
endelig placere et Az pa de to tiloversblevne pladser.

(@) Der er (Z) = 21 forskellige placeringer af de to Aq-er (ifelge defini-
tionen af binomialkoefficienter).

(b) Hver gang vi har placerer de to Aj-er, er der fem pladser tilbage,
og pa de fem pladser skal vi fordele tre Aj-er og to As-er; dette kan
gores pa (g) = 10 forskellige mader. Hver gang vi har en af de (Z)

placeringer af A1, er der altsa (g) placeringer af A, og As.

3. T alt er der derfor (Z) : (g) forskellige placeringer af A-erne sa

(20) - () -2

n!

k! (n —k)!

7 (7 5\ 7! 50 7!
232)  \2 3) 7 2151 3121 7 2131217

Et generelt udtryk for multinomialkoefficienter fis pa ganske tilsvarende
made. Man skal placere y; Ai-er, yo Ap-er, ..., og y, As-er pa n pladser
(n = y1+y2 + ...+ yr). Forst kan Aj-erne placeres pa ( ynl ) forskellige ma-

4. Vi kan benytte formlen <Z> =

der; derneest kan Aj-erne placeres pa de de resterende n — y; pladser pa (”;2“)
forskellige mader; derneest kan Az-erne placeres pa de resterende n — y1 — 12
pladser pa ("~ ¥?), osv. Slutresultatet bliver at

I I
Yiyz2 - Yr yilya! ooyl
ndryy+y2+...+yr=mn.

Definition af multinomialfordelingen

Definition 1.2 (Multinomialfordeling)
At den r-dimensionale stokastiske variabel (Y1,Y5,...,Y;) er multinomialfor-
delt med antalsparameter n og sandsynlighedsparameter

P1
p2
P = .
Pr
betyder at
n
PYi=yL,Yo=Yy2,...,Yr=y) = <y1 v yr) pltpy..plt (L1)

nar y1, Y2, - .. , yr er ikke-negative heltal der summerer til n.
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P2

<

Figur 1.2 Sandsynlighedssimplexet i det tredimensionale rum.

Estimation af parametrene

I den generelle situation er modelfunktionen givet ved formel (1.1), og likeli-
hoodfunktionen er dermed

L(p) = konstant-p'p}?...p/"

Spergsmalet er nu hvordan man estimerer parameteren p.

De almene principper for analyse af statistiske modeller pabyder at esti-
mere p ved det r-dimensionale talseet p der maksimaliserer likelihoodfunktio-
nen. Likelihoodfunktionen er en funktion af p, dvs. af v variable py, p2, ... , pr;
disse kan ikke variere frit, men opfylder »bibetingelserne«

r
PlZO/PZEO/--wPrZO/ Zprzl
i=1

I specialtilfeeldet ¥ = 3 kan vi anskueliggere mulighedsomradet, dvs.
meengden af p-er der opfylder bibetingelserne, som et trekantet omrade, det
sdkaldte sandsynlighedssimplex, i det tredimensionale rum, se Figur 1.2.
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Opgaven er at bestemme det punkt

P1
p2

pr
som ligger i mulighedsomradet, og hvor likelihoodfunktionen L antager sin
storste veerdi. I matematikken diskuteres generelle metode til bestemmelse af
maksimumspunkter for funktioner af mange variable, men disse metoder skal

vi ikke komme ind pé her. Derimod vil vi lase det specielle problem der ved-
rerer multinomialfordelingen. Dertil skal vi bruge folgende

Satning 1.1
Antag atay,ay, ... ,ar er givne ikke-negative tal, og betragt funktionen

folpupe-pr) — PP Py

defineret pd maengden af ikke-negative talseet (p1,pa, ..., pr) der summerer
til 1. Viseettera. = a;+ay +...+a,0gp; =a;/a.,i=1,2,...,r.

Da har f et entydigt maksimumspunkt, nemlig (p1, p2, ... , Pr)-

Bevis
Vi vil sammenligne funktionsveerdierne f(p1,p2,...,pr) og f(P1, P2, ..., Pr)
f(pl/ p2/ ce /pi’)
f(ﬁl/ ﬁZr B ﬁ'r‘)

f(pl;PZ;--- /Pr) < f(ﬁlrer“- rpr)~
Der geelder forst at

ved at se pd storrelsen In som er negativ hvis og kun hvis

T .
LU ) S ajin Pt

f(ﬁl/ ﬁZ/‘-' /f)r) i=1 Pi

Nu benyttes en egenskab ved logaritmefunktionen, nemlig at Int < t — 1 for
alle t > 0, og med lighedstegn hvis og kun hvis t = 1. Derfor er

(1)
pi

r
'.—Zﬂi
=1

r .
> ailn bi <
=i pi

/N
2ls
RS

3
Q

I
M= M~ TM -

[=>IERS
SR
\

Q

hvor »mindre end eller lig med« bliver »lig med« hvis og kun hvis alle tallene
pi/pi er lig 1, dvs. hvis og kun hvis p; = p; for alle i. O
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Anvendt pa funktionen (p1, p2, ..., pr) — pi/l pgz ... p{" forteeller seetningen
at likelihoodfunktionen L antager sit maksimum i det entydigt bestemte punkt
(y1/n, ya/n, ..., yr/n). Altsé er maksimaliseringsestimatet p for p givet ved

p1 y1/n
A p2 Ya/n
P = . = .

pr yr/n

Parameteren p;, der jo er sandsynligheden for at et individ tilherer klassen A;,
skal altsd estimeres ved den relative hyppighed y; /n af A;-individer i stikpro-
ven.

1.2 Sammenligning af multinomialfordelinger

Man har undertiden brug for at kunne sammenligne forskellige multinomial-
fordelinger for at afgere om de har samme sandsynlighedsparameter. Her er et
eksempel; det vil blive analyseret mere indgaende i Kapitel 2:

Eksempel 1.2 (Torsk i Ostersoen)

Den 6. marts 1961 fangede nogle havbiologer 69 torsk ved Lolland og undersegte arten
af blodets heemoglobin i hver enkelt torsk. Senere pa aret fangede man ogsa nogle torsk
ved Bornholm og ved Alandseerne og bestemte deres genotype.!

Man mener at heemoglobin-arten bestemmes af ét enkelt gen, og det som biologerne
bestemte, var torskenes genotype for sd vidt angar dette gen. Genet kan optraede i to
udgaver som traditionen tro kaldes for A og a, og de mulige genotyper er da AA, Aa
og aa. Tabel 1.1 viser den fundne fordeling pd genotyper for hver af de tre lokaliteter. I
dette afsnit vil vi udelukkende opfatte symbolerne AA, Aa og aa som navne pa klasser
man klassificerer torskene i. I Kapitel 2 vil vi smugle lidt genetik ind i en mere udbygget
statistisk model for tallene.

Pa hver geografisk lokalitet er der sket det at man har klassificeret et antal torsk i tre
mulige klasser, sa derfor kan man sige at der pa hver lokalitet er tale om en multinomial-
fordelingssituation (nar der er tre klasser, taler man ogsa om en frinomialfordeling). Det
kunne méske veere af interesse at undersgge om genotypefordelingen er den samme pa
de tre lokaliteter, altsd om sandsynligheden for at en torsk har en bestemt genotype, er
den samme for alle tre lokaliteters vedkommende. (Skent nar man ser pa tallene virker
denne formodning lidet plausibel.)

Den generelle model

I den generelle model antages det at vi har klassificeret nogle individer i r for-
skellige klasser A1, Ay, ..., As. Individerne er pa forhand delt op i grupper,
og der er s forskellige grupper med hhv. ny, 1y, ..., ns individer. Det har vist
sig at i gruppe j herer y1; af individerne til gruppen Ay, y»; af individerne til
gruppen Ay, y3,; af individerne til gruppen A3, osv. Skematisk ser situationen
ud som vist i Figur 1.3.

K. Sick (1965): Haemoglobin polymorphism of cod in the Baltic and the Danish Belt Sea. Here-
ditas 54, 19-48.
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Tabel 1.1 Genotypefordeling af torsk fra tre lokaliteter i Ostersgen.

lokalitet

genotype Lolland Bornholm Alandsgerne

AA 27 14 0
Aa 30 20 5
aa 12 52 75
ialt 69 86 80
gruppe nr.
klasse 1 2 3 ... s
A1 yun Y12 Y13 --- Yis
Ay Y21 Y22 Y23 --- Yo
Ay Vi Y2 Y3 -+ Yrs
ialt ny ny mnz ... ng

Figur 1.3 Sammenligning af multinomialfordelinger, generelt. y;; betegner antallet af
individer fra gruppe j der tilhorer klassen A;.

I torskeeksemplet er der s = 3 grupper svarende til de tre geografiske loka-
liteter og r = 3 klasser svarende til de tre forskellige genotyper.

Den statistiske model der benyttes til at beskrive denne situation er:

e for hvert j (dvs. for hver gruppe) opfattes det r-dimensionale talseet

Yij
Y2j

Yy = .

Yrj

som en observeret veerdi af en r-dimensional stokastisk variabel

Y;

Y,

¢ de stokastiske variable Y3,Y,...,Y; er stokastisk uaftheengige (dvs. de
forskellige grupper er stokastisk uafhaengige);
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* den stokastiske variabel Y; er multinomialfordelt med antalsparameter
n; og med ukendt sandsynlighedsparameter

pij

p2j
pj = .
Prj

hvor p;j-erne er ikke-negative tal med p1; + pzj + ...+ p,j = 1 for hvert j.

Modellen tager altsa udgangspunkt i at grupperne er systematisk forskellige
(mht. den foretagne klassificering), og den beskriver den sakaldte systema-
tiske variation mellem grupperne ved hjeelp af de s sandsynlighedsparametre
D1, P2, ... ,Ds. Den sakaldte tilfeldige variation inden for grupper beskrives ved
sandsynlighedsfordelingerne (multinomialfordelingerne).

Opgaven er nu at undersoge om grupperne kan anses for ens, dvs. den er
at teste den statistiske hypotese

Hy: pr=p2=...=ps
eller mere udferligt
Pu P12 P1s
IO Ll I ) R
Pr1 Pr2 Prs

De generelle retningslinier for hvordan man analyserer en given statistisk mo-
del, siger at vi skal begynde med at opskrive modelfunktionen og derudaf fa
likelihoodfunktionen. Da de enkelte grupper er stokastisk uatheengige, er den
samlede modelfunktion lig med et produkt af del-modelfunktionerne for de
enkelte grupper, dvs. den samlede modelfunktion er

"j ) nij i i
(]/1]' Yaj - VYrj P1jPaj - Fry

:m

f(ylzyZ/-'-/ys}plszwu/ps) -
1

]

Likelihoodfunktionen er dermed
= Ny Yrj
L(p1,p2,...,ps) = konstant- |_| plj]PZj] ...p”f’ (1.2)
j=1

hvor konstanten er produktet af de s multinomialkoefficienter.
I torskeeksemplet er likelihoodfunktionen

_ 27 3012 14,20 52 .0 .5 .75
L(pL,ps,ps) = konstant- pif par paL - P1B P28 P36 * P1a Paa Pak -

Likelihoodfunktionen er sandsynligheden for at observere det faktisk observe-
rede, betragtet som funktion af det ukendte seet parametre. Som saedvanlig ud-
neavner vi de veerdier der maksimaliserer likelihoodfunktionen (eller log-like-
lihoodfunktionen) til at veere de bedste estimater over de ukendte parametre. I
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den foreliggende model er likelihoodfunktionen et produkt af s del-likelihood-
funktioner der hver iseer vedrerer én enkelt gruppe og ét enkelt p;. Nar vi skal
maksimalisere L mht. p1,ps, ..., ps, kan det derfor ske ved at maksimalisere
hver del-likelihoodfunktion for sig. Det j-te delproblem er en simpel multino-
mialfordelingsmodel, s& derfor folger det uden videre af resultatet pa side 11
at

I taleksemplet er specielt

piL 27/69 0.39
pL=|pa| = [30/69] =(043],
PaL 12/69 0.17
P1B 14/86 0.16
pp=|pm| = [20/86]=1023],
P3B 52/86 0.60
P1a 0/80 0.00
Pi=|Pa| = 5/80 | = [ 0.06 | .
Psa 75/80 0.94

Hypoteseprovning
Vi skal herefter undersege om det er rimeligt at antage at hypotesen
Hy:p1=p2=...=ps

om ens sandsynlighedsparametre holder. Under Hj er der ingen forskel pa de s
grupper, sd da kan vi lige s& godt sld dem sammen til én stor gruppe bestdende
af n. =ny +ny + ... + ns individer der fordeler sig med

S
vie = yntyn+...+ys = yij iklassen A;
=1
S
Yoo = Ya+tyn+...+tYys = z Yyo;j iklassen A
=1
S
Yie = Yi+VYo+...+tYs = Z yij iklassen A;
j=1
S
Yo = Yatyn+...+tYrs = Z y,j iklassen A,
=1

Man md derfor formode at den felles veerdi p; af sandsynligheden for at til-
here klassen A; skal estimeres ved y;./n., men lad os preve at ga frem efter
likelihoodmetoden.
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Vi kalder den feelles veerdi (under Hy) af p1, py, ..., ps for p,

P1
p2

pr
I likelihoodfunktionen (1.2) erstatter vi alle p;-erne med p og far derved likeli-
hoodfunktionen under Hy:

S
Yij Y Yrj
L(p,p,...,p) = Kkonstant- I_l p vy

= konstant- p{" p3> ... p/".

Det valg af pi1,p2,...,pr der maksimaliserer denne likelihoodfunktion, er
ifelge seetningen pa side 10 netop p; = y;./n. som formodet.

41/235 0.17
I taleksemplet bliver p = ( 55/ 235) = (0.23) .
139/235 0.59
Nar man vil vurdere hvor godt det faktisk observerede beskrives under Hy

i forhold til den aktuelle grundsmodels beskrivelse, skal man udregne kvotient-
teststerrelsen
L®,D, ... D)

L(ﬁlrﬁ2/ cee rﬁs)

eller —2In Q. En Q-veerdi teet pd 1, dvs. en —2In Q-veerdi teet pa 0, betyder at
Hy beskriver data naesten lige sa godt som grundmodellen ger, hvorimod en
Q-veerdi neer 0, dvs. en stor —21In Q-veerdi, betyder at Hy giver en veesentligt
darligere beskrivelse end grundmodellen gor. Man plejer at udregne —21In Q

(og ikke Q).
Nér man indsetter udtrykkene for L i Q, fir man let at

Y2j Yrj
+...+yiln
y Yrjin yr]>

Q

S
—2InQ = Z<y1]1n L+

hvor §;j = pinj = y;.nj/n. er det »forventede« antal individer fra gruppe j der
klassificeres som A;.

For at bestemme —21n Q i taleksemplet udregnes forst de forventede antal,
se Tabel 1.2. Dermed er

12.0 15.0 14.0

30 20 5
+301n—161+201 —2014—51 87
5

12 52
+12In — +52In —— +751n 473>

—2InQups = (27ln27+141 1 oL

40.8 50.9
107.8
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Tabel 1.2 Genotypefordeling hos torsk fra tre lokaliteter i Osterseen: forventede antal
under antagelse af ens fordelinger pa de tre lokaliteter.

lokalitet

genotype Lolland Bornholm Alandsegerne

AA 12.0 15.0 14.0
Aa 16.1 20.1 18.7
aa 40.8 50.9 47.3
ialt 68.9 86.0 80.0

For at afgere om en opndet —2 In Q,p,s-veerdi (som f.eks. 107.8) nu er tet pa 0
eller ej, skal man sammenligne den med alle de andre —2In Q-vaerdier man
ogsd kunne have fiet ifolge den aktuelle model ndr Hy er rigtig. Vi skal der-
for finde testsandsynligheden ¢, dvs. sandsynligheden for at fa en veerre (storre)
—21n Q-veerdi end den observerede, under forudseetning af at Hy er rigtig:

¢ = Po(—2InQ > —2InQqps) -

Nér man skal bestemme ¢, kan man udnytte en generel matematisk seetning der
forteeller at nar Hy er rigtig, sd er —2In Q med god tilnaermelse x?-fordelt med
(r —1)(s — 1) frihedsgrader séledes at ¢ med god tilneermelse kan bestemmes
som sandsynligheden for at fa en veerdi storre end —2 In Qs i en x*-fordeling
med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader, kort

£ = P(X%rfl)(sfl) > —2In Qobs) ’

og denne sandsynlighed er let at bestemme ved hjeelp af tabeller over fraktiler
i Xz—fordelingen.

Antallet af frihedsgrader for —21n Q findes som a@ndringen i antallet af frie
parametre: i grundmodellen er der for hver af de s grupper r — 1 parametre
(fordi der er r klasser og dermed r sandsynligheder der skal summere til 1),
altsd i alt s(r — 1) parametre; under Hy er der i realiteten kun én gruppe og
dermed r — 1 frie parametre; antallet af frihedsgrader for teststerrelsen er der-
fors(r—1)—(r—1)=(r—1)(s—1).

Bemeerk at x>-fordelingen kun er en approksimation; for at man skal kunne
bruge den, skal alle de »forventede« antal §J;; = pin; = y;.n;/n. vere mindst fem.
Hvis denne betingelse ikke er opfyldt, kan man méske opna at den bliver op-
fyldt ved at man udelader nogle grupper eller klasser eller slar nogle grupper
eller klasser sammen.

I det gennemgdende taleksempel er der ingen problemer med at de »forven-
tede« antal er for sma. Vi kan derfor uden videre sammenligne —21In Qgps =
107.8 med x?-fordelingen med (3 —1)(3 — 1) = 4 frihedsgrader. Da 99.9%-
fraktilen i denne fordeling er 18.47, er testsandsynligheden ¢ mindre end 0.1%.
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Da det sdledes er temmelig usandsynligt at fa en vaerre veerdi af teststorrelsen
—21In Q end 107.8, er teststorrelsen signifikant stor, og vi forkaster Hy. Man ma
altsa sige at der er en signifikant forskel pa genotypen af torsk pa de tre geo-
grafiske lokaliteter. - Denne konklusion er ikke overraskende hvis man man
sammenligner Tabel 1.1 og 1.2.

1.3 Opgaver

Opgave 1.1 (Medarbejderaktier)

Det er blevet almindeligt at firmaer indferer ordninger med medarbejderaktier;
derved skulle medarbejderne komme til at fole storre medansvar og forplig-
telse over for deres arbejdsplads. Det er dog ikke altid at firmaets opfordring
til medarbejderne om at blive aktioneerer opfattes pa samme mdde af alle med-
arbejdergrupper. For at danne sig et indtryk af medarbejderes motiver til at
erhverve sig aktier har man foretaget et rundsperge blandt medarbejderne pa
en bestemt virksomhed (som har en medarbejderaktie-ordning) og bedt dem
neevne deres motiver for at ga med i aktieordningen. Svarmulighederne var
»for at bevare jobbet«, »som en investering« og »tror pa idéen med medarbej-
deraktier«.

Nedenstdende tabel viser respondenternes fordeling pa motiv og medar-
bejderkategori. Hvad kan man pa denne baggrund sige om en eventuel sam-
menhaeng mellem medarbejdernes motiver for at deltage i ordningen og arten
af deres arbejde?

arbejdere funktioneerer mellemledere topledere

for at bevare jobbet 77 25 11 8
som en investering 37 13 8 4
tror pa idéen 35 14 7 11

Opgave 1.2 (Test af simpel hypotese)
Antag at (Y1, Y2, ..., Y;) er multinomialfordelt med parametre 1 og p, og lad

po1
po2
Po = .
Por
vaere et seet kendte ikke-negative tal der summerer til 1. Man ensker at teste
hypotesen Hy : p = py (eller altsé p; = py; for alle 7).

1. Udled —2In Q-sterrelsen for denne hypotese.

2. Der geelder at nar Hy er rigtig, sd er —2In Q asymptotisk x>-fordelt med
et antal frihedsgrader der kan udregnes som sendringen i antal frie para-
metre.
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Hvad er antallet af frihedsgrader for —2In Q ?



2 Et storre eksempel: Torsk i
Ostersogen

I dette kapitel vil vi tage et tidligere omtalt eksempel op til neermere behand-
ling. Eksemplet er blandt andet et eksempel pa at man kan indbygge noget
teori i den statistiske model, og et eksempel der viser nytten af maximum like-
lihood metoden til parameterestimation.

2.1 Preesentation af eksemplet

Den 6. marts 1961 fangede nogle havbiologer 69 torsk ved Lolland og under-
sogte arten af blodets heemoglobin i hver enkelt torsk. Senere pa aret fangede
man desuden nogle torsk ved Bornholm og ved Alandseerne og bestemte de-
res genotype.l

Man mener at heemoglobin-arten bestemmes af ét enkelt gen, og det som
biologerne bestemte, var torskenes genotype for sa vidt angdr dette gen. Genet
kan optreaede i to udgaver som traditionen tro kaldes for A og a, og de mulige
genotyper er da AA, Aa og aa. Tabel 2.1 viser den fundne fordeling pa genoty-
per for hver af de tre lokaliteter.

Pa hver geografisk lokalitet er der sket det at man har klassificeret et an-
tal torsk i tre mulige klasser, s& pa hver lokalitet er der tale om en mul-
tinomialfordelingssituation (ndr der er tre klasser, taler man ogsd om en
trinomialfordeling). Som grundmodel benytter vi derfor den model der siger,
at de tre observations»vektorer«

]/lL 27
Yy = yvo| = (30],
ySL 12
V1B 14
yp = yp| = (20],
Y3B 52
V1A 0
Ya = |Yar| = | O
Y3A 75

stammer fra hver sin multinomialfordeling med antalsparametre n; = 69,

K. Sick (1965): Haemoglobin polymorphism of cod in the Baltic and the Danish Belt Sea. Here-
ditas 54, 19-48.
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ng = 86 og nz = 80 og med sandsynlighedsparametre

PiL
L = paL |
p3L
pP1B
b = p2B |,
P3B
P1A
Py = P2A | -
P3A

2.2 Hardy-Weinberg ligevaegt

Grundmodellen er at hver geografisk lokalitet har sin egen multinomialforde-
ling, og at hver multinomialfordeling har en sandsynlighedsparameter

p1
p = p2
p3

hvor p1, p2 og p3 kan veere hvilkesomhelst tre ikke-negative tal der summerer
til 1. Imidlertid kan man argumentere for at der under visse omsteendigheder
ma veere en bestemt sammenheeng mellem de tre p-er.

Lad os antage at i en bestemt torskegeneration optreeder de tre genotyper
AA, Aa og aa med hyppighederne p1, ps og p3 (hvor p1 + p2 + p3 = 1). Lad os
desuden antage at naeste generation fremstilles ved »tilfeeldig parring« saledes
at hvert af en torskeunges to heemoglobin-gener velges uafhaengigt af hin-
anden pa folgende made: forst veelges et tilfeeldigt foreeldre-individ, derneest
veelges et tilfeeldigt af dette individs haemoglobin-gener. Sandsynligheden for
at veelge A er da pq + 1/2 pp hvilket vi kalder 3, og sandsynligheden for at vaelge
aerl/py + p3 = 1 — B.1den nye generation bliver genotypefordelingen der-
for

AA:  p?
Aa: 2B(1—B)
aa: (1-p)?

(bemeerk at B2 +2B8(1—B) + (1 —pB)*> = (B+(1— /3))2 = 1). Heraf kan vi
se at genotypefordelingen i den nye generation ikke kan veare hvadsombhelst,
men at der er en vis sammenhaeng mellem de tre sandsynligheder, styret af
storrelsen f3.

Vi kan prove at se hvad der sker hvis der er en tilsvarende sammenhzng
mellem sandsynlighederne i foreeldregenerationen. Lad os sige at i foraeldre-
generationen er

AA: pp =o?
Aa: pr =2a(l —a)

aa: p3=(1—-a)
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Tabel 2.1 (= Tabel 1.1) Genotypefordeling af torsk fra tre lokaliteter i Jstersoen.

genotype Lolland Bornholm Alandsgerne

AA 27 14 0
Aa 30 20 5
aa 12 52 75
ialt 69 86 80

[

Figur 2.1 Det tonede omrade er sandsynlighedssimplexet, dvs. maengden af tripler
p = (p1, p2, p3) af ikke-negative tal der summerer til 1. Kurven bestar af de p der kan
optraede hvis der er Hardy-Weinberg ligeveegt.

Sa bliver B = p1 + lops = a® +1/2a(1 — a) = «, dvs. sandsynlighederne er
uforandrede fra den ene generation til den anden.

Man siger at populationen er i Hardy-Weinberg ligevaegt hvis det er sadan
at de tre genotyper optraeder i forholdet

AA: p1 = ﬁz

Aa:  p, =2B8(1-p)
aa: p3 = (1-p)?
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for en eller anden veerdi af B € [0, 1]. Hvis der er Hardy-Weinberg ligeveegt, er
det altsé kun ganske sarlige sandsynlighedstripler (p1, p2, p3) der kan komme
pé tale, se Figur 2.1

2.3 Hypotesen om Hardy-Weinberg ligevaegt
Vi vil undersege om der er Hardy-Weinberg ligevaegt pa hver af de tre lokali-

teter. Vi begynder med Lolland.
At der er Hardy-Weinberg ligeveegt ved Lolland kan formuleres som den

statistiske hypotese
pPiL Bt
Hy: | pan | = | 2BL(1=BL) | -
paL (1-pBL)?

I grundmodellen er likelihoodfunktionen

L(piL, por pa) = konstant- pi{ pa; pip

27/69
pr = [30/69].
12/69

der har maksimum i

Under Hj er likelihoodfunktionen
L(B) = L(BE26001-Bu),(1-BL)?)
27 12
= konstant - ([3%) (ZﬁL(l — ﬁL))SO ((1 — [3L)2)

= konstant - /3%’2”30(1 — )30tz

som har maksimum i 31, = 2'2275530 = % = 0.609 (dvs. det observerede antal
A divideret med det samlede antal gener).

Man tester hypotesen ved brug af den seedvanlige kvotientteststorrelse Q =
L(B2,2BL(1 — Br), (1 — BL)?)/ L(p1L, par, PaL) eller —21n Q; sidstneevnte kan
udtrykkes som

;
Yi

—2InQ = 2 In ==
i;yl Yi

hvor (1, 92, 93) = (nLB?,n.2BL(1 — BL), n(1 — BL)?) er de »forventede« an-
tal under Hj..

Man finderat —2In Q = 0.52med (3 —1) — 1 = 1 frihedgrader, svarende til
en testsandsynlighed pa ca. 47%, s man kan sagtens antage at torskebestanden
ved Lolland er i Hardy-Weinberg ligeveegt.

Noget tilsvarende kan gores med de to andre lokaliteter. Man far maksima-
liseringsestimaterne 35 = 0.279 og /3 A = 0.031. Tabel 2.2 viser de forventede
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Tabel 2.2 Forventede antal §j under forudseetning af Hardy-Weinberg ligeveegt pa hver
lokalitet.

genotype Lolland Bornholm Alandseerne

AA 25.6 6.7 0.1
Aa 329 34.6 4.8
aa 10.6 44.7 75.1

ialt 69 86 80

antal ) hvert sted. Ved Alandseerne kan man oplagt antage Hardy-Weinberg
ligevaegt.” Ved Bornholm er der sterre uoverensstemmelse mellem de observe-
rede og de forventede antal, og teststorrelsen er her —21In Q = 14.4, svarende
til en testsandsynlighed af storrelsesorden 104

2.4 En samlet model

Man kan sige at hypotesen om Hardy-Weinberg ligeveaegt er sidan en »peenc«
hypotese fordi man kan »forstd« (dvs. levere en simpel forklaring pa) den. Der-
for er det eergerligt at Bornholm tilsyneladende falder uden for det peene bil-
lede. For at reparere pa tingene kunne man forsgge sig med en modificeret
hypotese H; gdende ud pa at

¢ ved Lolland er der Hardy-Weinberg ligevaegt med parameter (31,
e ved Alandsgerne er der Hardy-Weinberg ligeveegt med parameter 3 A

e ved Bornholm er populationen en blanding af Lollandstorsk og Alands-
torsk i forholdet « : (1 — ) hvor a €0, 1] er ukendt parameter.

Mere preecist gar H; altsé ud pd at der findes veerdier af 31, 5 og « sé

BL
p = |2B8L(1—BL) |,
(1—Br)?
5
Py = [2Bx(1—Bx) |,
(1—B4)?
pp = ap.+(1—a)p,

apf + (1 —a)B
= |a2BL(1—Br)+ (1 —a)2B4(1—B4)
a(l—BL)?+ (1 —a)(1—B4)?

2Man kan ikke benytte y2-approksimationen til —2In Q fordi et af de forventede antal er alt for
lille. Til gengeeld reproducerer modellen jo observationerne serdeles fint.
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Tabel 2.3 Forventede antal 7 i blandingsmodellen.

genotype Lolland Bornholm Alandsgerne

AA 25.7 13.7 0.1
Aa 32.8 20.3 4.8
aa 10.4 52.0 75.1
ialt 69 86 80

Bemeerk at der nu er tale om én samlet model for alle tre lokaliteter.

Den samlede likelihoodfunktion bliver produktet af de tre del-likelihood-
funktioner for de tre lokaliteter. Det er bekvemt at operere med logaritmen til
likelihoodfunktionen, sa den skriver vi op:

InL(BL, B, «)
= 27Inpip +301Inpyp +121n pap.
+141n p1g + 201n pog + 52 1n p3p
+0Inp,g +5Inp,z +751Inpys
= konstant+ 841n 3y +541In(1 — L)

+141n (ocﬁf +(1- “)ﬁf‘g)

+201n (aBr(1—Br) + (1 —a)Bx(1—Bz))
+52In (a(l —BL)?+(1—a)(1 - /3A>2)
+5In B4z +155In(1 — B,).

Der synes ikke at veere nogen praktisk anvendelig analytisk made at maksima-
lisere denne funktion pd, sd man ma benytte en iterationsmetode. Som start-
veerdier til en sddan kan vi benytte de tidligere fundne estimater 31 = 0.609
og B = 0.031 og veelge « s& det forventede antal Aa ved Bornholm er lig det
observerede, dvs. ved at lose ligningen

a-2BL(1—Bu)+ (1—a)-2B4(1—Bz) = 20/86,

hvilket giver o ~ 0.414.

Man finder at InL antager sit maksimum i punktet ( BB k) =
(0.611,0.031,0.425).> Herefter kan vi udregne den forventede genotypeforde-
ling de tre steder, se Tabel 2.3. Det ses at der er langt bedre overensstemmelse
mellem de observerede og de »forventede« veerdier i denne model. Hvis man
tester modellen i forhold til grundmodellen med en vilkarlig trinomialforde-
ling hvert sted, far man en —2In Q-sterrelse pa 0.7 (- talveerdien aftheenger en

3Verdien af In L i dette punkt er dog kun 0.02 sterre end veerdien i det foreslaede udgangs-
punkt (0.609,0.031,0.414), som derfor i sig selv er temmelig godt.
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del af hvor mange cifre man har med i mellemregningerne), og selv om de
forventede antal ikke alle er mindst 5, kan man jo alligevel godt skeeve til x?-
fordelingen med 3 - (3 — 1) — 3 = 3 frihedsgrader.

Alt i alt ma man konkludere, at modellen med Hardy-Weinberg ligeveegt
ved Lolland og ved Alandseerne og med en blandingspopulation ved Born-
holm giver en god beskrivelse af de foreliggende observationer.
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En af pointerne i Kapitel 1 er at nar man klassificerer et antal individer (fra
en bestemt population) efter ét kriterium med r klasser A1, Ay, ..., A, sa kan
det veere fornuftigt at forsege sig med en model der siger at hvis Y; betegner
antallet af A;-individer i stikproven, i = 1,2,...,7, sd er den r-dimensionale
stokastiske variabel (Y, Y5, ... ,Y;) multinomialfordelt.

I dette kapitel skal vi se hvorledes en bestemt art struktur i inddelingskri-
teriet kan afspejle sig i den statistiske model. Den pédgeeldende struktur bestar
i at der rent faktisk inddeles efter to kriterier pa en gang.

Her er forst en preesentation af det talmateriale der benyttes som gennem-
gdende eksempel i dette kapitel.

Eksempel 3.1 (Hjernesvulstpatienter)
Man har klassificeret 141 hjernesvulstpatienter efter svulstens art (»godartet«, »ondar-
tet« og »andet«) og placering i hjerneveaevet (»ved pandenc, »ved tindingen« og »andre
steder«). Resultaterne heraf fremgér af Tabel 3.1. Man er interesseret i at finde ud af om
disse tal tyder pd at der er en sammenhaeng mellem svulstens art og dens placering.
Man kan sige at man har klassificeret n = 141 patienter som herende til én af ni
forskellige klasser, og at man derfor ifelge overvejelserne i Kapitel 1 kan betragte det
observerede talseet (23, 21, ..., 17) som en observation af en multinomialfordelt stoka-
stisk variabel. Imidlertid kan man ogsa teenke pa situationen pa den méde at patienterne
er klassificeret efter to kriterier pa en gang, hvor hvert kriterium har tre niveauer.

3.1 Grundmodellen

Antag at vi har klassificeret n individer efter to kriterier. Det forste kriterium
har r niveauer og klasserne A1, Ay, ... , A;, og det andet har s niveauer og klas-

Tabel 3.1 141 hjernesvulstpatienter fordelt efter svulstens art og placering.

placering

pande tinding andet sum

godartet 23 21 34 78

art ondartet 9 4 24 37
andet 6 3 17 26

sum 38 28 75 141

27
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serne By, By, ... , Bs. Skematisk ser det sddan ud:

kriterium 2
klasse | By B ... B |sum
A lyn iz - Yis | Vi
kriterium 1 A2 Yor Y2 ... Yo Y2.
Ay Yrr Yr2 oo Yrs | Yre
sum | Yo Yo ... Y| 7
hvor
y;j = antalindivideriklassen A;B; (= A; N B;)),
S
Vi = z y;j = antal individer i klassen A;,
=1
;
y.j = » yij = antalindivideriklassen B;.
i=1

Da der er tale om at et antal individer er klassificeret i et antal klasser, be-
nytter vi som grundmodel en multinomialfordelingsmodel: Den rs-dimensionale
observation

Yrs
er en observeret veerdi af en rs-dimensional stokastisk variabel
Y12
Yis
som er multinomialfordelt med antalsparameter n og sandsynlighedsparame-
ter
Pu
P12
Prs
Sterrelsen p;; er sandsynligheden for at et individ udvalgt tilfeeldigt fra »po-
pulationen« vil tilhere klassen A;B;, og den estimeres ved

A

pij = yij/n. 3.1)
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3.2 Uafhaengighedshypotesen

Den struktur der er i inddelingskriteriet (nemlig at der inddeles efter to krite-
rier pa en gang) har forelebig kun givet sig udslag i den made de variable og
parametrene er navngivet pd (med index ij). Vi skal nu udlede en model der
svarer til at der ikke er nogen sammenheeng mellem de to inddelingskriterier.

Den »sammenheeng« der skal veere tale om, er ikke en drsagssammenheeng,
men en statistisk sammenheeng. At der ikke er nogen sammenheeng mellem
kriterium A og kriterium B skal betyde, at A og B i en vis forstand »virker«
uafheengigt af hinanden, saledes at forstd, at en oplysning om, hvilken B-klasse
et individ tilherer, ikke indeholder nogen information om, hvilken A-klasse
individet tilherer, og omvendt. Det skal nu formaliseres i en matematisk model.

Vi indferer nogle hjeelpevariable X; = (X4, X;p), sdledes at X;4 er navnet
pa den A-klasse som individ nr. d tilherer, og tilsvarende X5 er navnet pa den
B-klasse som individ nr. d tilherer, det vil sige at

individ nr. d tilherer
X4 = (A, B)) betyder at A-Klassen A; 0g
B-klassen B j-

At der ikke er nogen sammenheeng mellem A og B betyder hermed at en op-
lysning om veerdien af X;p ikke indeholder nogen information om veerdien af
X4 (og omvendt), og det betyder at de stokastiske variable X;4 0g X;p er stoka-
stisk uafheengige, siledes at

P(Xga = Ai, Xgp = Bj) = P(Xqa = A;) P(Xgp = Bj).
Nu er pr. definition P(X;4 = A;, Xqp = Bj) = pijj, sé at der ikke er nogen
sammenheeng mellem A og B betyder altsa at p;; = «; ; hvor vi har sat o; =
P(X4a = A;j) og Bj = P(Xyp = Bj). Sammenfattende kan vi derfor sige at
den matematiske formulering af antagelsen om at der ikke er nogen (statistisk)
sammenheeng mellem kriterierne A og B, bliver at

pij = B

for alle i og j, hvor ay, p, ... , & er ikke-negative tal der summerer til 1, og
B1, B2, ..., Bs er ikke-negative tal der summerer til 1. Udtrykt i ord gar anta-
gelsen ud pé at sandsynligheden p;; for pd én gang at tilhere bdde A; og B; er
lig produktet af sandsynligheden «; for at tilhere A; og sandsynligheden j3; for
at tilhere B;.

I stedet for at tale om at der ikke er nogen sammenhang mellem A og B,
taler man ofte om at der er uafhengighed mellem A og B, og den statistiske
hypotese

Hp : pij = a3 for allei og j,

hvor de ukendte parametre (a1, ap, . .. , &) 0g (31, B2, - - - , Bs) er ikke-negative
talseet der hver iseer summerer til 1, hedder da uafhaengighedshypotesen.
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At der er uafhangighed mellem A og B, udtrykker man undertiden pé
den made at der ikke er nogen (signifikant) vekselvirkning mellem A og B. Nar
der ikke er nogen vekselvirkning mellem A og B, beskrives hele den syste-
matiske variation i talmaterialet af de sdkaldte reekkevirkninger (A-virkninger)
a1,0,...,a der beskriver den systematiske forskel mellem raekker, og af de
sékaldte sgjlevirkninger (B-virkninger) f31, 32, ..., Bs der beskriver den syste-
matiske forskel mellem sgjler.

Estimation af parametrene

Likelihoodfunktionen i grundmodellen er en almindelig multinomial-likeli-
hoodfunktion:

r .e
L(p) = Kkonstant-[] |_| pl-y]-”

hvor konstanten er en multinomialkoefficient.

Estimaterne over parametrene a1, &y, ... , & og 31, B2, ... , Bs i uatheengig-
hedsmodellen er de veerdier der maksimaliserer L(p) hvor man for p;; indsaet-
ter p;; = a;3j, dvs. de veerdier der maksimaliserer

LO(“l/‘XZ/- e Ky ﬁl/ BZ/' .. /ﬁS)

r S
= konstant - (aq37)Yi
1I:|1 ]I:ll !

r S r S

= konstant - ol gy
zIJl ]Dl l i|:|l ]Dl !
D v Al

= konstant- [] a/"" - Bl
i|:|1 l ]Dl !

Det ses at Ly er et produkt af en funktion af a-erne og en funktion af 3-erne.
Ifolge Seetning 1.1 antager disse to funktioner deres maksimumsveerdier i hhv.

(61,8, ..., &) = (%%}%) (3.2)
og
Bubo by = (LY, 09, 69

Dette er sa maksimaliseringsestimaterne for parametrene. Resultatet er i ovrigt
hvad man umiddelbart skulle forvente idet f.eks. sandsynligheden «; for at
tilhere A-klassen A; estimeres ved den observerede relative hyppighed ;. /n
af Ai-

I taleksemplet bliver L = konstant - p33 p21 p33 p3; P P53 P31 Py a5 - Ved
at indseette de aktuelle talveerdier i (3.1), (3.2) og (3.3) fas estimaterne over de
ukendte parametre, se Tabel 3.2.
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Tabel 3.2 Estimaterne over grundmodellens parametre p;; og uafthengighedsmo-
dellens parametre &; og B; i hjernesvulsteksemplet. Tallene er sandsynligheder i

procent.

placering sum =
pande tinding andet &
godartet  14.9 11.0 29.4 55.3
art ondartet 7.1 52 14.0 26.2
andet 5.0 3.7 9.8 18.4
sum = 3; 270 199 532 100.0
Test for uafhengighed

Teststorrelsen for uatheengighedshypotesen Hj er likelihoodkvotientsterrelsen
Q eller —21In Q. Nar man indseetter de fundne estimater i udtrykket for Q, far

man

Q — L0<&11&21"' /&1’//31//32/'--//35)
L(p11, P12, -+ Prs)

hvor 9;; = n&; B i =YY /n er det »forventede« antal individer i klassen A;B i
under uafhaengighedshypotesen. Dermed bliver

r S ..
—2InQ = ZZ Zy,»]»ln%l].
== Yij

Verdier af —21n Q teet pa 0 tyder pa at Hy giver en neesten lige sa god beskri-
velse af data som grundmodellen gor, hvorimod store —2 In Q-vaerdier betyder
at Hy giver en veesentlig darligere beskrivelse end grundmodellen ger, og i sa
fald vil man forkaste hypotesen om uafhsengighed mellem raekker og sejler.

De »forventede« antal i hjernesvulsteksemplet er vist i Tabel 3.3; herudfra
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Tabel 3.3 Den »forventede« fordeling af 141 hjernesvulstpatienter under forudseetning
af uafheengighed mellem svulstens art og placering.

placering

pande tinding andet sum

godartet  21.0 15.5 415 78
art ondartet 10.0 7.3 19.7 37
andet 7.0 5.2 13.8 26

sum 38.0 28.0 750 141

f4r man at

23 21 34

24

9 4
+9lnm+4lnﬁ+24lnm

6 3 17
+61nﬁ +3lnﬁ + 171n13.8)
= 81

Nar vi skal afgere om en opndet —21n Q,ps-veerdi (som f.eks. 8.1) er signifi-
kant stor, skal vi sammenligne den med alle de andre —21n Q-veerdier man
ogsd kunne have fdet safremt uatheengighedshypotesen Hj var rigtig. Vi skal
derfor bestemme testsandsynligheden €, dvs. sandsynligheden for at fa en storre
—21n Q-veerdi end den observerede, under forudseetning af at Hy er rigtig:

¢ = Pp(—2InQ > —2InQqps) -

Nér man skal bestemme ¢, kan man udnytte en generel matematisk seetning der
forteller at nar Hy er rigtig, sd er —21n Q med god tilnaermelse x?-fordelt med
(r —1)(s — 1) frihedsgrader séledes at ¢ med god tilneermelse kan bestemmes
som sandsynligheden for at fa en veerdi sterre end —2In Qs i en x?-fordeling
med (r — 1)(s — 1) frihedsgrader, kort

£ = P(X%r—l)(s—l) > —2In Qobs) .

Denne sandsynlighed er let at bestemme ved hjelp af tabeller over fraktiler i
x*-fordelingen.

Antallet af frihedsgrader for —21In Q findes som endringen i antallet af frie
parametre: i grundmodellen er der rs sandsynlighedsparametre der summerer
til 1, dvs. der er rs — 1 frie parametre; under Hy er der r reekkeparametre der
summerer til 1, samt s sgjleparametre der summerer til 1, dvs. (r — 1) + (s — 1)
frie parametre; antallet af frihedsgrader for teststorrelsen er dermed

(rs=1)=(r—=1)+(s—=1)) = (r—1)(s—1).
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Bemeerk at x-fordelingen kun er en approksimation; for at man skal kunne
bruge den, skal alle de »forventede« antal veere mindst fem. Hvis denne betingelse
ikke er opfyldt, kan man eventuelt sla nogle raekker eller nogle sgjler sammen.

I hjernesvulsteksemplet er de »forventede« antal over fem, sa vi kan roligt
anvende x?-approksimationen. Tabelopslag viser at i x>-fordelingen med (3 —
1)(3 — 1) = 4 frihedsgrader er 90%-fraktilen 7.78 og 95%-fraktilen 9.49 séledes
at teststorrelsen —21n Q,,s = 8.1 svarer til en testsandsynlighed pa mellem
5% og 10%. Pa det grundlag vil man saedvanligvis ikke forkaste Hy. Det kan
altsd konkluderes at der tilsyneladende ikke er nogen sammenhaeng mellem
svulstens art og dens placering. Det vil blandt andet sige at man ikke ud fra
kendskab til placeringen af en svulst kan sige noget om, hvorvidt den vil veere
godartet eller ej.

3.3 Jaevnfering med andre tilsvarende modeller

Den leeser der har studeret Afsnit 1.2 om sammenligning af multinomialfor-
delinger, vil médske have bemeerket, at de dér praesenterede metoder har store
ligheder med dem i indeverende kapitel. Vi kan opregne nogle af lighederne:

1. Der foreligger nogle observerede antal y;; anbragt i et tosidet skema.

2. Man udregner nogle »forventede« antal J;; efter opskriften rakkesum
gange sojlesum divideret med totalsum.

3. Man udregner en teststorrelse —21n Qqp,s = ¥ yIn(y /7).

4. Man sammenligner —2In Qs med x?-fordelingen med (r — 1)(s — 1)
frihedsgrader.

Selv om man foretager sig det samme i de to tilfeelde, er det imidlertid pa
grundlag af to forskellige modeller:!

¢ [ det ene tilfeelde (dette kapitel) klassificerer man nogle individer efter
to kriterier, og opgaven er da at undersgge om der er en sammenheeng
mellem disse to kriterier.

¢ I det andet tilfeelde (Afsnit 1.2) er individerne pé forhdnd delt ind i nogle
grupper inden de klassificeres efter et kriterium. Opgaven er da at under-
soge om der er forskel pd grupperne (med hensyn til hvordan gruppernes
individer fordeles pd klasserne).

Om man skal benytte den ene eller den anden model, er siledes et spergsmal
om hvorledes man har designet det forseg der har leveret talmaterialet. I ek-
semplet i dette kapitel sagde vi at det handlede om at man havde taget 141
hjernesvulstpatienter og klassificeret dem efter fo kriterier; derved blev det et
eksempel der illustrerede dette kapitels model og metoder. Hvis det derimod

1De to modeller er dog neert besleegtede; hvis man i dette kapitels model betinger med sejle-
summerne, dvs. betinger med at Y.; =1y, Y., = ny, ..., Y.s = n,, 54 far man modellen i Afsnit 1.2,
og uafheengighedshypotesen overferes til Afsnit 1.2s H.
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havde handlet om at man havde taget 38 patienter med svulst i panden, 28
med svulst i tindingen og 75 hvor svulsten ikke var lokaliseret til pande eller
tinding, og dernzest klassificeret disse patienter efter svulstens art, s havde det
veeret et Afsnit 1.2-eksempel.

3.4 Opgaver

Opgave 3.1 (Har- og ogjenfarve)

Ved en sundhedsundersogelse af 283 piger i St. Clement Street skole i Aberdeen
blev hér- og gjenfarve observeret med et resultat som vist i nedenstdende tabel.
Viser dette materiale en sammenheeng mellem harfarve og gjenfarve?

Harfarve

lys  red neutral merk

bla 30 4 27 6

. lys 30 5 28 1
Ojenfarve  tral 21 7 40 2
mork 6 3 23 20
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