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Dette heefte er en del af undervisningsmaterialet til et kursus i statistik og statistiske
modeller. Undervisningsmaterialet omfatter blandt andet felgende titler:

a. Simple binomialfordelingsmodeller

b. Simple normalfordelingsmodeller

c. Simple Poissonfordelingsmodeller

d. Simple multinomialfordelingsmodeller
e

. Mindre matematisk-statistisk opslagsveerk, indeholdende bl.a. ordforklaringer, re-
suméer og tabeller

Om kurset og kursusmaterialet kan blandt andet siges at

« nar det er et gennemgaende tema at papege at likelihoodmetoden kan benyttes
som et overordnet princip for valg af estimatorer og teststarrelser, er det blandt
andet begrundet i at likelihoodmetoden har mange egenskaber der fra et mate-
matisk-statistisk synspunkt anses for gnskelige, at likelihoodmetoden er meget
udbredt og nyder stor anerkendelse (ikke mindst i Danmark), og at det i al almin-
delighed er veerd at ggre opmaerksom pa at man ogsa inden for faget statistik har
overordnede og strukturerende begreber og metoder;

« nar kursusmaterialet er skrevet pa dansk (og ikke for eksempel pa ‘scientific Eng-
lish’), er det for at bidrage til at vedligeholde traditionerne for hvordan og at man
kan tale om slige emner pa dansk, og sé sandelig ogsa fordi dansk er det sprog
som forfatteren — og vel ogsa den forventede laeser — er bedst til;

» nar heefterne foruden de saedvanlige simple modeller, metoder og eksempler
ogsa indeholder eksempler der er vaesentligt sveerere, er det for at antyde nogle
af de retninger man kan arbejde videre i, og for at der kan vaere lidt udfordringer
til den kreevende laeser.
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Indledning

Dette heefte handler om statistisk analyse af binomialfordelte observationer,
dvs. observationer der forteeller hvor mange gange et tilfeeldighedseksperi-
ment giver et bestemt udfald nar man gentager eksperimentet et pd forhand
fastlagt antal gange. Typiske eksempler pa binomialfordelte observationer er

1. antal patienter (ud af n) der bliver raske af behandlingen,
2. antal forsegsdyr (ud af n) der der af behandlingen,

3. antal lyskilder i et klasseveerelse der stadig virker et ar efter at de blev
monteret,

4. antal gange man far Krone ndr man slar Plat-eller-Krone med en ment n
gange.

Der melder sig to forskellige slags spergsmal i slige situationer:

modelleringsproblemet: hvordan opstiller man en matematisk-statistisk mo-
del for sddanne observationer?

inferensproblemet: hvordan kan man ud fra foreliggende observationer, der
ofte er af beskedent omfang, leere noget om virkelighedens indretning
(eller mere beskedent: om modellens ukendte parametre)?

Disse sporgsmal diskuteres indgdende. Inferensproblemet er et generelt pro-
blem, som her behandles i forbindelse med og ved hjeelp af de forskellige bino-
mialfordelingsmodeller. Som metode til statistisk inferens benyttes likelihood-
metoden hvis grundleeggende ideer preesenteres omhyggeligt; derimod ma vi
af tekniske grunde give afkald pa de matematiske beviser for denne metodes
fortreeffeligheder.
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Binomialfordelingen

Binomialfordelingsmodeller kan komme p4 tale i situationer der har folgende
grundstruktur:

Man har et bestemt elementarforsog der kan resultere i et af to mulige ud-
fald som vi kalder 1 og 0 (eller Gunstig/Ikke-gunstig eller Succes/Fia-
sko).

Det er bestemt af tilfeeldigheder om elementarforseget giver det ene eller
det andet udfald.

Man udferer n gentagelser af elementarforseget, hvor n er et pa forhdnd
fastlagt tal, og man teeller op hvor mange af de n gentagelser der giver
udfaldet 1.

Resultatet bliver et antal y der i sagens natur er et heltal mellem 0 og #; de
forskellige mulige veerdier vil indtraeffe med visse sandsynligheder der
atheenger af tilfeeldighedsmekanismens neermere indretning.

Det samlede forseg, altsd det som bestar af de n elementarforseg og som
resulterer i antallet v, kaldes et binomialforseg.

Her er et eksempel som vi vil bruge flere gange: I en undersogelse af insekters
reaktion pa insektgiften pyrethrum har man udsat nogle rismelsbiller (Tribo-
lium castaneum) for forskellige meengder gift og derpa set hvor mange der
var dede efter 13 dages forleb. Blandt andet blev 144 han-biller udsat for en
giftpavirkning pa 0.20 mg/cm?; af disse dede de 43 i lobet af den fastsatte pe-
riode. Her kan vi sige at et elementarforseg bestar i at udsaette én han-bille for
pavirkningen 0.20 mg/cm? og sa se efter om den er ded eller ¢j efter 13 dage

(dvs.

»ded« ~ 1 ~ »Gunstigt« udfald).

Vi vil opstille en matematisk model for den beskrevne situation. Vi deler
reesonnementet op i en reekke punkter:

1.

2.

3.

For hvert elementarforseg indferer vi en sakaldt indikatorvariabel X der
angiver om forseget giver et 0 eller et 1. Indikatorvariablen herende til
elementarforseg nr. j er X;:

X = 1 hvis bille nr. j der
I 0 hvis bille nr. j ikke der

Det samlede antal dede biller kan da skrivessom Y = X1 + Xp +... + X,,.
I eksemplet kender vi ikke de enkelte X j-er, men kun Y; Y har veerdien
y = 43.

Indikatorvariablene Xj, X», ..., X, er stokastiske variable om hvilke det
antages at
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(a) de er stokastisk uatheengige,

(b) de alle har den samme sandsynlighed p for at antage veerdien 1,
altsd P(X; = 1) = p for ethvert j.

Da X; kun kan antage veerdierne 0 og 1, og da summen af sandsynlighe-
derneer 1, er P(X; = 0) = 1 — p for ethvert j.

4. Vi kan skrive sandsynlighedsfunktionen' for X j som

o . p hvisx =1
P(Xj=x) = {1—;7 hvis x =0

eller kortere

P(X;=x) = p*(1-p)** xe{01}.

5. Vi har ogsé brug for et udtryk for den simultane sandsynlighedsfunktion
for X1, Xp, ..., Xn, dvs. den funktion f(x1,x7,...,x,) der angiver sand-
synligheden for at der samtidigt geelder at X; = x1 0g Xp = x 0g ... og
Xy = xy.

Da Xj-erne er stokastisk uafhaengige, er den simultane sandsynligheds-
funktion for X1, Xp, ... , X, produktet af de enkelte sandsynlighedsfunk-
tioner:

fxq,x2,...,%n)
P(X1 = xl) P(X2 = Xz) . P(Xn = xn)

= pi(l-p) T p(1-p) (1)t
px1+x2+...+xn (1 . p>n7(x1+x2+...+xn)

nar (x1,xp,...,X,) er et talset bestdende af 0-er og 1-er. Det ses at hvis
der i talseettet (x1, X2, ..., x,) er netop y 1-er og n — y O-er, sé er

f(xlrx2/~'-/xﬂ) = py(l_p)nfy‘

6. Da vi nu kender den simultane sandsynlighedsfunktion for X;-erne, kan
vi bestemme sandsynlighedsfunktionen for ¥ = Xj + X; +... + Xj,.
Sandsynligheden for at Y er lig med y, kan findes ved at summere sand-
synlighederne for alle de seet af 1 elementarforsgg som bestar af preecis y
1-udfald og n — y 0-udfald:

P(Y:y) = Z f(xlleI"'/xn)
X1+x2+. . +xp=y

hvor meningen er at der summeres over alle talseet (x1, x2, ... , X, ) bestd-
ende af 0-er og 1-er og for hvilke x1 + x2 +... 4+ x, = y (dvs. hvor der er
netop y 1-er og n — y 0-er). Som vi netop er ndet frem til, har ethvert af
disse talseet sandsynlighed p¥(1 — p)"~Y, sa derfor bliver

PY=y) = A-p/(Q-p)"

hvor A stér for »antallet af forskellige talseet (x1, xo, ... , x,) bestdende af
y l-er og n — y O-er«.

1Generelt er sandsynlighedsfunktionen for en stokastisk variabel X den funktion der til hvert
tal x knytter sandsynligheden for at X antager veerdien x.



Tabel 1.1 Her ses 15 eksempler pd udfald af 01-variable X;, X, ... , X1», frembragt
af en tilfeeldighedsmekanisme med p = 1/3, samt de tilsvarende veerdier af Y = X; +
Xy + ...+ Xqp. — Tallene i y-sojlen er séledes 15 observationer fra en binomialfordeling
med n =12 og p = /5.

X1 Xy X3 X4 X5 Xe X7 X X9 Xj0 X1 X12 | Y
1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 1 1|5
0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 1 1|5
0 1 0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 5
0 0 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0| 4
1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0|3
0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 2
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1|3
0 0 1 0 0 1 1 1 1 0 0 1 6
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 0 0 2
0 0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 0|3
0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0|3
1 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1 6
0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 0| 4
0 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0|2
0 1 0 0 0 1 0 0 1 1 1 1 6

7. Antallet A af forskellige talset (x1,x2,...,x,) bestidende af y 1-er og
n — y 0-er afheenger af veerdierne af n og y; man plejer at betegne det
med symbolet (';) (udtales »n over y«). Sterrelsen (';) kaldes en binomial-

koefficient.
8. Altialt er vi dermed naet frem til at sandsynlighedsfunktionen for Y er

n

P(Y=y) = <y

) pY(1—p)"Y, ye{0,1,2,...,n}.

Den fundne sandsynlighedsfordeling for Y hedder binomialfordelingen med
sandsynlighedsparameter p og antalsparameter n, og man siger at Y er binomial-
fordelt med parametre n og p. — Antalsparameteren n er et kendt heltal, og
sandsynlighedsparameteren p, som typisk er ukendt, er et tal mellem 0 og 1.

Stokastiske variable der som X j-erne kun kan antage veerdierne 0 og 1, kal-
des undertiden for 01-variable. Der geelder altsa at hvis Y er en sum af et bestemt
antal uafheengige identisk fordelte 01-variable, sd er Y binomialfordelt.

Den statistiske model for bille-forseget kan nu kort formuleres saledes:

Observationen y = 43 er en observeret veerdi af en stokastisk va-
riabel Y som er binomialfordelt med antalsparameter n = 144 og
ukendt sandsynlighedsparameter p € [0, 1].

For vi kan give os i kast med statistisk analyse af binomialfordelte observatio-
ner, er det nedvendigt at leere forskelligt om binomialfordelingen og om bino-
mialkoefficienter.
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1.1 Binomialkoefficienter

Definition 1.1 (Binomialkoefficient)

Binomialkoefficienten (}) er et symbol der betegner antallet af forskellige ma-
der hvorpd man kan placere to symboler 1 og 0 pa n pladser sdledes at symbo-
let 1 kommer pd k af pladserne og symbolet 0 kommer pd de resterende n — k
pladser.

Deraf folger at der er () forskellige talseet (x1, x2,... ,Xx;) bestdende af netop
k 1-er og n — k O-er.
Ud fra definitionen kan man i princippet bestemme talveerdier af enhver

binomialkoefficient ved simpel optelling, eksempelvis er (g) lig med 4 fordi
der er de fire placeringer (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1) og (0,1,1,1) af tre
1-er og et 0 pd de fire pladser (, , , ).

Hvis man overhovedet skulle komme ud for i praksis at skulle udregne
binomialkoefficienter, er opteellingsmetoden dog ikke serlig hensigtsmeessig

(prov f.eks. at bestemme (?g) ved denne metode); vi vil pd de naeste par sider
udlede nogle formler der kan gere beregningsarbejdet lidt mere overkomme-
ligt.

Hvis k er 0 eller 1 (eller n eller n — 1), er det let at udregne (’;) ; fra definitionen
og fra formel (1.1) f&r man?

(Z) =1 ogdermed <Z> =1, forn=0,1,2,...

n n
(1)71 og dermed (n_1>n, forn=1,2,3,...

I definitionen af (}) skal man placere k 1-er og n — k 0-er. Hvis man i en sddan
placering kalder 1-erne for 0 og 0-erne for 1, sd har vi i stedet en placering af
n — k 1-er og k 0-er. Heraf folger at

n n no= 0,1,2,...
(k> - <n_k> for } — 012...,n (L.1)

De forskellige placeringer af k 1-er og n — k 0-er kan opdeles i to grupper:

1. Placeringer der har et 1 pa sidstepladsen. Pa de forste n — 1 pladser er der
da netop k — 1 1-er, og de kan placeres pa (} 1) forskellige mader. Denne
gruppe omfatter derfor (’,:j) forskellige placeringer.

2. Placeringer der har et 0 pa sidstepladsen. P4 de forste n — 1 pladser er
der da netop k 1-er, og de kan placeres pa (”;1) forskellige médder. Denne
gruppe omfatter derfor (”;1) forskellige placeringer.

Det samlede antal er lig summen af de to; dermed er vist at

n n—1 n—1 k = 1,2,3,...,n
(k) - ( k >+(k—1) for o = 123 (1.2)

2Det er dog i nogen grad en konvention at (8) skal veere 1.
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binomialkoefficienterne <Z)

n
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21 7 1
Figur 1.1 Pascals trekant.
Eksempel

Som illustration bestemmes talveerdien af (g)

o Ifelge formel (1.2) er (3) = (3) + (1), s& hvis vi kender talveerdierne af (3)
og (%), kan vi lese opgaven.

* Der geelder at (;1) = 4 (fordi generelt er () = n).

e For at udregne (3) benytter vi formel (1.2) en gang til: (3) = (3) + (3).

— Der geelder at (3) = 3.
— Der geelder ogsa at (3) = 3 (fordi (,",) = n).

Dermed er (;) =3 +3 = 6.

Dermed er (g) = (g) + (‘11) = 6 +4 = 10 — hvad man jo ogsa kan se ved simpel
optelling.

Pascals trekant

Formel (1.2) er ikke seerlig velegnet ndr man ensker at beregne en enkelt bino-
mialkoefficient, men den er overordentlig praktisk hvis man ensker at beregne
alle binomialkoefficienter op til en eller anden ovre greense for n.

Vi kender pa forhdnd binomialkoefficienterne med n = 0 og n = 1 (de er
(8) =1og ((1]) = (%) = 1). Ved hjeelp af formel (1.2) kan vi beregne alle koeffi-
cienter med n = 2, derefter alle med n = 3, derefter alle med n = 4, osv. Man
plejer at stille resultaterne op i et skema der kaldes Pascals trekant®, se Figur 1.1.
Heraf ses at f.eks. er (Z) lig 21. Hvert tal i Pascals trekant fremkommer, ifelge
formel (1.2), som summen af de to neermeste tal i reekken lige ovenover, f.eks.
er2l =6+ 15.

3opkaldt efter den franske videnskabsmand og teenker B. Pascal (1623-62).
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Endnu en formel

Ved brug af Pascals trekant vil det veere muligt at bestemme talveerdier af en-
hver binomialkoefficient; man skulle dog udfere en hel del additioner og have
et temmelig stort ark papir for at udregne f.eks. (?g) Heldigvis findes der ogsa
en anden og mindre pladskraevende metode hvor man sa til gengeeld skal lave
nogle multiplikationer og divisioner. Som forberedelse til denne metode skal
vi bruge endnu en formel for binomialkoefficienter.

Antag igen at vi skal fordele k 1-er og n — k O-er pd n pladser, men nu er
et af 1-erne meerket. Vi vil bestemme antallet af synligt forskellige placeringer.
Det kan regnes ud pa to mader:

1. Bestem forst hvilke pladser der skal have et 0: Det kan gores pa (,",) =
(}) mader. Nu er der k pladser reserveret til 1-er, og der er derfor k forskel-
lige mader at placere det meerkede 1 pa. I alt er der derfor k - (}) synligt

k
forskellige placeringer.

2. Bestem forst hvilke pladser der skal have et umeerket 1. Det kan geres pa
(") mader. Derefter kan det mearkede 1 placeres pa en af de n —k + 1
resterende pladser. I alt er der derfor (n —k+1) - (") synligt forskellige
placeringer.

Dade toantaljoerens,erk- () = (n —k+1)-(,";), og ved at flytte rundt pa
faktorerne fas

n n—k+1 n kK = 1,2,...,n
(k) - Tk '(k—1> for 0 — 1. (1.3)

Denne formel forteeller hvordan man finder (}) hvis man kender (,.",).
Ved gentagne anvendelser af formel (1.3) fas i ovrigt

(Z) N n_lliﬂ(kil)

_ n—k+1 n—k+2 ( n)

k k-1 k-2
B n—k—l—l.n—k+2.n—k—|—3. n
k k—1 k—2 k-3
- .n”—k—l—l.n—k—l—2. n—=2 n—-1n
k k—1 3 2 1’
dvs.
n n n—1 n-2 n—k+1
<k> = 1 "5 3 . for k=0,1,2,... (14

(Hvis k er 0, er hejresiden »det tomme produkt« som er 1.)
Ved hjeelp af formel (1.4) kan man med papir og blyant og lommeregner let
finde at (35) = 9364199 760.
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Binomialformlen

Hvorfor hedder det »binomialkoefficient«? Et bi-nomium er en to-leddet stor-
relse som f.eks. a 4 b. En velkendt formel forteeller hvad kvadratet pa en toled-
det storrelse er:

(a4+b)? = a®+2ab+ >

Denne formel kan generaliseres til at handle om n-te potensen af en toleddet
storrelse. Hvis man i

(a+b)" = (a+b)(a+Db)...(a+D)

n faktorer

ganger parenteserne ud, fir man 2" led der hver iseer er et produkt af n faktorer,
en fra hvert af de n binomier. Af disse 2" led er der netop (}) der bestér af k
a-er og n — k b-er. Derfor er

(a+0b)"

n\ 04n Y\ 1:n-1 N\ 2,n—2 m\ 4,0
= b
<O>ab +<1>ab +(2>ab + +<n>a

_ i <Z>akbnk‘

k=0

Denne formel hedder binomialformlen fordi den handler om n-te potensen af et
binomium. De koefficienter der indgar i binomialformlen, kaldes naturligt nok
binomialkoefficienter.

1.2 Egenskaber ved binomialfordelingen

Definition 1.2 (Binomialfordeling)
Binomialfordelingen med sandsynlighedsparameter p og antalsparameter n er
den diskrete sandsynlighedsfordeling givet ved sandsynlighedsfunktionen

n -
fly) = (y> pY(1—p)" Y, ye{0,1,2,...,n}.
Her er p et (som oftest ukendt) tal mellem 0 og 1, og 7 er et positivt heltal.

Middelverdi og varians

Nér man har at gere med en sandsynlighedsfordeling, kan man (som bekendt)
udregne visse talstorrelser der beskriver forskellige treek ved fordelingen. Man
udregner ofte fordelingens middelvaerdi (= den forventede veerdi = »tyngde-
punktet« i fordelingen). Hvis Y er en stokastisk variabel der har en forde-
ling med sandsynlighedsfunktion f, s er middelveerdien pr. definition tallet
EY = Sy f(y) hvor der summeres over alle de mulige y-veerdier. For bino-
mialfordelingens vedkommende er middelveerdien altsa tallet

n

EY = 3 y(;)r’y(l—p)”‘y-

y=0
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Denne sum ser ikke sd rar ud, men heldigvis kan vi finde middelveerdien pa en
anden og smartere made. Som omtalt tidligere (side 9) kan en binomialfordelt
stokastisk variabel Y fremkomme som en sum af uatheengige identisk fordelte
Ol-variable, sa lad os sige at

Y = X1+X+...+ X,

hvor X1, X, ..., X, er uaftheengige 01-variable med P(Xj = 1) = p for alle j.
Ifolge regneregler for middelveerdi er middelveerdien af en sum lig summen af
middelverdierne:

EY = EX41+EXy+...+EX;,
= TlEXl

s& problemet er nu reduceret til at bestemme E X;, og det er overkommeligt ud
fra definitionen af middelveerdi:

EX; = 0-P(X3=0)+1-P(X3=1)
0-(I—=p)+1-p
= p'

Vi har dermed fundet at EY = np.

Derneest ser vi pa variansen. Variansen pa Y er pr. definition tallet VarY =
E((Y — EY)?). Igen bruger vi en smart made: Det er en egenskab ved varians
at variansen af en sum af uafhaengige storrelser er lig summen af varianserne pa
de enkelte led. Derfor er

VarY = VarXj;+ VarX;+ ...+ VarX,
= mnVarXj,

og vi behever nu blot at finde variansen pa X;; da X; kun antager veerdierne 0
og 1, er X? = Xj, s& udregningerne bliver ekstra simple:

VarX; = E(X?) - (EX;)?
EX; — (EX)?
= p—p°

= p(1-p).

Vi har hermed fundet at Var Y = np(1 — p).

Sammenfatning: Hvis den stokastiske variabel Y er binomialfordelt med para-
metre 1 og p, sa er

EY = np,
VarY = np(1l-rp).

Standardafvigelsen pa Y er pr. definition kvadratroden af variansen, dvs. for bi-
nomialfordelingens vedkommende /np(1 — p).
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Tabel 1.2 Eksempel 1.1: Sandsynlighedsfunktionen f for binomialfordelingen med
n=18ogp = 1.

v f) = (1;) (16" (5/6) 15
0 0.038
1 0.135
2 0.230
3 0.245
4 0.184
5 0.103
6 0.045
7 0.015
8 0.004
9 0.001
10 0.000
11 0.000
12 0.000
13 0.000
14 0.000
15 0.000
16 0.000
17 0.000
18 0.000
1.000

Udregning af binomialsandsynligheder
Hvis man onsker at udregne binomialsandsynlighederne
n

y

fory =0,1,2,...,n, er det som regel ikke hensigtsmeessigt bare uden videre
at indseette i formlen. Man kan med fordel benytte en rekursionsformel. Ved
simple omskrivninger finder man

f@%=<>v”1—PWy

f(y) — Tl—y+1 4 ,y:1,2,...,n,

fly—=1) y 1—p
saledes at f(y) let kan beregnes ud fra f(y — 1). Metoden bliver dermed
0 = (1-p),
y) = fly—1)-

n—y+1 p
Yy I-p

, y=12,...,n

Eksempel 1.1

Som eksempel vil vi beregne og tegne sandsynlighedsfunktionen for binomialfordelin-
gen med n = 18 og p = 1/6. (Denne fordeling kunne f.eks. beskrive antallet af sek-
sere ved 18 kast med en almindelig terning.) Fordelingen har i ovrigt middelveerdi
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Figur 1.2 Eksempel 1.1: Pindediagram der viser sandsynlighedsfunktionen f for
binomialfordelingen med n = 18 og p = /6.

18 -1/ = 3 og varians 18 - 1/5-5/s = 2.5 (svarende til standardafvigelsen 1.58). Ved
at bruge den beskrevne metode udregnes fordelingens sandsynlighedsfunktion f, se
Tabel 1.2. Sandsynlighedsfunktionen er vist i Figur 1.2.

1.3 Opgaver

Opgave 1.1

Tabel 1.1 (side 9) er fremstillet pa den made at man har sat et computerpro-
gram4 til at frembringe udfald af 01-variable X1, X», ... , X, sddan at sandsyn-
ligheden for veerdien 1 hver gang er et givet tal p (= 1/3).

1. Udregn sandsynligheden for at fa det talseet x1, x5, ... , x,, der star i reekke
nummer 5.

2. Udregn sandsynligheden for at f& det talseet x1, xp, ... , x,; der star i reekke
nummer 7.

3. Opskriv sandsynlighedsfunktionen for Xj, X, ... , X;.

n
4. Opskriv sandsynlighedsfunktionen for ¥ = z X]-.
j=1

Opgave 1.2

Pa side 9 ndede vi frem til en tilstraekkelig betingelse for at en stokastisk varia-
bel Y er binomialfordelt. - Overvej med denne betingelse in mente om man kan
benytte binomialfordelingsmodeller i nedenstaende kort antydede situationer
(angiv i givet fald hvad elementarforsegene og hvad parametrene n og p er):

1. Antal toere ved fem kast med en almindelig terning.

4et Turbo Pascal program der benytter Zaman og Marsaglia’s tilfeeldigtalsgenerator FSU-Ultra,
Version 1.05.
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. Antal toere ved et kast med fem almindelige terninger.

. Antal gange man skal kaste en almindelig terning for at fa en toer.

2

3

4. Antal bern i en skoleklasse som bruger briller.

5. Antal nyregistrerede AIDS-tilfeelde i Danmark i maj ar 2002.
6

. Antal passagerer i en HT-bus som ved forrige valg stemte pa Socialde-
mokratiet.

7. Antal trykfejl i en bog.

Opgave 1.3
Udregn binomialkoefficienten (152) ved hjeelp af Pascals trekant (og uden at
bruge lommeregneren).

Udregn binomialkoefficienten (152) ved hjeelp af formel (1.4) (og uden at
bruge lommeregneren).

Opgave 1.4
I Tabel 1.1 fremstilledes udfald y1, s, ... , y15 af en stokastisk variabel Y som
er binomialfordelt med antalsparameter 12 og sandsynlighedsparameter 1/3.

1. Udregn en tabel over fordelingen af Y (altsd en tabel over sandsyn-
lighedsfunktionen for binomialfordelingen med antalsparameter 12 og
sandsynlighedsparameter 1/3).

Sammenlign med den empiriske fordeling af v, y», ..., y15 (altsd de re-
lative hyppigheder hvormed udfaldene 0,1, 2, ... , 12 faktisk er forekom-
met).

2. Tegn et pindediagram over fordelingen af Y (altsa en tegning i stil med
Figur 1.2).

Tegn desuden et pindediagram over den empiriske fordeling. Ligner de
to fordelinger hinanden?

3. Hvor mange gange ud af 15 gentagelser skulle man forvente at fa obser-
vationen Y = 5?

Hvor mange gange har man faktisk faet observationen 5?

4. Udregn middelveerdien af Y. Udregn variansen og standardafvigelsen
pay.

Opgave 1.5 (Fru Hansen spiller banko)

Fru Hansen gar til banko-spil de fem af ugens dage. Hun kan derfor opleve at
derer0,1,2,3,4eller 5 dage i lobet af ugen hvor hun gér hjem med en gevinst,
men det er tilfeeldigt hvad det faktiske antal »gevinstdage« bliver. Man kan
derfor (for en bestemt uge) indfere en stokastisk variabel Y som skal sta for
»antal gevinstdage i den pageeldende uge«. Man vil gerne vide noget om det
forventede antal gevinstdage pa en uge, dvs. noget om EY.

Antag at der hver dag er sandsynligheden p for at hun vinder.
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1. Formulér en passende statistisk model for antallet Y af gevinstdage.

2. Hvad er det forventede antal gevinstdage EY? Tegn grafen for EY som
funktion af p.

3. For at fa et indtryk af hvor meget Y kan variere fra uge til uge, vil man
ogsa gerne vide noget om VarY.

Hvad er variansen VarY pa Y? Tegn grafen for VarY som funktion af p;
hvornar er variansen sterst, og hvor stor er den da?

4. Bankospilarrangeren vil indrette det sddan at hvis man spiller hver af
ugens fem »arbejdsdage«, s& skal man kunne forvente netop én gevinst-
dag.

(a) Hvad skal han da veelge p til at veere?
(b) Tegn den tilsvarende fordeling af Y.

(c) Hvor stor er variansen i fordelingen?

5. Fru Hansen vil spille i 10 uger. Hvor mange uger mé hun forvente at hun
ikke far en eneste gevinstdag?

Opgave 1.6 (Eksempel pa simpel forsegsplanlegning)
Ved en meningsmaling vil man sperge n personer om de er for eller mod et
bestemt emne; derefter vil man udregne antallet Y af svarpersoner der er for.

1. Formulér en passende statistisk model for denne situation (dvs. angiv en
sandsynlighedsfunktion for Y).

2. Benyt modellen til at finde standardafvigelsen pa Y (for at fa en idé om
storrelsen af den tilfeeldige variation). Hvad er standardafvigelsen pa den
relative hyppighed Y /n?

3. Hvordan afheenger standardafvigelsen af de indgdende parametre? Hvor
stor skal n veere for at standardafvigelsen pa den relative hyppighed er
0.02 (eller mindre)?

Opgave 1.7 (Hypergeometriske sandsynligheder)
Kombinatorik er leeren om at telle. Mange kombinatoriske problemer formule-
res pa den méde at man taler om forskelligtfarvede kugler der leegges ned i og
tages op af kasser (eller urner) efter bestemte regler.

Antag at man har en kasse med R rede og H hvide kugler.

1. Vis (med udgangspunkt i Definition 1.1) at der er (If) forskellige mader
hvorpd man kan udtage r rede kugler uden tilbageleegning.

2. Man vil udtage n kugler i alt fra kassen, stadig uden tilbageleegning. Find
antallet af forskellige mader det kan geres pa saledes at man far netop r
rode og n — r hvide kugler.

H

)

Svaret er (5) * (,—,)- — Det er underforstéet at r et et heltal der opfylder visse betingelser:

(@) 0 <r < n:antal udtagne rede kugler ma ligge mellem 0 og det totale antal udtagne
kugler (n).
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(b) r < R: man kan ikke udtage flere rode kugler end der er.
(¢) n—r < H:man kan ikke udtage flere hvide kugler end der er.

3. visat 3 (5)- (1) = ("1,

n—r n
alle r

4. Hvis man roder godt rundt i kassen inden man udtager de n kugler, kan
man sige at man far udvalgt en tilfeldig delmangde bestdende af n kugler
séledes at enhver af de (RZH)
synlighed for at blive udvalgt.

forskellige delmaengder har samme sand-

Vis at sandsynligheden for at man derved far udvalgt en delmeengde der
indeholder netop r rede og n — r hvide kugler, er

() G2,
3

(Dette er et eksempel pa en hypergeometrisk sandsynlighed.)
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2 Den simple
binomialfordelingsmodel

I forrige kapitel opstillede vi en statistisk model i den simple binomialforde-
lingssituation (side 9). I modellen optraeder to sterrelser n og p der tilsam-
men specificerer binomialfordelingen. Sterrelsen # er et kendt tal, men p er
ukendt: veerdien af n fastseettes ved planleegningen af forseget, hvorimod p
beskriver en egenskab ved den tilfeeldighedsmekanisme der frembringer ob-
servationerne; man kan ogsd sige at p beskriver en egenskab ved naturen eller
virkeligheden. En sadan sterrelse som p kaldes en parameter i den statistiske
model. Man taler ofte om den sande veerdi af parameteren p nar meningen er
den veerdi som p »i virkeligheden« har (i modseetning til en veerdi som man
selv foreslar). — I dette kapitel skal vi se hvordan man kan fa noget at vide om
den sande veerdi af p.

2.1 Estimation af parameteren p

Ved hjeelp af den statistiske model er det muligt at hente information ud af
observationerne om hvad den sande parameterveerdi sddan cirka kan veere:
man udregner et skon eller et estimat over veerdien af p, og selve processen
hedder estimation.

I eksemplet med rismelsbillerne var n = 144 og det observerede antal gun-
stige udfald var y = 43. Da p skal fortolkes som sandsynligheden for at fa et
gunstigt udfald, og da man har observeret 43 gunstige ud af 144, er det neerlig-
gende at foresld at estimere p til den relative hyppighed y/n = 43/144 = 0.30.

I det folgende vil vi praesentere en generel estimationsmetode der kan bru-
ges i »enhver« situation, og vi vil eftervise, at denne generelle metode forer
frem til at sandsynlighedsparameteren p faktisk skal estimeres som y /1.

Likelihoodmetoden

Det er i visse simple tilfeelde ret klart hvordan man »selvfelgelig« skal analy-
sere sin statistiske model, idet der er en »umiddelbart indlysende« fremgangs-
made osv. I andre tilfeelde (de fleste) er det knap sa klart. Vi vil introducere et
seet overordnede principper for hvordan man ber analysere en statistisk model.
Disse principper geelder (med visse tilfejelser) for »enhver« model. Indferelsen
af principperne betyder ikke, at man slipper for overvejelser over hvad man
»selviolgelig« skal gore og hvad der er »umiddelbart indlysende«, men at man
i stedet for at skulle gore overvejelserne igen og igen i hvert enkelt tilfeelde sa
at sige overstar dem alle pa en gang ved at haeve dem fra enkelttilfeeldene op til
et overordnet niveau, hvor de udneevnes til generelle principper. — Et princip
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er i denne sammenhang en norm, en retningslinie, som ikke bliver logisk-de-
duktivt bevist, men som retfeerdiggeres dels gennem generelle betragtninger
og overvejelser, dels ved at levere fornuftige resultater i konkrete situationer.

Vi vil i al stilfeerdighed praesentere et sadant seet principper og vise hvor-
dan de udmentes i en generel metode til estimation af ukendte parametre i
statistiske modeller. I dette kapitel vil vi udelukkende se pa hvordan den ge-
nerelle metode ser ud i eksemplet »den simple binomialfordelingsmodel«, og
som gennemgdende eksempel pd »den simple binomialfordelingsmodel« bru-
ger vi rismelsbille-eksemplet.'

Den statistiske model i rismelsbille-eksemplet gar ud pa at y = 43 opfattes som

en observation af en stokastisk variabel Y der er binomialfordelt med antals-

parameter n = 144 og ukendt sandsynlighedsparameter p € [0, 1].
Sandsynlighedsfunktionen for Y er

fly) = (;)W(l—p)”‘y, ye{0,1,2,...,n}.

For at fremheeve at udtrykket athaenger af bade y og p, udskifter vi betegnelsen
»f(y)«med »f(y; p)« dvs.

fwip) = @ywlm“%yemmeﬂmemu

Funktionen f er nu en funktion af to variable, en observationsvariabel y og
en parametervariabel p. Denne funktion kaldes modelfunktionen for den stati-
stiske model fordi den specificerer modellen fuldsteendigt: for enhver kombi-
nation af en mulig observation y og en mulig parameterveerdi p angiver den
sandsynligheden for at observere netop det y hvis netop det p er den rigtige
parameterveerdi. Modelfunktionen er flere funktioner i én:

* Hyvis vi i modelfunktionen fixerer p og opfatter funktionen som en funk-
tion af y alene, sa har vi sandsynlighedsfunktionen svarende til parameter-
veerdien p. Figur 2.1 viser en »typisk« sandsynlighedsfunktion.

¢ Hvis vii modelfunktionen fixerer y og opfatter funktionen som en funk-
tion af p alene, sd har vi den sakaldte likelihoodfunktion svarende til obser-
vationen y. Likelihoodfunktion betegnes ofte L( - ) eller L( -; y):

n

Yy
Figur 2.2 viser en »typisk« likelihoodfunktion.

L(p) = L(p;y) = ( )Py(l—P)"y/ p €0,1].

I vort eksempel er modelfunktionen

144
ﬂwm::(y)p“a—mm% ye{0,1,2,...,144}, pe[0,1],

og likelihoodfunktionen svarende til observationen y = 43 er

L(p) = L(p;43) = (T;) pP-p', pelo1].
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Figur 2.1 En »typisk« sandsynlighedsfunktion y — f(y; p).

Likelihoodfunktionsveerdien L(p; y) er sandsynligheden for at observere det y
man faktisk har observeret, forudsat at den ukendte parameter har veerdien p.
Likelihoodfunktionen kan derfor anvendes til at sammenligne forskellige pa-
rameterverdiers evne til at beskrive den faktiske observation y. For hvis f.eks.
L(p1;y) < L(p2;y), sd er chancen for at observere netop dette y storre nar p er
lig po, end nér p er lig p1, og det ma betyde at p, giver en bedre beskrivelse af
data end p; geor. Den parameterveerdi som giver den bedste beskrivelse efter
disse retningslinier, er da den veerdi som maksimaliserer likelihoodfunktionen,
og den kaldes maksimaliseringsestimatet (eller maximum likelihood estimatet) for p
og betegnes p (»p hat«). Tallet p er altsa bestemt ved at

L(p;y) > L(p;y) forallep.

Bemeerk at p er en funktion af y.

Af bekvemmelighedsgrunde opererer man tit med »log-likelihoodfunktio-
nen«, dvs. funktionen In L(p), og man bestemmer p som maksimumspunktet
for In L (resultatet bliver jo det samme). I vort eksempel er log-likelihoodfunk-
tionen

InL(p) = In (1:34) +43Inp+101In(1 — p).
Imidlertid vil talveerdierne let gore reesonnementerne ugennemskuelige, s& vi

vender tilbage til den generelle binomialfordelingsmodel hvor log-likelihood-
funktionen er

InL(p) = ln(Z)erlanr(ny)ln(lp).

Hvad er p i denne model? Svaret herpa far vi ved at lose den matematikop-
gave der hedder: »Bestem maksimumspunkt(er) for funktionen p — InL(p)

1Der er alts flere niveauer af eksempler: Rismelsbille-eksemplet er et eksempel pé en den sim-
ple binomialfordelingsmodel, og den simple binomialfordelingsmodel er et eksempel pé en stati-
stisk model.
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Figur 2.2 En »typisk« likelihoodfunktion p — L(p;y) = f(y; p)-

ndr p € [0,1]«, s det gor vi. Fra matematikken ved vi at kandidater til maksi-
mumspunkter er dels intervalendepunkterne p = 0 og p = 1, dels de statio-
neere punkter, dvs. de punkter hvor % InL(p) =0.For0 < p < ler

d y n—y y—mnp
—InL = < — = .
dp 2 p 1-p p(l-p)

Det er hensigtsmaessigt at dele op i tre tilfeelde:

1. 0 < y < n: Daer punktet p = y/n det eneste stationeere punkt for In L, og
dalnL(0) ogInL(1) begge er —oo, er p = y/n et entydigt maksimums-
punkt.

2. y=mSaerInL(p) = n-Inp, hvilket er en voksende funktion af p. Den
antager derfor sin storste veerdi nar p er storst mulig, dvs. nar p = 1.

3. y=0:SderInL(p) = n-In(1 — p), hvilket er en aftagende funktion af
p. Den antager derfor sin sterste veerdi ndr p er mindst mulig, dvs. nar
p=0.

I alle tre tilfeelde er der saledes et entydigt maksimumspunkt der kan udregnes
som y/n. Vi er hermed néet frem til at i binomialmodellen med modelfunktion

fyip) = (;‘) pY(1— p)ny, %E[{gll]z o}

er maksimaliseringsestimatet p for p givet som p = y/n.

At p skal estimeres ved den relative hyppighed y/n, kan nappe overraske no-
gen, det er neesten hvad man kan sige sig selv. Det interessante er at det altsa
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Figur 2.3 En log-likelihoodfunktion (svarende til likelihoodfunktionen i Figur 2.2).

ogsa er det svar man ndr frem til ved at benytte den generelle fremgangsmade
der lyder

¢ opstil modelfunktionen,
¢ dan derudfra likelihoodfunktionen,
* bestem p som maksimumspunktet for likelihoodfunktionen.

Det er vigtigt at have in mente at der teenkes at eksistere en sand parameter-
veerdi som er et bestemt, ukendt tal. Vi kan principielt aldrig erfare den sande
parameterveerdi, men ud fra foreliggende observationer kan vi estimere den.

Middelfejlen pa p

Maksimaliseringsestimatet p = y/n er det bedste bud vi kan give pa den
ukendte p-veerdi ndr vi har observeret antallet ¥ ud af n. Den statistiske model
forteeller at y er at opfatte som en observation af en stokastisk variabel Y; det
medferer at vi ogsd mé opfatte estimatet y/n som en observation af en stoka-
stisk variabel, nemlig Y /n; den stokastiske variabel p = p(Y) = Y/n kaldes
maksimaliseringsestimatoren for p. Da Y er binomialfordelt med parametre 1 og
p, er middelveerdien EY af Y lig np, og ifelge regnereglerne for middelveerdi
ersa Ep(Y) = (EY)/n = p, hvilket betyder at maksimaliseringsestimatoren
p for p i middel giver det rigtige svar p — men deraf folger ikke noget om det
konkrete enkelttilfeelde.?

2En estimator hvis middelveerdi er lig den parameter der skal estimeres, kaldes en central esti-
mator (pd engelsk: an unbiased estimator).
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For at fa en idé om sterrelsen af maksimaliseringsestimatorens tilfeeldige
variation omkring sin middelveerdi p kan man bestemme den sakaldte mid-
delfejl pa p, dvs. standardafvigelsen p& p(Y). Da Y har varians np(1 — p), er
variansen pa p(Y) = Y/n lig np(1 — p)/n® = p(1 — p)/n, s& middelfejlen pa
p(Y)er

p(1—p)/n.

I billeeksemplet er standardafvigelsen pé p lig 1/p(1 — p) /144, der kan esti-
meres til \/p(1 — p)/n = 1/0.30 x 0.70/144 = 0.04.

Sammenfattende kan vi sige at binomialparameteren p i billeeksemplet esti-
meres til p = 0.30 med en standardafvigelse pa 0.04.

2.2 En simpel statistisk hypotese

Det er ikke altid at man er tilfreds med blot at estimere den ukendte parameter i
den statistiske model, undertiden ensker man ogsa at opstille og teste statistiske
hypoteser vedrerende den sande veerdi af parameteren.

Antag at det i rismelsbilleeksemplet er sidan® at man har en referencegift
hvorom man ved at ndr man doserer den med 0.20 mg/ cm?, sa der 23% af
billerne. Den gift der er afprovet i eksemplet, er ligeledes doseret med 0.20
mg/cm?, og der skete som naevnt det at 43 ud af 144 biller dede. Spergsmalet
er om den afprevede gift virker pd samme mdde som referencegiften.

Hvad »pa samme mdde« nermere skal betyde, kan man sikkert diskutere
leenge og inderligt, men formuleret i den statistiske models sprog er det nemt
nok: det skal betyde at p = py, altsa at sandsynligheden for at en bille der nar
den er blevet udsat for den afprevede gift, er lig po, hvor pj er den kendte sand-
synlighed for at do af referencegiften (altsa 0.23). Pastanden at p = py, er et
eksempel pa en sdkaldt statistisk hypotese; statistiske hypoteser navngives ofte
med symboler som Hy, Hy, osv., sa her vil vi tale om hypotesen Hy : p = po.

Hvordan passer den statistiske hypotese og de foreliggende observationer
sammen? Man kan se at den estimerede veerdi p = 43/144 ikke er lig med 0.23,
men en eksakt lighed ville ogsa veere mere end man kunne forvente, ndr man
tager i betragtning at modellen siger at tallet y = 43 er en observation fra en
sandsynlighedsfordeling. Derfor kan man kun sige at

* hvis der ikke er stor afvigelse mellem p og po, sa er der ikke klare tegn pa
at den afprevede gift virker anderledes end referencegiften — der er ikke
nogen signifikant forskel,

® og hvis der er stor afvigelse mellem p og po, sa er det tegn pa at den
afprevede gift ikke virker pa samme made som referencegiften — der er en
signifikant forskel.

Her er der to ting der behgver en neermere preecisering: hvordan méler man
afvigelsen mellem p og po, og hvordan afger man hvorndr afvigelsen er stor
og hvorndr ikke. Afsnit 2.3 praesenterer en generel metode hvormed man kan
handtere disse sporgsmal.

3 — men det er det ikke; denne del af eksemplet er opdigtet til lejligheden.
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Det faglige problem blev preesenteret pa den mdde at man enskede at vide
om den afprovede gift virkede pd samme mdde som referencegiften, og det
forte til hypotesen Hy : p = po. Men hvis man i stedet havde stillet et sporgs-
mal om der var forskel pa de to gifte, hvordan skulle man s have grebet
sagen an? Svaret er: pa nejagtig samme made, altsa stadig ved at undersoge
Hy : p = po. Statistiske hypoteser er nemlig altid forsimplende, dvs. man gar
fra det mere omfattende til det mindre omfattende. I eksemplet begynder man
derfor med den mest omfattende model, den hvor p kan veere hvadsombhelst,
og sa opstiller man som statistisk hypotese at modellen er mindre omfattende,
nemlig at p kun har lov til at have den ene veerdi pg.

2.3 Kvotientteststorrelsen

Det blev pastdet at man ved hjeelp af likelihoodfunktionen kan sammenligne
forskellige parameterveerdiers evne til at beskrive det faktisk observerede y:
hvis L(p1;y) < L(p2;y), sd giver parameterveerdien p, en bedre beskrivelse
end parameterveerdien p; gor, inden for rammerne af den aktuelle statistiske
model. I seerdeleshed giver maksimaliseringsestimatet p = p(y) den bedst mu-
lige beskrivelse af observationen y. Parameterveerdier der giver en veerdi af
likelihoodfunktionen som ligger teet pa den maksimale veerdi L(p), ma give en
neesten lige sa god beskrivelse af observationen y som p ger. Nar vi derfor skal
teste en statistisk hypotese Hy : p = po om at den ukendte parameter p kan
antages at have den kendte veerdi pg, sa ma det forega ved at sammenligne li-
kelihoodfunktionens veerdi i punktet py med dens maksimale veerdi, altsa ved
at sammenligne de to tal L(pg) og L(p). Hvis L(pg) er neesten lige s& stor som
L(p), betyder det at py beskriver observationen y neesten lige sd godt som p
gor, og det betyder igen at man kan tillade sig at mene at py er den sande
veerdi af p: man accepterer eller godkender hypotesen Hy. Hvis derimod L(py)
er veesentligt mindre end L(p), betyder det, at py giver en vaesentligt darligere
beskrivelse af observationen y end p ger, og det er derfor ikke rimeligt at mene
at pg skulle veere den sande veerdi af p: man forkaster hypotesen H.

Nar man sammenligner L(pg) og L(p), skal det gores ved at dividere den
mindste med den sterste: man danner kvotienten

_ _ L(po) _ L(po;y)
Q= QW = Ty = L)

Resultatet bliver et tal mellem 0 og 1, og

¢ en Q-veerdi neer 1 betyder at pg er stort set lige sa god som p, dvs. man
accepterer Hy,

* en Q-veerdi langt fra 1 betyder at pg er veesentligt darligere end p, dvs.
man forkaster Hy.

Man kalder Q for kvotientteststorrelsen for den statistiske hypotese Hy.
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I binomialfordelingsmodellen er L(p) = <;) pY(1—p)* Y, sa

_ _ P (L=po)" ¥
Q - Q(y) - ﬁy (1 _ ﬁ)nfy

_ (mm)y (n(l - Po))n_y
y n—y
idet p = y/n.1eksemplet er n = 144, y = 43 og po = 0.23, sa den observerede
veerdi Qs af Q er

144 x 0.23\*® /144 x 0.77\ "1
Oubs = X X —0.165 .
43 101

Tallet Qups = 0.165 i sig selv kan vi ikke stille noget op med — det har in-
gen mening at sperge om 0.165 er neer 1 eller langt fra 1 sa leenge vi ikke har
en malestok eller et sammenligningsgrundlag. Den statistiske model forteel-
ler at vi skal betragte y som en observation af en stokastisk variabel Y; der-
med skal vi ogsé betragte Q,,s = Q(y) som en observation af den stokastiske
variabel Q(Y). Fordelingen af Y beskriver hvilke y-veerdier man ogsa kunne
have féet (i stedet for den faktisk observerede) og med hvilke sandsynligheder,
og den tilsvarende fordeling af Q(Y) beskriver dermed hvilke Q-veerdier man
ogsd kunne have faet (i stedet for 0.165) og med hvilke sandsynligheder. Tak-
ket veere sandsynlighedsfordelingerne kan vi altsd sammenholde den faktiske
veerdi Qups = 0.165 med alle de andre Q-verdier man ogsa kunne have faet
ndr p har veerdien py.

¢ Hyvis det er sddan at der ndr p = py, er en peen chance (f.eks. over 5%)
for at fa Q-veerdier som ligger leengere veek fra 1 end Qs gor, dvs. for
at fa Q-veerdier for hvilke Q < Qps, sd vil man sige at Qs ikke ligger
specielt langt fra 1, og man vil acceptere hypotesen Hy : p = po.

¢ Hyvis det derimod er sddan at der ndr p = pg, er meget lille chance (f.eks.
under 5%) for at fa Q-veerdier som ligger leengere fra 1 end Qs gor,
dvs. for at fa Q-veerdier for hvilke Q < Qgps, sd vil man fortolke det
som at Qops 1 sig selv ligger useedvanligt langt fra 1, og man vil forkaste
hypotesen Hy : p = py.

Nér man skal teste hypotesen Hy, skal man derfor bestemme testsandsynlighe-
den

£ = PO(QSQobS)'

Testsandsynligheden er sandsynligheden under Hy for at fa en veerre, dvs.
mindre, Q-veerdi end den faktisk observerede veerdi Q. (Fodtegnet 0 pa P-et
angiver at sandsynligheden skal udregnes under antagelse af at hypotesen H
er rigtig.)
1. Hvis testsandsynligheden ¢ er meget lille, sa forkaster man Hy pa grund
af folgende reesonnement:

(a) Vihar féet en Qps-veerdi der er sa langt fra 1 at der, forudsat at Hy
er rigtig, kun er den meget lille sandsynlighed ¢ for at f4 en veerre
Q-veerdi.
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(b) Ipraksis plejer man ikke at fa seerligt ekstreme observationer, sa der
ma veere noget galt med forudseetningerne for beregningen af e.

(c) Da viikke kan lave om pa observationerne, mé det vaere hypotesen
Hj det er galt med.

2. Hyvis testsandsynligheden ¢ har en peen sterrelse, sa kan man ikke forkaste
Hj. Reesonnementet er denne gang séledes:

(a) Vihar faet en Qgpg-veerdi der ikke ligger specielt langt fra 1, thi der
er nemlig, forudsat at Hy er rigtig, en paen chance ¢ for at fa en veerre
Q-veerdi.

(b) Den faktiske veerdi Qs er derfor udmeerket forenelig med hypote-
sen Hy, og der er dermed ikke grundlag for at forkaste Hy.

Hyvis testsandsynligheden ¢ er sa lille at man forkaster hypotesen, si siger man
at teststerrelsen Qs er signifikant eller at der er signifikans.

Bestemmelse af testsandsynligheden ¢

Vi vil nu for en stund holde inde med generelle betragtninger over tests og
i stedet vende tilbage til den konkrete binomialfordelingsmodel hvor der vi-
ser sig et patreengende problem, nemlig hvordan bestemmer man rent fak-
tisk testsandsynligheden ¢? Pr. definition er ¢ lig med sandsynligheden (nér
den sande parameterveerdi er pg) for at Q(Y) < Qgps. Af forskellige grunde
hvoraf nogle er regnetekniske og andre vil fremga lidt senere, udregner man
ofte —21In Q i stedet for Q, og testsandsynligheden er da sandsynligheden for
at —2In Q(Y) > —21In Qqps. Ud fra det tidligere fundne udtryk for Q far vi at

—2InQ(y) = 2<ylnn];0+(n—y)lnm>, 2.1)
sa i taleksemplet er
—2InQ(y) = 2 (yln 33?12 + (144 — y) In 11411‘;;;/) 2.2)
og dermed
—2InQups = —2InQ(43)
= 3.60.

Testsandsynligheden ¢ kan nu fas ved at summere sandsynlighederne for alle
de y-er som har den egenskab at —2In Q(y) > —21n Qs idet sandsynlighe-
derne udregnes under antagelse af at hypotesen er rigtig, dvs. at p = po:

n
E =

( )Pcy) (I=po)"Y.
y:—2InQ(y)>—21In Qups Y

Her har vi € udtrykt ved lutter kendte storrelse. — Fremgangsmaden til bestem-
melse af testsandsynligheden ¢ er derfor kort fortalt

1. Udregn —21n Qgps-



30 Den simple binomialfordelingsmodel

2. Udregn —2InQ(y) fory =0,1,2,... ,n.

(NB: Nar man udregner —2In Q(0) og —21n Q(n), skal man saette veer-
dien af 01n 0 til 0.)

3. Bestem de y-er for hvilke —21In Q(y) > —21In Qgps.
4. Bestem binomialsandsynlighederne for de siledes udpegede y-er.
5. Testsandsynligheden ¢ er summen af disse sandsynligheder.

I taleksemplet er

144
e = > ( ) 0.23Y 0.77144-y
y: —2InQly)>3.60 \ Y

hvor —21In Q(y) er givet ved formel (2.2). Ved almindelig udregning finder
man at uligheden —2InQ(y) > 3.60 er opfyldt for y = 0,1,2,...,23 og
for y = 43,44,45,...,144. Videre finder man at Po(Y < 23) = 0.0249 og
at Po(Y > 43) = 0.0344, sé at den eksakte testsandsynlighed er ¢ = 0.0249 +
0.0344 = 0.0593 ~ 5.9%.

x?-approksimationen

Ganske vist er der i Afsnit 1.2 vist en udmeerket algoritme til beregning af
binomialsandsynligheder, men alligevel ma man nok sige at ovenneevnte reg-
nestykke nok ikke er noget man lige klarer i en handevending, medmindre
man da har en datamat eller en programmerbar lommeregner til sin rddighed.
Heldigvis kan den matematiske statistik komme os til hjeelp idet den kan for-
teelle hvordan man uden storre besveer kan bestemme en god tilnsermet veerdi
af testsandsynligheden. Man kan bevise generelt at for binomialmodellen og
for en lang reekke andre statistiske modeller gaelder at den sandsynlighedsfor-
deling som kvotientteststorrelsen —21In Q folger nar den testede hypotese er
rigtig, med god tilneermelse er af en ganske bestemt type, nemlig en sakaldt
x?-fordeling (»khi-i-anden fordeling«) med et vist antal frihedsgrader der i vores
aktuelle tilfeelde er lig 1.* Da testsandsynligheden ¢ jo er sandsynligheden for at
fd en —2In Q-veerdi som er storre end —2 In Q,s, betyder det at e med god til-
nermelse er lig med sandsynligheden for at fa en veerdi storre end —21n Qpg
i en y2-fordeling med 1 frihedsgrad, og den sandsynlighed kan let bestemmes,
f.eks. ved hjeelp af tabeller over fraktiler® i Xz—fordelingen, se f.eks. Tabel 2.1.

Len tabel over fraktiler i x*>-fordelingen finder man at svarende til 1 friheds-
grad er 90%-fraktilen 2.71 og 95%-fraktilen 3.84. Den aktuelle —2 In Q,s-vaerdi
3.60 ligger mellem disse to fraktiler hvilket betyder at (det tilneermede) ¢ ligger
mellem 10% og 5%. (Dette harmonerer udmeerket med at den eksakte testsand-
synlighed er 5.9%.)

4 Det kan neevnes at Xz—fordelingen med 1 frihedsgrad er den kontinuerte sandsynlighedsfor-
deling som har teethedsfunktion

fx) = \/12? ¥ exp(—x/2), x> 0.

SEn fraktil i en fordeling er et tal x med den egenskab at der er en vis foreskreven sandsynlighed
for at fa veerdier < x. Eksempelvis er 90%-fraktilen et tal x siledes at der er sandsynlighed 90% for
at fa veerdier < x.
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Tabel 2.1 Udvalgte fraktiler i y>-fordelingen med 1 frihedsgrad.

sandsynlighed fraktil

0.01 0.000157
0.025 0.000982
0.05 0.00393
0.10 0.0158
0.50 0.455
0.90 2.71

0.95 3.84
0.975 5.02

0.99 6.63

Som neevnt er Xz-fordelingen kun en approksimation til den rigtige forde-
ling af —21n Q under Hy. Man er naturligvis nedt til at have nogle retningsli-
nier for hvornar approksimationen er god og hvornar ikke. Man plejer at ga ud
fra at hvis begge de forventede antal npy og n(1 — pg) (det forventede antal dede
hhv. ikke dede) er mindst fem, si kan man anvende y?-approksimationen. El-
lers m& man regne den eksakte testsandsynlighed ud efter »slavemetoden.

De mange udregninger mé felges op af en konklusion: Vi fandt en test-
sandsynlighed pa 5.9%, dvs. hvis hypotesen Hj er rigtig, s er der en sand-
synlighed pa 5.9% for at fd en sterre veerdi end den faktisk observerede veerdi
—2InQ = 3.60. En sadan testsandsynlighed vil almindeligvis ikke fore til at
man forkaster hypotesen Hy. Vi ma altsa konkludere at der ikke er nogen sig-
nifikant forskel mellem den afprevede gift og referencegiften.

2.4 Opgaver

Opgave 2.1
I Tabel 1.1 fremstilledes udfald y1, 2, ... , y15 af en stokastisk variabel Y som
er binomialfordelt med antalsparameter 12 og sandsynlighedsparameter 1/3.

1. Udregn for hver af de 15 observerede y-veerdier den tilsvarende veerdi
af p.
2. Tegn et pindediagram over den empiriske fordeling af p.

3. Tegn et pindediagram over den teoretiske fordeling af p.
Tip: Da Y er binomialfordelt, er fordelingen af p = Y /n en »ned-skaleret bino-
mialfordeling« pa meengden {0, %, %, e, ”T’l, 1}.

4. Hvor stor er middelfejlen pa p?

T1P: Tabellen var ogsa genstand for undersegelse i Opgave 1.4.

Opgave 2.2
En haveejer gir ud péd en eng og indsamler fro af en plante der findes i to
udgaver, en med rode blomster og en med hvide blomster. (P4 engen var der
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eksemplarer af begge slags.) Neeste ar sar han freene hjemme i haven; det viser
sig at der kommer 10 planter, hvoraf syv har rede og tre har hvide blomster.

1. (a) Udregn sandsynligheden for at fa observationen 7 i en binomialfor-
deling med n = 10 og p = 1/>.

(b) Udregn sandsynligheden for at fa observationen 7 i en binomialfor-
deling med n = 10 og p = 3/4.

(c) Udregn sandsynligheden for at fa observationen 7 i en binomialfor-
deling med n = 10 og p = 1/4.

2. Haveejerens venner og bekendte kan ved feelles hjeelp finde folgende mu-
lige forklaringer pa feenomenet:

(a) Det er tilfeeldigt om en plante far rede eller hvide blomster, og der
er samme sandsynlighed for hver af de to muligheder.

(b) Det er genetisk bestemt om en plante far rede eller hvide blomster,
og »rede blomster« er dominant; i sa fald er sandsynligheden 3/4 for
at en plante har rede blomster.

(c) Det er genetisk bestemt om en plante far rede eller hvide blomster,
og »hvide blomster« er dominant; i sa fald er sandsynligheden 1/4
for at en plante har rede blomster.

Hvilken af de tre forklaringer forklarer det observerede bedst?

3. En fjerde forklaring er at det simpelt hen forholder sig sddan med den
eng, at den indeholder redblomstrede og hvidblomstrede eksemplarer af
planten i et ganske bestemt forhold. Hvis det er tilfeeldet, hvad er da det
bedste bud pa talveerdien af dette forhold?

Opgave 2.3

Georg har slaet Plat eller Krone 5 gange med en almindelig ment og faet netop
én gang Krone. Gerda siger at det da ma tyde pa at monten er skeev, ellers
skulle man have faet 2 eller 3 gange Krone.

For at afgere om man pa denne baggrund kan sige at menten er skeev, kan
man opstille en statistisk model og inden for rammerne af den formulere og
teste en statistisk hypotese.

Gor det, dvs. opstil modellen og formulér og test hypotesen:

1. Opstil en hensigtsmeessig statistisk model og omseet det givne problem
til en statistisk hypotese.

2. Opskriv likelihoodfunktionen svarende til observationen én gang Krone.
Tegn grafen for likelihoodfunktionen. Hvorndr er den storst?

Samme sporgsmal for log-likelihoodfunktionen.
3. Opskriv kvotientteststorrelsen Q for at teste hypotesen.

4. Udregn —21In Q(y) for alle de mulige y-veerdier, og find meengden af y-
er for hvilke —2In Q(y) > —21In Qqps (svarende til at Q(y) < Qups), 08
udregn sandsynligheden for denne mangde.

Hvor stor er testsandsynligheden? Forkastes hypotesen?
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Opgave 2.4
Formulér en hensigtsmeessig statistisk model og hypotese for at besvare fol-
gende:

Fyns Amtsavis oplyser at bladet trykker alle indleeg om fremmede. I en
tremaneders periode bragte bladet 12 leeserbreve med et positivt syn pa frem-
mede og 15 med et negativt syn. Modtager bladet stort set lige mange positive
og negative indleg?

Opgave 2.5

I en af sine forsegsreekker med erteplanter undersogte Mendel om eerterne
var runde eller kantede. Forst dyrkede han 253 selvbestovede heterozygote
planter, og det viste sig at de eerter der kom, fordelte sig med 5474 runde og
1850 kantede. Derpé dyrkede og selvbestovede han planter af 565 af de runde
erter fra det forste forsog. Det viste sig at 193 af disse planter udelukkende fik
runde eerter, mens de resterende 372 fik bade runde og kantede eerter.

Man kan nu opstille en genetisk model gaende ud pa at det er et enkelt gen
der bestemmer om eerter bliver runde eller kantede, og at genet for runde zerter
er dominant. En konsekvens af denne model er at efterkommerne af de 253
selvbestovede heterozygote planter i det forste forseg skal fordele sig pa runde
og kantede i forholdet 3 : 1, og at ud af de 565 planter i det andet forseg skal
1/3 have udelukkende rundeertede efterkommere.

Hvordan stemmer Mendels observationer overens med den genetiske mo-
dels forudsigelser?

Opgave 2.6
Formulér en hensigtsmaessig statistisk model og hypotese for at besvare fol-
gende:

Kondrodystrofi er en form for dveergveekst som regnes dominant arvelig.
Genet D er sygdomsgenet og d er det tilsvarende normalgen. I en undersogelse
af en reekke aegtepar hvor den ene segtefaelle var kondrodystrof og den anden
normal (formodet genotypekombination Dd x dd) fandt man at blandt 27 bern
var 10 kondrodystrofe og 17 normale. Er dette i strid med at kondrodystrofi
arves dominant?

[At kondrodystrofi arves dominant betyder i denne forbindelse at et barn
med de naevnte foreeldre med sandsynlighed 1/2 bliver kondrodystroft.]

Opgave 2.7

Pa side 23 star, at man kan bestemme p enten som maksimumspunktet for like-
lihoodfunktionen eller som maksimumspunktet for log-likelihoodfunktionen,
for »resultatet bliver jo det samme; det lille ord jo antyder, at det er en selvfel-
gelighed at det forholder sig sddan. Hvorfor er det det?

Opgave 2.8 (En approksimationsformel for —2In Q)

Hvis f er en to gange kontinuert differentiabel funktion af y, sa kan man som
bekendt approksimere f(y) med folgende reekkeudvikling (Taylorudvikling)
ndr y er teet pd yo:

fy) = flyo)+—wo)-f(vo)+ 3y —v0)* " (vo)-
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Man kan anvende dette pa funktionen f(y) = —2InQ(y) hvor —2In Q(y) er
som i formel (2.1) pa side 29 og hvor yo = npy.

1. Vis at den forste afledede af —2In Q er In AN P A
npo n—=npo

2. Vis at den anden afledede af —21In Q er L.
y(n—y)
3. Vis derved at

2
omQa WomP0)® [ y—npo ‘
npo(1 — po) npo(1—po)

(Det sidste udtryk er kvadratet pd en storrelse der kan fortolkes som
forskellen mellem det observerede y og den forventede veerdi, divideret
med standardafvigelsen pa Y.)



3 Sammenligning af
binomialfordelinger

I Kapitel 2 studerede vi den simple binomialfordelingsmodel, dvs. en model
hvor der var én observation y fra en binomialfordeling, én sandsynlighedspa-
rameter p der skulle estimeres, og hvor man eventuelt kunne interessere sig for
en hypotese af formen Hy : p = po.

I dette kapitel gar vi et skridt videre og betragter situationer med flere bi-
nomialfordelte observationer der kan have hver sin kendte antalsparameter og
hver sin ukendte sandsynlighedsparameter. Det kan veere af interesse at un-
dersege om sandsynlighedsparametrene kan antages at veere ens, eller om de
er signifikant forskellige.

Som gennemgdende eksempel bruger vi stadig rismelsbille-eksemplet, men
nu inddrager vi en lidt sterre del af datamaterialet: Man har udsat nogle ris-
melsbiller for gift i forskellige koncentrationer, nemlig 0.20, 0.32, 0.50 og 0.80
mg/cm?, og dernzest set hvor mange af dem der var dede efter 13 dages forleb.
(Giften stres ud pa gulvet hvor billerne feerdes, derfor males koncentrationen i
meengde pr. areal.) Forsggsresultaterne er vist i Tabel 3.1.

Man kan veere interesseret i at undersege om der er forskel pa virkningen
af de forskellige koncentrationer. Hvis der ikke er nogen forskel, s skulle brek-
delen af dode i hver af de fire grupper veere stort set den samme, og derfor
kunne det veere en god idé at udregne disse breokdele; man far dem til 0.30,
0.72,0.87 og 0.96. Hvis der ikke er forskel pé de forskellige koncentrationer, sa
skal forskellighederne i disse fire tal kunne forklares udelukkende ved tilfeel-
digheder; og hvis forskellene er sa store at det er urimeligt at forklare dem ved
tilfeeldigheder alene, sa er der en signifikant forskel mellem koncentrationerne.

Opgaven er derfor forst at opstille en statistisk model for datamaterialet, og
derneest inden for rammerne af denne model at konfrontere de foreliggende
observationer med hypotesen om at der ikke er forskel pa koncentrationerne.

Tabel 3.1 Rismelsbillers overlevelse ved forskellige giftdoser.

koncentration
020 032 050 0.80

antal dede 43 50 47 48
antal ikke dede 101 19 7 2

ialt 144 69 54 50

35
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For at vi skal kunne udtale os om hvorvidt forskellene kan forklares udeluk-
kende ved tilfeeldigheder, ma vi have en statistisk model der neermere specifice-
rer pa hvilke punkter der kommer tilfeeldigheder ind i billedet. Da formalet er
at sammenligne sandsynlighederne for at de ved forskellige koncentrationer,
skal modellen indrettes pa den made at totalantallene 144, 69, 54 og 50 opfat-
tes som faste tal, hvorimod antal dede 43, 50, 47 og 48 (og dermed ogsa antal
overlevende 101, 19, 7 og 2) opfattes som fremkommet via en tilfeeldigheds-
mekanisme, i modelsprog: de er observationer af stokastiske variable. Det er
neerliggende at forsege sig med en model der gér ud pa at for hver koncentra-
tion har vi en situation der svarer til en simpel binomialfordelingsmodel, og at
de fire situationer er uafhaengige af hverandre.

De fire grupper (»situationer«) svarende til de fire koncentrationer numme-
reres med index j der altsd kan have veerdierne 1,2, 3, 4. Totalantallet i gruppe
jer nj hvor ny = 144, np = 69, n3 = 54 og ny = 50. Det observerede an-
tal dede i gruppe j er y; hvor y; = 43, y» = 50, y3 = 47 og ys = 48.
Totalantallene opfattes som faste tal, men de observerede antal opfattes som
oberverede veerdier af stokastiske variable Y1, Y2, Y3 og Y4. At gruppe nr. j
modelleres med en simpel binomialfordelingsmodel betyder at Y; er binomial-
fordelt med antalsparameter 7; (kendt) og en eller anden sandsynlighedspa-
rameter p; som er ukendt; sandsynligheden for her at observere verdien y;

er P(Y; = y;) = (;j)p]y](l — p;)""¥i. Hvis de fire grupper er uafhangige af

hverandre, er

P(Y1 =y108Ys =yp08 Y3 =Yy308 Y4 = Va)
= P(Y1=wy1) P(Ya=y2) P(Yz=1y3) P(Ys=ys)

sd modelfunktionen for det samlede forsgg er

(Y1, Y2, Y3, Y45 P1, P2, P3, P4)

144\ 144 (69) V2 69—
= 1-— . 1— Y2 .
<y1 ) p1 (1—p1) ) P2 (1=p2)

54\ 54— (50> Vi 50—
1— Y3 . 1— Y4
<y3> p3’ (1 —p3) ) Pt (1—pa)

Det ses at modellen indeholder fire ukendte parametre p1, p2, p3 0g pa, én for
hver gruppe. Opgaven er nu pé grundlag af denne model plus observationerne
y1 = 43, y» = 50, y3 = 47 og y4 = 48 at estimere parametrene og at vurdere
om man kan tillade sig at antage at de fire parametre i virkeligheden er ens,
svarende til at giftstoffet virker ens i alle fire koncentrationer.

Vi vil vise hvordan man leser denne opgave ndr man benytter de principper
der blev lanceret i Kapitel 2. Vi vil dog gere det en anelse mere generelt ved at
se pé en situation med s binomialfordelinger der skal sammenlignes.

3.1 Modellen

Antag at vi har klassificeret nogle individer i to forskellige klasser »1« og »0«.
Individerne er pa forhand delt op i grupper séledes at der er s forskellige grup-
per med hhv. ny,ny,... ,ns individer. Det har vist sig at i gruppe j herer y;
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af individerne til klassen »1« og de resterende n; — y; af individerne til klas-
sen»0«, j =1,2,...,s. Skematisk ser det sddan ud:

gruppe nr.
klasse 1 2 3 .. S
1 v v2 Y3 e Ys
0 M —Yyr | No—Yo | N3 —Y3 | ... | Ng— Vs
ialt nq 1y ns3 e ng

Den statistiske model der benyttes til at beskrive denne situation, er at
Yi,Y2,...,Ys betragtes som observerede veerdier af stokastiske variable
Y1,Ys,...,Ys der er indbyrdes uathengige og binomialfordelte sdledes at Y;
har antalsparameter 1; og ukendt sandsynlighedsparameter p;, j = 1,2,... ,s.
Modellen gér ud fra at grupperne er forskellige idet der er en sandsynligheds-
parameter for hver gruppe. Opgaven er at undersgge om grupperne kan anses
for ens, dvs. den er at teste den statistiske hypotese Hy : p1 = p2 = ... = ps.

De generelle retningslinier for hvordan man analyserer en given statistisk
model siger at vi skal tage udgangspunkt i modelfunktionen og likelihood-
funktionen. Modelfunktionen er den simultane sandsynlighedsfunktion for Y-
erne, opfattet som en funktion af bade observationer og parametre, altsd

y1/y2/~-- /yS/ pi,pP2,--- /Ps)
)y nZ) Y201 _ poyi2=v2 .
( - p1) <y2 Py’ (1—p2)

o

- ﬁ<y;>vff<1 i

/—\\_/

Ved her at holde y-erne fast og kun opfatte udtrykket som en funktion af p-erne
far vi likelihoodfunktionen svarende til observationerne y1, vy, ..., ¥s:

5 /n; , .
L(p1p2,---ops) = ] < ]> P]y-](l—Pj)"’ Yi
=1 y]

og dermed log-likelihoodfunktionen

lnL(Pl,Pz,.-- /Ps)
S N S
=3 ln< ]> + Y (yjlnpj+ (nj—y;) In(1 - pj))
=1 Yj j=1
s

= konstant + Z yilnp;+ (nj—y;)In(1—pj)). (3.1)
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I bille-eksemplet bliver log-likelihoodfunktionen

In L(p1, p2, p3, pa)
= konstant

+43Inp; +1011In(1 — pq)
+50Inp, + 191n p2)
+47Inps+ 7In p3)

)

(
(1-
(1-
—|—481np4—|— 211’1(1—774 .
Likelihoodfunktionen er sandsynligheden for at observere det faktisk ob-
serverede, som funktion af det ukendte seet parametre. Det bedste estimat over
de ukendte parametres veerdier er det talseet (p1, p, ..., Ps) som maksimali-
serer likelihoodfunktionen eller log-likelihoodfunktionen. Log-likelihoodfunk-
tionen er en funktion af s variable, men heldigvis en meget skikkelig funktion
idet den (bortset fra et konstantled) er en sum af s led der hver iseer kun er en
funktion af én variabel. Det j-te led hedder y;Inp; + (n; — y;) In(1 — p;), og vi
ved fra tidligere (side 24) at dette udtryk antager sit maksimum nar p; = y;/n;.
Vi har hermed fundet at maksimaliseringsestimatet for (p1, pa, ..., ps) er

(P, Par .. ) Ps) = <y1 ¥ y’5>

7 7
ny mnp ng

I eksemplet er specielt (p1, P2, P3, p4) = (0.30,0.72,0.87,0.96).

3.2 Hypoteseprovning

Vi skal undersege om det er rimeligt at antage at hypotesen Hy : p; =
p2 = ... = ps om ens sandsynlighedsparametre holder. Under Hy er der in-
gen forskel pa de s grupper, og i sa fald kan vi sld dem sammen til én stor
gruppe bestdende af n. = n; +ny + ... + ns individer der fordeler sig med
Y. = Y1+ y2 + ... + ys individer i klassen »1« og resten, dvs. n. — y., i klas-
sen »0«. Derfor m& man formode at den feelles veerdi p af sandsynlighedspara-
meteren skal estimeres ved y./n., men lad os benytte likelihoodmetoden og se
hvad den siger om den sag.

Vi kalder den feelles veerdi (under Hy) af p1, p2,..., ps for p. I den oprin-
delige log-likelihoodfunktion (3.1) erstatter vi alle p ;-erne med p og far derved
log-likelihoodfunktionen under Hy svarende til observationerne y1, s, ..., ¥s:

InL(p,p,...,p)
= konstant+ % (yjlnp+ (nj—y;) In(1 - p))
=1
= konstant+ y.Inp + (n. —y.)In(1 - p).

Maksimaliseringsestimatet p for p er den veerdi der maksimaliserer denne log-
likelihoodfunktion, dvs. den veerdi p der maksimaliserer

y.Inp+ (n. —y.)In(1 — p).
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Tabel 3.2 Rismelsbillers overlevelse ved forskellige giftdoser: forventede antal hvis
giften virker pa samme made for alle fire koncentrationer.

koncentration
020 0.32 050 0.80

antal dede 854 409 320 297
antal ikke dede 58.6 28.1 22.0 203

ialt 144 69 54 50

Vi ved fra side 24 at lesningen er p = y./n.. Likelihoodmetoden giver altsa
det svar som vi formodede métte veere det rigtige. — I vort eksempel bliver
p =188/317 = 0.59.

Likelihoodfunktionen benyttes til at vurdere et seet parameterveerdiers
evne til at beskrive det faktisk observerede. Det bedste seet parametervaer-
dier overhovedet er (p1,p2,...,Ps). Under Hy er det bedste seet verdier
(p,p,...,p). Vi sammenligner disse to parameterseets beskrivelsesevne ved
hjeelp af kvotientteststorrelsen

der bliver et tal mellem 0 og 1; en Q-veerdi tet pd 1 betyder at seettet
(P, p, ..., p)beskriver det observerede neesten lige s& godt som (p1, p2, ..., pPs)
gor, dvs. vi kan godtage hypotesen Hy, hvorimod en Q-verdi langt fra 1 be-
tyder at Hy giver en vesentligt darligere beskrivelse af det observerede end
grundmodellen geor. Som oftest udregner man dog ikke Q, men —21In Q som
bliver

—2InQ = —-2(InL(p,p,...,p) —InL(p1,p2, ..., Ps))

: pj 1‘%)
= 2 iIn—+(nj—y;)In = ].
];1 (.‘/] P (] y]) 1-p

Tallet —21In Q vil altid veere storre end eller lig nul.
Hvis vi indferer betegnelsen §; = n;p, kan —21In Q omskrives til

20 = 23 [yin 4 )in Y (3.2)
— n = iin — n; — 7)) in = ; .
;1% TR T

man kan tenke pd §; som det »forventede« antal individer fra gruppe j der
klassificeres som »1« og pé n; — §j; som det »forventede« antal individer fra
gruppe j der klassificeres som »0«.

De »forventede« antal i bille-eksemplet er vist i Tabel 3.2, og man far veer-
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dien af teststorrelsen til

2InQus = 2(431n8i_%+1011n%+
SOIH%—F 19ln%+
47ln%+ 71n%+
481n%+ 21n2§7)

= 113.1

En Q-veerdi teet pa 1 svarer til en —2In Q-veerdi tet pa 0. Det vil sige at
hvis —21In Q¢ er teet pa 0, sd kan vi godtage Hp, hvorimod en stor veerdi
af —21In Q.ps tyder pd en signifikant afvigelse mellem det observerede og det
som Hj foreskriver, dvs. vi ma forkaste Hy. For at afgere om tallet —2In Qs
er stort eller lille, er vi nedt til at sammenligne det med alle de andre veerdier
man ogsd kunne have faet ifolge den aktuelle model nar Hj er rigtig. Derfor
skal vi bestemme testsandsynligheden ¢ som er sandsynligheden for at f& noget
veerre end det faktisk observerede, dvs. for at fa en storre —2 In Q-veerdi end
den observerede, under forudseetning af at Hy er rigtig:

e = Po(—2InQ > —2InQqps) -

Mere udferligt er ¢ defineret pa folgende méade: Den statistiske model siger at
observationerne v, y,... ,Ys er observerede veerdier af stokastiske variable
Y1,Ys,...,Ys der er binomialfordelte med antalsparametre nq,ny,...,ns 0g,
da Hj antages rigtig, med samme sandsynlighedsparameter p. Testsandsyn-
ligheden ¢ er sandsynligheden for at disse stokastiske variable antager veerdier
som giver anledning til en —2In Q-veerdi der er steorre end den faktisk observe-
rede —2 In Q,ps. Bestemmelsen af ¢ kan synes at veere en besveerlig opgave, og
den kompliceres endda yderligere af at selv ndr Hy er rigtig, er der en ukendt
parameter inde i billedet, nemlig den feelles sandsynlighedsparameter p; hvis
det skal veere helt rigtigt, er vi saledes ikke i stand til at udregne testsandsyn-
ligheden!

Heldigvis kommer den matematiske statistik os til undseetning med et ge-
nerelt resultat der forteeller at ndr Hy er rigtig, sd er —21n Q med god tilneer-
melse y2-fordelt med et antal frihedsgrader som er s — 1. Det betyder at test-
sandsynligheden ¢ med god tilnaermelse kan bestemmes som sandsynligheden
for at fa en veerdi sterre end —2In Qg i en x*-fordeling med s — 1 frihedsgra-
der, kort

£ = P(xf_l > _Zanobs)/

og den sandsynlighed er let at bestemme, f.eks. ved hjeelp af tabeller over frak-
tiler i y>-fordelingen.

Antallet af frihedsgrader for —21In Q findes som sendringen i antallet af frie
parametre: i grundmodellen er der s frie parametre py, py, ... , ps, under Hy er
der én fri parameter p, derfor bliver der s — 1 frihedsgrader til teststerrelsen.

I eksemplet er —21n Qs = 113.1 og der er fire grupper, dvs. teststerrelsen
har tre frihedsgrader. I en tabel over fraktiler i x*-fordelingen ses at veerdien
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Tabel 3.3 Fordeling efter ken i to projektgrupper.

gruppel gruppe2 ialt

drenge 2 6 8
piger 4 3 7
ialt 6 9 15

113.1 er langt sterre end 99.5%-fraktilen i X2 -fordelingen med tre frihedsgrader,
og det vil sige at testsandsynligheden ¢ er langt mindre end 0.5%. Veerdien
113.1 er altsa sa stor at der, under forudseetning af at hypotesen er rigtig, kun
er en helt mikroskopisk chance for at fa en endnu sterre veerdi, dvs. 113.1 er
en seerdeles stor veerdi. Vi ma derfor forkaste hypotesen H, eller sagt pa en
anden made: Der er en signifikant forskel pa de fire giftkoncentrationer.

Som naevnt er y?-fordelingen kun en approksimation til den rigtige forde-
ling af —21n Q. For at approksimationen skal kunne bruges, skal alle de »forventede«
antal §;0gn;—79;, j=1,2,... s vare mindst fem. Hvis denne betingelse ikke er
opfyldt, kan man eventuelt udelade de problematiske grupper eller sld nogle
af grupperne sammen pa forhdnd. Hvis der kun er to grupper i det hele taget,
kan man anvende det sakaldte Fishers eksakte test der omtales i Afsnit 3.3.

3.3 Det eksakte testien 2 x 2-tabel

I visse tilfaelde er det ikke forsvarligt at anvende y?-approksimationen til forde-
lingen af —2In Q, nemlig ndr nogle af de »forventede« antal er sma. Vi skal nu
omtale hvordan man kan sammenligne to binomialfordelinger selv om nogle
af de forventede antal er under fem.

Tag som eksempel en situation hvor man pa grundlag af tallene i Tabel 3.3
onsker at vurdere om der er signifikant forskel pa kensfordelingen i to projekt-
grupper. Ved at efterligne reesonnementerne i begyndelsen af kapitlet kan man
na frem til folgende (forslag til den) statistiske model for disse observationer:

De observerede antal drenge y; = 2 og y» = 6 opfattes som obser-
vationer af stokastiske variable Y7 og Y, som er stokastisk uafheen-
gige og binomialfordelte med antalsparametre n; = 6 og 1, =9 og
med ukendte sandsynlighedsparametre p; hhv. p.

Den tilsvarende modelfunktion er

6 n 6— <9> Y2 9—
7 / 7 = 1 - ]/1 * 1 - ]/2'
f(y1,y2; p1,p2) <y1> pi (1—p1) ) P2 (1—-p2)

Maksimaliseringsestimaterne for p; og p er p1 = 2/6 = 1/3 08 P = 6/9 = 2/3.

Lad os saette at opgaven er at undersege om der er en signifikant forskel pa
kensfordelingen i de to grupper, eller om de observerede forskelle ikke er andet
end hvad man kan komme ud for pa grund af tilfeeldigheder. Vi vil derfor teste
den statistiske hypotese Hy : p1 = p2.
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Tabel 3.4 Forventet kensfordeling under Hy i de to projektgrupper.

gruppel gruppe2 ialt

drenge 3.2 4.8 8
piger 2.8 42 7
ialt 6 9 15

Problemet

Da vi har at gere med et specialtilfeelde af det generelle problem »sammenlig-
ning af binomialfordelinger« der blev behandlet tidligere i kapitlet, kan vi nu
blot ga frem efter opskriften. Maksimaliseringsestimatet for den feelles veerdi
under Hy af p1 og pa er p = 8/15 = 0.53, og de »forventede« antal §; = n1p,
n —i = n(1—p), §» = nyp ogny — 1 = na(1 — p) bliver som vist i Ta-
bel 3.4. Teststorrelsen —2 In Q er dermed

—2InQ = 2 Z (obs. antal - In obs. antal)

forv. antal

2 4 6 3
= 2<21nw+4lnm+6lnm+3ln“)
= 1.63.

Store veerdier af —2In Q tyder pa at hypotesen Hy ikke holder; for at afgere om
1.63 er en »stor« veerdi, skal vi bestemme testsandsynligheden ¢, dvs. sandsyn-
ligheden for at fa en —2 In Q-veerdi som er storre end 1.63 under forudseetning
af at Hy er rigtig, dvs. ¢ = Pyp(—2InQ > 1.63). Der geelder at hvis de »for-
ventede antal« alle er mindst fem, sd kan ¢ med god tilneermelse findes som
sandsynligheden for at f4 en veerdi pd mindst 1.63 i en x-fordeling med 1
frihedsgrad. Men i det foreliggende tilfeelde er ingen af de »forventede« antal
over fem, sa vi kan ikke g& ud fra at y?-approksimationen er anvendelig.

Et betinget test

Derfor m& man preve at udregne ¢ fra ‘first principles’. Hvis man udtrykker
—21InQ ved y; og y», far man (jf. (3.2) pé side 39)

e —
—2InQ(y1,y2) = 2 yllniyly. +(n1—y1)ln17yy1.+
711; 7’11(1_?.)

n J—
yzlnn]/i.Jr(”z—]/z)lnzyyz)) ,

25 np(1— 2

hvor y. = y1 + y og n. = ny + np. Her kan talparret (1, y») antage 70 forskel-
lige seet veerdier svarende til at y; € {0,1,2,...,6} og y» € {0,1,2,...,9}.
Man kan s& udregne —21In Q for hvert af de 70 mulige udfald og derved be-
stemme de udfald (y1, y») for hvilke —21n Q(y1, y2) er mindst 1.63. Man finder
at det er de par (v, y2) som er markeret med « i Figur 3.1. Testsandsynlighe-
den ¢ kan derefter findes som summen af sandsynlighederne f(y1, y2; p, p) for
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A
0 1 2 3 4 5 6
0 * Kk Kx x %
1 * x K %
2| % * Kk ok
3| % * Kk ok
Yo 4| x - S
5| % %= - - %
6| % * * *
71 % * % *
8| * x %
9| x * * * %

Figur 3.1 Talpar (y1,y2) for hvilke —21In Q(y1, y2) > 1.63 er markeret med =.

alle udfald (y1, y2) for hvilke —2In Q(y1, y2) > 1.63. Denne fremgangsmade
indebaerer som man hurtigt vil erfare, en hel del regnearbejde, men der er ogsa
en komplikation af mere fundamental karakter.

I Kapitel 2 testede vi hypoteser gdende ud pé at den eneste ukendte para-
meter havde en bestemt pa forhdnd givet veerdi. Nar en sadan hypotese var
rigtig, var der ikke flere ukendte parametre inde i billedet — den slags hypote-
ser kaldes simple hypoteser. De hypoteser vi nu har med at gere, er af en anden
slags: Der er tale om modeller med mere end én ukendt parameter, og hypote-
serne gar ud pa at nogle af disse parametre er ens; men selv nar hypotesen er
rigtig, er der stadigveek ukendte parametre i modellen. — Denne slags hypote-
ser kaldes sammensatte hypoteser.

I det aktuelle hypoteseprevningsproblem der altsa handler om en sammen-
sat hypotese, ndede vi ovenfor frem til at testsandsynligheden ¢ matte skulle
bestemmes som en sum af nogle sandsynligheder f(y1, y2; p, p) hvor der sum-
meres over en vis meengde (i1, y2)-er, og hvor der indgér den falles men
ukendte parameter p. For at beregne ¢ skal vi altsa kende (den sande veerdi
af) den ukendte parameter p ! Nu ville leeseren maske nok uden at blegne ind-
seette veerdien af p (som er 8/15) og sa udregne ¢ pd det grundlag (hvorved man
far e til 27%), men det eendrer ikke ved det principielle problem. Der findes
imidlertid en fremgangsméde ved hjeelp af hvilken man helt kan eliminere det
famese p.

Parameteren p er sandsynligheden for at en tilfeeldigt valgt person er en dreng,
nér de to grupper er ens. Den i observationsmaterialet indeholdte information
om dette p er at der ud af de i alt 15 personer viste sig at veere netop 8 drenge.
Man kan endvidere sige at det er uinteressant at der netop er 8 (og ikke 7 eller
10) drenge; det interessante er at de 8 er fordelt med 2 i gruppe 1 og 6 i gruppe 2
. Derfor skal man (sddan siger et statistisk princip) betragte den betingede forde-
ling givet at der netop var 8 drenge. I denne betingede fordeling vil det vise sig
at den oprindelige sammensatte hypotese Hy bliver til en simpel hypotese. For
at se hvordan det gér til, ma vi overseette det netop sagte til matematik.
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Modelfunktionen i grundmodellen er som allerede naevnt

6\ un 6— (9) v 9
7 ; ’ - 1 - yr. 1 - ]/2_
f(y1,y2:p1,p2) (y1) py (1—=p1) ) P2 (1-p2)

Nar Hy er rigtig, har p; og py den feelles veerdi p, og modelfunktionen kom-

mer sé til at se sddan ud:
( 6> pY1(1 — p)6fy1 . (9> pY2(1— p)9fyz
1 Y2

6 9
= Cpity2(1 — )15 (v1ty2)
(%) (yz) : a=r

Heraf fremgar at likelihoodfunktionen under Hy er

fy1,y2:0,p)

L(p) = konstant- p¥1t¥2(1 — p)>=(ity2)

dvs. man kan bestemme likelihoodfunktionen (paneer en konstant faktor), blot
man kender det totale antal drenge y; + y> — man behover ikke kende y; og >
hver for sig.

Det snedige trick er nu at se pa den betingede fordeling af Y, og Y, givet at
Y] + Y, = §, altsa givet at der er netop 8 drenge i alt. Pdstanden er at i denne
betingede fordeling bliver hypotesen Hj til en simpel hypotese. For at indse
det vil vi bestemme den betingede fordeling af Y; og Y; givet at Y1 + Y, = 8.
Ifolge de seedvanlige formler for betingede sandsynligheder er den betingede
sandsynlighed for at Y1 = y; og Y» = yp givetat Y1 + Y, =8

P(Yi =y, Yo=y2| Y1+ Y, =8)
{ P(Yy=y1) P(Y2=8—11)

hvis y1 +yo =8

P(Y; + Y, =8)
0 hvis Y1 + Y2 7'é 8,

og udtrykket svarende til tilfeeldet yy; 4+ y» = 8 kan videre omskrives saledes
(hvor y; erstattes af y):

P(Yy=y1) P(Y2=8—11)
P(Y1 + Y, = 8)

f(y,8 v p1,p2)
z f(z,8—2z;p1,p2)
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hvor

g _ I / P2 _ pi(l—po)

1—p1/ 1=p2  p(1=p1)°

Det ses at hvor grundmodellen har to ukendte parametre p; og p», har den
betingede model kun én parameter, nemlig 6. Modelfunktionen i den betin-

gede model er
W)
Fy- — Yy —Y

2 ()62) d

Af definitionen af 6 felger at grundmodellens hypotese Hy : p; = py er
ensbetydende med hypotesen Hy : 6 = 1 i den betingede model. Den sam-
mensatte hypotese i grundmodellen er altsa blevet til en simpel hypotese i den
betingede model.

Vi kan nu teste hypotesen Hy ved brug af de saedvanlige principper, og
da Hj er en simpel hypotese, er der ikke nogen principielle problemer. Der
foreligger observationen y = 2; det tilsvarende estimat @ over 6 er den 6-veerdi
der maksimaliserer den betingede likelihoodfunktion

L) = f(20),

dvs. den 0-veerdi som er losning til d%f(e) = 0. Man finder at § = §(2) =

0.276. Kvotientteststorrelsen for Hy er

L) = 71(1) = 0.468.

_ _ L
Q=0Q@ = L(6(2))  L(0.276)

Hvis Q er langt fra 1, er det tegn pa at Hy skal forkastes. For at vurdere om
0.468 ligger langt fra 1, skal vi udregne testsandsynligheden ¢ som er sandsyn-
ligheden (under Hy) for at fa et y saledes at Q(y) er mindre end eller lig med
0.468:

e = > [y,

y:Q(y)<0.468

Bestemmelsen af ¢ er ukompliceret, men noget besvarlig. Af Tabel 3.5 ses
at de y-er som giver en Q-veaerdi der er mindre end eller lig Q(2) = 0.468,
dvs. de y-er der er mindst lige s& uforenelige med Hy som y = 2 er, er y-erne
0,1,2,5, 6, saledes at testsandsynligheden er

e = fO;1)+f(L1)+ f(2;1)+ F(5:1) + f(6;1)
= 0.315.

Der er altsé ca. 31% chance for at fa et y der er »lige s& slemt eller veerre« end
det observerede y = 2 nar Hy er rigtig. Man vil derfor sige at der ikke er nogen
signifikant uoverensstemmelse mellem hypotesen Hy og det observerede y =
2. Sagt pa en anden made: vi kan ikke forkaste Hy.
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Tabel 3.5 Tabel over Q(y) og f(y; 1) til brug ved beregning af «.

v Q) f(y1)
0 0002 0001
1  0.069 0.034
2 0468 0.9
3 0979 0.392
4 0.713 0.294
5 0166 0.078
6 0.006 0.006
7 - 0
8 - 0
1.001

Vi er géet let hen over hvordan man egentlig skal finde talveerdien af 8
og hvordan man egentlig beregner verdier af funktionerne L og f. Grunden
hertil er at den just beskrevne metode, som er den principielt rigtigste, faktisk
saeedvanligvis ikke bruges. Den er nemlig besveerlig rent regnemeessigt safremt
man skal regne med héndkraft. Det er ganske vist ingen sag at skrive et lille
computerprogram der kan udfere beregningerne, men man bruger alligevel
(endnu) for det meste en regnemeessigt simplere metode som vi nu vil beskrive
i detaljer.

Fishers eksakte test

Det man gor ndr man tester en statistisk hypotese, er at man udregner veerdien
af en vis teststerrelse, seedvanligvis kvotientteststorrelsen Q eller —21n Q, der
er et udtryk for hvor godt hypotesen er forenelig med de foreliggende data;
dernzest bestemmer man testsandsynligheden, dvs. sandsynligheden for at fa
et seet observationer som er mindst lige s »uforenelige« med hypotesen som
de faktiske observationer er. I den simplere metode der nu skal omtales til los-
ning af det aktuelle testproblem, benytter man ikke Q som teststorrelse, men
derimod sandsynlighedsfunktionen f(-; 1) svarende til at hypotesen H er rig-
tig; det har blandt andet den fordel at man slipper for at skulle bestemme 8.
Funktionen ]7( ;1) er forholdsvis simpel:

()e2)

fyl) = : (3.3)

3 (9)(2)

(I ovrigt er f(-;1) sandsynlighedsfunktion for en hypergeometrisk fordeling, se
Opgave 1.7; der geelder at naevneren er lig (185).)

Fishers eksakte test for Hy forleber nu pa folgende made: Vi har observeret
y = 2. Vi skal bestemme de y-er for hvilke f(y;1) < f(2;1). For at gere det
udregner vi teelleren i hejresiden af formel (3.3) for alle de mulige y-er, f.eks.
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Figur 3.2 Den hypergeometriske fordeling bestemt ved sandsynlighedsfunktionen i
formel (3.3).

Tabel 3.6 Hjeelpestorrelser til Fishers eksakte test.

() (2)

Y1 \y) 8-y

o] 1. 9 =

1] 6. 3 = 216

2 15 - 84 = 1260

30 20 126 = 2520

4 15 - 126 = 1890

5 6 - 84 = 504

6| 1- 3 = 36

71 0. 9 = o0

8 0 1 = 0
6435

ved brug af Pascals trekant (side 11); man far da Tabel 3.6. Det ses at de y-er som
er mere ekstreme end y = 2 (i den forstand at f(y;1) < f(2;1) = 1260/6435)
er alle y-erne undtagen y = 3 og y = 4. Testsandsynligheden er derfor

e = 1—(7@&)+?Mﬂ»
| _ 2520+1890
6435

= 31%.

Det eksakte test giver saledes (i dette eksempel) preecis samme resultat som det
rigtige betingede test.

Hvad angar det oprindelige praktiske problem, kan vi i ferste omgang kon-
kludere at Hy mé accepteres, dvs. der er ikke nogen signifikant forskel p& kens-
fordelingen i de to grupper set fra den betingede models synspunkt. Da man
kan sige at det der adskiller den betingede model og den oprindelige (ubetin-
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gede) model, er noget som er uinteressant for spergsmalet om ens kensforde-
ling i de to grupper, kan vi videre konkludere at ogsa Hy ma accepteres, dvs.
heller ikke fra grundmodellens synspunkt er der nogen signifikant forskel pa
kensfordelingen i de to grupper.

3.4 Opgaver

Generelt om opgavebesvarelser

Mange statistikopgaver bestar af et datasaet plus en kort beskrivelse af det eks-
periment eller den indsamlingsproces der frembragte dem, efterfulgt af en la-
konisk besked af typen »Analysér data!« Desuden er der et eller andet (ikke
altid lige klart preeciseret) overordnet sporgsmal der skal besvares/belyses pa
baggrund af en statistisk analyse af det foreliggende dataseet.

Selv om man ikke kan (eller ber) give en generel skabelon for udformnin-
gen af besvarelsen af sddanne opgaver, kan det méske veere praktisk med en
»huskeliste« med punkter der ofte skal med i losningen. Her er en sddan liste:

1. Beskriv i ord en passende statistisk model. — En »passende« model er en
der dels kan teenkes at beskrive tallene, dels gor det muligt at besvare det
overordnede sporgsmal.

2. Formulér modellen i matematiksprog.
3. Estimér parametrene.

4. Formulér det overordnede sporgsmal i matematiksprog, og omszet det til
en statistisk hypotese.

5. Estimér eventuelle parametre under hypotesen.

6. Udregn teststorrelsen (—21In Q) og find den tilsvarende testsandsynlig-
hed.

7. Vurdér om den statistiske hypotese skal forkastes eller e;.
8. Find ud af hvad man kan konkludere om det overordnede spergsmal.
9. Formulér konklusionen i ord.
Opgave 3.1 (Afstemning i Lejre)
Ved EF-folkeafstemningen den 2. juni 1992 om Maastricht-traktaten fordelte ja-

og nejstemmerne sig pa felgende made ved de fem afstemningssteder i Lejre
kommune:

| Gevninge Herslev Lejre  Osted  Glim
Antal gyldige ja stemmer 830 194 800 931 448
Antal gyldige nej stemmer 621 151 605 738 344

Kan man pa denne baggrund sige at der er forskel pa holdningen til traktaten
i de fem dele af kommunen?
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Opgave 3.2 (Kedkvalitet)

Ved den kedkontrol som foretages af dyrleeger pa slagterier, udferes for visse
dyr en bakteriologisk undersegelse (BU) efter regler fastsatte af veterinaerdi-
rektoratet. Resultatet af undersogelsen kan for hvert dyr noget forenklet be-
skrives som »godkendt« eller »kasseret«.

For bl.a. at finde ud af om der var nogen sammenheaeng mellem slagteri og
resultatet af BU, undersggte man resultaterne af undersggelserne for 672 dyr
der var indsendt til et bestemt laboratorium fra forskellige slagterier. En stor
del af dyrene kom fra to bestemte slagterier kaldet I og II. Man fik fglgende
fordeling efter BU-udfald og slagteri:

| slagteril slagteriIl ovrige slagterier
godkendt 134 275 146
kasseret 49 41 27

Blandt de diagnoser som kan give anledning til at der udferes BU, var halebid
den hyppigst forekommende. For de 174 dyr som havde diagnose halebid, fik
man folgende fordeling:

| slagteri] slagteriIl ovrige slagterier

godkendt 30 82 25
kasseret 19 13 5
Analysér data.

Opgave 3.3 (Kampflyveres born)

Blandt piloter i luftvdbenet siges det at pilot-bern oftere er piger end drenge. — 1
1961 indsamledes data om nyfedte bern hvis feedre gjorde tjeneste som piloter
i US Airforce, og man inddelte blandt andet bernene i grupper efter arten af
flyvetjeneste som faderen havde haft i den maned hvor barnet blev undfanget.
Det gav denne tabel:

faderens tjeneste var

barnets kon | ijagerfly 1itransportfly jordtjeneste
pige 51 14 38
dreng 38 16 46

Underspg om der er hold i pastanden om at piloter far flere piger end drenge.
I den samme periode var 48.7% af alle nyfedte (i USA) piger. Hvordan har-
monerer pilot-dataene med dette tal?

Opgave 3.4 (Streptococcus pyogenes)
Nogle mennesker er beerere af bakterien Streptococcus pyogenes. For at finde
ud af om dette iseer er tilfeeldet for mennesker med forstorrede mandler, under-
sogte man nogle bern i alderen 0-15 ar. I undersogelsen var der 497 bern hvis
mandler havde normal sterrelse, og af disse bern var de 19 beerere af bakterien.
Desuden var der 589 bern med noget forsterrede mandler, og heraf var de 29
baerere af bakterien. Endelig var der 293 bern med meget forsterrede mandler,
og heraf var de 24 beerere af bakterien.

Tyder disse resultater pa at det iseer er bern med forsterrede mandler der
er beerere af Streptococcus pyogenes?
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Opgave 3.5 (En approksimationsformel for —21n Q)

Denne opgave skal opfattes som en udvidelse af Opgave 2.8. Formalet er at

udlede en approksimation til teststerrelsen —21n Q (formel (3.2) pa side 39).
Betragt funktionen f(y) = yIn(y/yo) hvor yg er en konstant.

L Visat f'(y) = 1+1In(y/yo) ogat f"(y) = 1/y.
2. Vis at Taylorudviklingen af f omkring y er

fly) =~ flyo)+W—vo0) f(yo)+ 3y —v0)* f'(vo)
= Wyw+%wugw~

3. Anvend ovennaevnte approksimationsformel pa hvert af leddene y; In %
j
n ] -

0g (nj—y;)In g i udtrykket for —21In Q, og vis derved at man kan
j

approksimere —2 In Q med den sékaldte Pearsons X? defineret som!

s R
X? = { y{.
Z nip(1—=p)

log opkaldt efter den engelske videnskabsmand Karl Pearson (1857-1936).
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I Kapitel 3 har vi beskeeftiget os med sammenligning af binomialfordelinger
og set hvordan man vurderer om der er en signifikant forskel pa dem. I nogle
situationer er man imidlertid ikke udelukkende interesseret i at vurdere om der
er en forskel eller ej, man vil ogséd gerne kunne give en neermere beskrivelse af
forskellen. Vi skal i det felgende vise hvordan man kan indbygge sakaldte bag-
grundsvariable i modellen for (maske) at nd frem til at kunne beskrive forskellen
mellem de pageaeldende binomialfordelinger. — Indevaerende kapitel kan desu-
den ses som et lidt storre eksempel pa statistisk modelbygningsarbejde.

Som gennemgaende eksempel benytter vi endnu engang rismelsbille-ek-
semplet, hvoraf vi nu bruger en endnu sterre del: I en undersogelse! af insek-
ters reaktion over for insektgiften pyrethrum har man udsat nogle rismelsbiller
(Tribolium castaneum) for forskellige meengder gift og derpa set hvor mange
der var deode efter 13 dages forleb. Der er fire forskellige giftkoncentrationer,
og forseget er udfert dels pd han-biller, dels pa hun-biller. Resultaterne (i re-
duceret form) ses i Tabel 4.1.

4.1 Grundmodellen

Forste skridt i modelleringsprocessen bestdr i at gore sig klart at Tabel 4.1 giver
oplysninger om flere forskellige slags storrelser der skal have hver deres status
i modellen:

¢ Sterrelserne »dosis« og »ken« er baggrundsvariable der benyttes til at ind-
dele de 144 4- 69 454 + ... + 47 = 641 elementarforseg i grupper idet
man forestiller sig at »dosis« og »ken« kan have betydning for udfaldene
af de enkelte delforseog; det kan endda teenkes at selve talveerdierne af
»dosis« har betydning.”

* Totalantallene (144,69,54,...,47) er kendte konstanter, nemlig antal
»identiske« gentagelser af de enkelte elementarforseg.

* Antal dede (43,50,47, ... ,43) er observerede veerdier af stokastiske variable.

For overhovedet at fd en idé om talmaterialets beskaffenhed kan man lave
nogle simple udregninger (Tabel 4.2) og tegninger (Figur 4.1).

Da der er lavet forseg med fire forskellige doser og to forskellige ken, er der
otte delforseg med hver sin binomialfordeling, eller sagt mere preecist: i hvert

1Her citeret efter Pack and Morgan (1990): A mixture model for interval-censored time-to-
response quantal assay data, Biometrics 42, 749-757.

2Sterrelsen »kon« er en sikaldt faktor, dvs. en baggrundsvariabel der kun (kan) benyttes til at
inddele i grupper efter. I modseetning hertil er »dosis« en sterrelse der antager rigtige talveerdier
pé en kontinuert maleskala.

51
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Tabel 4.1 Rismelsbillers overlevelse: Tabellen viser antal dede / totalantal for hvert ken
og for fire forskellige doser (mg/cm?).

dosis M F

0.20 43/144 26/152
032 50/ 69 34/ 81
050 47/ 54 27/ 44
0.80 48/ 50 43/ 47

Tabel 4.2 Rismelsbillers overlevelse: Observeret dedssandsynlighed (relativ hyppig-
hed) i hver af de otte grupper.

dosis M F

020 030 017
032 072 042
050 0.87 0.61
080 096 091

af de otte delforseg er det neerliggende at foresla at beskrive »antal dede« som
en observation fra en binomialfordeling med en antalsparameter der er det
samlede antal biller i den pageldende gruppe, og med en (ukendt) sandsyn-
lighedsparameter der skal fortolkes som sandsynligheden for at en bille af det
pégeeldende kon der af giften doseret i den pdgeeldende koncentration. Her
er det ikke sa interessant blot at fa at vide om der er en signifikant forskel pa
grupperne eller ej, det ville veere langt mere speendende hvis man kunne give
en neermere beskrivelse af hvordan sandsynligheden for at de atheenger af gift-
koncentrationen, og hvis man kunne udtale sig om hvorvidt giften virker ens
pé hanner og hunner. Vi indferer noget notation og preeciserer modellen:

1. I den gruppe der svarer til dosis d (hvor d € {0.20,0.32,0.50,0.80}) og
ken k (hvor k € {M, F}), er der ny biller hvoraf y,; dede.

2. Det antages at y; er en observation af en stokastisk variabel Yy som er
binomialfordelt med kendt antalsparameter 7, og med sandsynligheds-
parameter p .

3. Det antages desuden at de enkelte Y -er er stokastisk uafhengige.

Opgaven er at finde en model der forteller hvordan py; atheenger af d og k.
Forst vil vi se pa hvordan man modellerer dosisathengigheden.

4.2 En dosis-respons model

Hvordan er sammenhzengen mellem giftkoncentrationen (dosis) d og sandsyn-
ligheden p; for at en bille der ved denne dosis? Hvis man vidste en hel masse
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1 x x x NI
M F
0.8 -
M
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B 06 F
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<
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0 0.2 04 0.6 0.8
dosis

Figur 4.1 Rismelsbillers overlevelse: Observeret dedssandsynlighed (relativ hyppig-
hed) som funktion af dosis, for hvert ken.

om hvordan netop dette giftstof virker i billeorganismen, kunne man forment-
lig give et velbegrundet forslag til hvordan sandsynligheden afhaenger af do-
sis. Men den statistiske modelbyggers tilgang til problemet er af en langt mere
jordbunden og pragmatisk karakter som vi nu skal se.

I eksemplet har eksperimentator valgt nogle tilsyneladende meerkveerdige
dosis-veerdier (0.20, 0.32, 0.50 og 0.80). Hvis man ser neermere efter, opdager
man dog at der (neesten) er tale om en kvotientraekke idet kvotienten mellem
et tal og det neeste er (naesten) den samme, nemlig 1.6. Det tager den statistiske
modelbygger som et fingerpeg om at dosis antagelig skal males pa en logarit-
misk skala, dvs. man skal interessere sig for hvordan sandsynligheden for at de
afheenger af logaritmen til dosis. Derfor tegner vi Figur 4.1 en gang til idet vinu
afsaetter logaritmen til dosis ud ad abscisseaksen; resultatet ses i Figur 4.2.

Vi skal modellere sandsynlighedernes afhaengighed af baggrundsvariablen
Ind. En af de simpleste former for atheengighed er lineer atheengighed. Imid-
lertid ville det veere en dérlig idé at foresla at p; skulle atheenge lineeert af In d
(altsd at p; = o + 3 Ind for passende valgte konstanter « og 3) fordi dette ville
veere uforeneligt med kravet om at sandsynlighederne skal ligge mellem 0 og
1. Ofte gor man sa det at man omregner py til en ny skala og postulerer at »p,
pa den ny skala« afhaenger lineeert af In d. Omregningen foregar ved hjeelp af
en serlig funktion ved navn logit:

Definition 4.1 (logit-funktionen)
Funktionen logit afbilder intervallet |0, 1] p4 den reelle akse R og er givet ved

logit(p) = In——.
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Figur 4.2 Rismelsbillers overlevelse: Observeret dedssandsynlighed (relativ hyppig-
hed) som funktion af logaritmen til dosis, for hvert ken.

o ¢ ory — OXP(2)
Hvis z = logit(p), sderp = T+ exp(z)’
Bemarkning

Nar p er sandsynligheden for en bestemt haendelse (f.eks. at de), saer p/(1 — p)
forholdet mellem sandsynligheden for heendelsen og sandsynligheden for den
modsatte heendelse; dette tal kaldes med et udtryk hentet fra spillebranchen
for odds for den pageeldende heendelse. Vi kan dermed sige at logit-funktionen
udregner logaritmen til odds. O

Vi vil nu foresla/postulere folgende ofte anvendte model for ssmmenheen-
gen mellem dosis og sandsynligheden for at de:

For hvert af de to ken afheenger logit(p,) lineeert af x = Ind,
eller mere udferligt:
Der findes konstanter ay, B3 0g aF, Br séledes at

logit(pam) = am+ Bmind
logit(pdp) = ar+ Brind

I Figur 4.4 er logit til de relative hyppigheder afsat mod logaritmen til do-
sis; hvis modellen er rigtig, skal hvert af de to punktseet fordele sig tilfeeldigt
omkring en ret linie, og det ser jo ikke helt urimeligt ud; det kreever dog en
neermere undersggelse for at afgere om modellen giver en tilstreekkeligt god
beskrivelse af datamaterialet.
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Figur 4.3 Del af grafen for logit-funktionen. — Der geelder at for p — 1 vil logit(p) —
+o00 og for p — 0 vil logit(p) — —oo.

I de folgende afsnit skal vi se hvordan man estimerer de ukendte parame-
tre (ax-erne og f-erne), hvordan man undersgger om modellen er god nok, og
hvordan man sammenligner giftens virkningen pa han- og hunbiller.

4.3 Estimation

I dette afsnit diskuteres hvordan man estimerer parametrene « og 3 i modellen
logit(p) = a + Bx, eller rettere i folgende model:

Observationerne y1, Y2, ... ,Ys er observationer af uafhengige bi-
nomialfordelte stokastiske variable Yy, Y>,...,Ys hvor Y]- er bino-
mialfordelt med antalsparameter n; (kendt) og sandsynlighedspa-
rameter p;, og hvor

svarende til at

exp(a + ﬁx]')
1+ exp(a+Bx;)

pj = logitfl((x+ﬁx]’) =

Her er x1, x2, ... , x5 kendte tal, og o og 3 er ukendte parametre.

I bille-eksemplet har vi en sddan model for hvert af de to ken, og her er x i
logaritmen til koncentrationen i gruppe j.
Likelihoodfunktionen er
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Figur 4.4 Rismelsbillers overlevelse: Logit til estimeret dedssandsynlighed (relativ
hyppighed) som funktion af logaritmen til dosis, for hvert ken.

« _ A (M) Y=y
tap) = (y],) Pl —py)
s s ) Vi
— 1’1/‘ . L . — 1.\
Dl (]/j) I:ll (1 —P]') ]I:ll(l P])
= konstant - H( ‘ ) Ii| (1—p)",

og log-likelihoodfunktionen er

InL(a, B)

S . S
= konstant+ % y;In 7 Pi + 5 njIn(1—pj)
= =
S S
= konstant+ % y;logit(p;) + 5 n;In(1—p;)
j=1 =1
S S
= konstant+ ) y;(a+ Bx;)+ ) n;ln(1
=1 =1

S S S
= konstant+a Yy yi+8 Y xiy;+ S niln(1—pj)
];1 ] ]Zl 17] ]Zl ] ]

s s s
= konstant+a Yy yi+B Y xjyi— Y njln(1+exp(a+ Bx;)).
]; j ; iYj ]; j j
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Som altid er det bedste bud pa verdierne af de ukendte parametre dem der
maksimaliserer likelihoodfunktionen eller log-likelihoodfunktionen. Hermed
er vi stadt pa det delproblem der bestar i at finde maksimumspunkt(er) for
funktionen In L af de to variable « og 3. Den generelle fremgangsmade gar
ud pa at man seger maksimumspunkterne blandt de stationaere punkter for
funktionen, dvs. punkter hvor de partielle afledede 2 3z InL og 57 /3 InL er nul
Man finder at

%3

0
oq nLxp) = (yj —njpj),

T
I

xj(yj—nipj),

|
Mo

I
i

%lnL(cx B)

J

og da disse som neevnt skal vere 0, far vi de to ligninger
B}
Z ]P i) =0 (4.1)

Z i —njpj) = 0, (4.2)

med de ubekendte o og B (der indgar »skjult«i p;).
Lad os se hvordan disse ligninger tage sig ud for hanbillernes vedkom-
mende. Ligning (4.1) er

exp(a + $1n(0.20))
(43 - T exp(a+ B1n(0.20) >

exp(a + B1n(0.32))
1+ exp(a+ B1n(0.32)

<50— >
+ (47 54 P(a+B1n(0.50)) )
< ) -

+

1+ exp(a+ B1n(0.50)
exp(a+ B1n(0.80))

48 —
1+exp((x+[o’ln (0.80)

+

og ligning (4.2)

exp(a + 31n(0.20))
1+ exp(a+ B1n(0.20)

n(0.20) >
exp(a+ $1n(0.32)) )

43 — 144

1+ exp(a+ B1n(0.32)
exp(a+ B1n(0.50))

1+exp(0c+[31n 050
exp(a + 31n(0.80))

1+ exp(ax+ B1In(0. 80))>

+1n(0.32) (50 69

+1n(0.50)

+1In(0.80) <48 — 50

Det ser ikke rart ud! Faktisk kan man ikke lose ligningerne hvis man med »lese
ligningerne« mener at flytte rundt pa symbolerne sd man ender med noget af
formen »a = noget kendt« og » 3 = noget kendt«. I stedet md man henvende sig
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StatUnit.FitLogitLinear
Dependent relative frequency BR@KDEL, binomial totals TOTAL.
Model terms

K@N

K@N*LOGDOSIS

8 observations, 4 parameters estimated.

-2log(Likelihood) = 3.3637
Likelihood ratio test against full model
P[ ChiSquare(4) > -2log(Likelihood) ] = 0.498900

StatUnit.ListParameters

Estimate Std.dev. U P
K@NI[1] 4.270 0.5372 7.949 0.00000
K@NI[2] 2.562 0.3785 6.767 0.00000
K@N[1]*LOGDOSIS 3.138 0.3854 8.142 0.00000
K@N[2]*LOGDOSIS 2.582 0.3047 8.472 0.00000

Figur 4.5 Estimation af parametrene i grundmodellen for bille-dataene: Del af udskrift
fra StatUnit (Tue Tjurs Turbo Pascal unit til statistisk analyse). I de fire sidste linier ses
at &)1=4.270, &p=2.562, 3,=3.138 og Sr=2.582.

i den afdeling af matematikken der hedder Numerisk analyse for at fa at vide
hvordan man finder en numerisk approksimation til en lesning, hvis der altsa
overhovedet er en losning (og principielt kunne man jo ogsé teenke sig at der
var flere lesninger). Eller man kan benytte et tilpas avanceret statistikprogram
til computere; det vil have indbygget nogle numerisk analyse-metoder s& det
kan udregne brugbare tilnzermelser til maksimaliseringsestimaterne & og 3.

I Figur 4.5 er vist noget af en udskrift fra et sddant statistikprogram. Deraf
fremgar det blandt andet at for hanbillerne er estimaterne &) = 4.270 (med
en middelfejl pa 0.5372) og By = 3.138 (med en middelfejl pa 0.3854), og for
hunbillerne er de &r = 2.562 (med en middelfejl pa 0.3785) og Br = 2.582
(med en middelfejl pa 0.3047).

4.4 Modelkontrol

Vi har nu estimeret parametrene i den model der siger at

logit(ps) = ox+ Bxlnd
eller
explay + B Ind)

1+ exp (o + B Ind)”

Pdk

En neerliggende form for modelkontrol er derfor at indtegne graferne for de to
funktioner

exp(ayp + BmInd)
d —
1+ exp(ap + BpInd)

08
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brokdel dede
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Figur 4.6 Rismelsbillers overlevelse: To forskellige kurver, samt de observerede relative
hyppigheder.

exp(ae + Br Ind)

d
1+ exp(ar + Brlnd)

i Figur 4.2 hvorved man far Figur 4.6. Den viser at modellen ikke er helt hen i
vejret. Man kan desuden ved hjeelp af likelihoodmetoden konstruere et nume-
risk test baseret pa

L(&m, &, Bm, Br)

Lmax

Q (4.3)

hvor Lpax er likelihoodfunktionens maksimale veerdi i den »fulde« model
(grundmodellen hvor p;; estimeres ved den relative hyppighed vy i /141
Med betegnelserne py = logitfl(&k + BrInd) og Gk = naxpax bliver

Mdic\ sYar (1 _ 5. yiac—vax
UU@QWM par)
0 () (e

k4 \Ydk Nk Ny
]?dk Ydk m 79{”{ Nk —Ydk
B D I;' (%ik) (”dk—]/dk)
N — ydk)
Nk — Yak

0g

-2lnQ = 2% % (ydkln YAk} (g — yae) In
T T Yak

Store veerdier af —2In Q (svarende til smd veerdier af Q) er tegn pé at der er for
stor uoverensstemmelse mellem de observerede antal (yx; 0g 1xs — Yiy) 0g de
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forudsagte antal (§x; og ks — Jxq) til at modellen kan siges at veere god nok.
En observeret veerdi —2 In Qs er »stor« hvis der kun er lille sandsynlighed for
at fa en storre veerdi; denne sandsynlighed (testsandsynligheden) kan bestem-
mes omtrentligt som sandsynligheden for i x?-fordelingen med 4 frihedsgra-
der at fa en veerdi sterre end —2In Qps. I computerudskriften Figur 4.5 ses at
—21In Qps = 3.3637, og at den omtalte testsandsynlighed er 0.4989. — Antallet
af frihedsgrader er bestemt pa felgende médde: I den »fulde« model (der leverer
neevneren i formel (4.3)) er der 8 parametre, én for hver gruppe; i den testede
model (der leverer teelleren i formel (4.3)) er der 4 parametre, nemlig g, S,
ar og fBr; antal frihedsgrader er eendringen i antal parametre, dvs. 8§ — 4 = 4.

Da der er henved 50% chance for at fa et saet observationer der harmonerer
darligere med den postulerede model, ma vi konkludere at modellen ser ud til
at veere anvendelig.

4.5 Hypoteser om parametrene

Vi har opstillet en model som indeholder fire parametre, og som ser ud til at
give en ganske god beskrivelse af observationerne. Neeste punkt pd dagsorde-
nen er at undersege om modellen kan forsimples.

Eksempelvis kan man undersgge om de to kurver er parallelle, og hvis det
kan accepteres, kan man derefter undersgge om kurverne er ssmmenfaldende.
Vi formulerer derfor to statistiske hypoteser:

1. Hypotesen om parallelle kurver: H; : 331 = S3F, eller mere udferligt: Der
findes konstanter ayy, ar og (3 sdledes at

logit(de) = apm+fBInd
logit(psr) = oar+ Blnd.

2. Hypotesen om sammenfaldende kurver: H : ap = ar og Bp = B, eller
mere udferligt: Der findes konstanter « og 3 sdledes at

logit(pgp) = a+pInd
logit(psr) = a+pInd.

Vi underseger forst hypotesen H; om parallelle kurver. De tre parametre
estimeres ved maximum likelihood metoden, og det er et problem af samme
svaerhedsgrad som i grundmodellen (Afsnit 4.1). I Figur 4.7 ses noget af ud-
skriften fra et computerprogram der har lost opgaven. Parameterestimaterne
er &y = 3.835 (med en middelfejl pa 0.3443), &ar = 2.831 (middelfejl 0.3105)
og 3 = 2.813 (middelfejl 0.2386). Hypotesen testes med det seedvanlige kvo-
tienttest hvor man sammenligner den maksimale likelihoodfunktion under an-
tagelse af H; med den maksimale likelihoodfunktion i den senest accepterede
model:

—2InQ = —2In L(OCM’(XPiﬁ'ﬁA)
L &M/&F/ﬁM/ [))F)

. e — O
= 2% > (YaIn YAk} (g — Yae) In W)
£ d Yak Mgk — Ydk
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StatUnit.FitLogitLinear
Dependent relative frequency BR@KDEL, binomial totals TOTAL.

Model terms
K@N
LOGDOSIS

8 observations, 3 parameters estimated.
-2log(Likelihood) = 4.6705
Likelihood ratio test against full model

P[ ChiSquare(5) > -2log(Likelihood) ] = 0.457406

StatUnit.ListParameters

Estimate Std.dev. ] P
K@N[1] 3.835 0.3443 11.140 0.000000
K@N[2] 2.831 0.3105 9.118 0.000000
LOGDOSIS 2.813 0.2386 11.791 0.000000

StatUnit.TestModelChange

1 parameters removed
-2log(Q) = 1.3067
P[ ChiSquare(1) > -2log(Q) ] = 0.252986

Figur 4.7 Hypotesen om parallelle kurver for bille-dataene: Del af udskrift fra StatUnit.
Teststorrelsen er —21n Q,s=1.3067 og testsandsynligheden 0.253.

hvor Jg = ng logit_l(&k + BInd). Man far at —21In Qy,s = 1.3067, der kan
sammenlignes med Xz—fordelingen med 4 — 3 = 1 frihedsgrader (eendring i
antal parametre). Testsandsynligheden (dvs. sandsynligheden for at fa veer-
dier sterre end 1.3067) er ca. 25%, dvs. veerdien 1.3067 er ikke usaedvanligt stor.
Modellen med parallelle kurver giver séledes ikke en signifikant darligere be-
skrivelse af observationerne end den hidtidige model gor.

Efter saledes at have accepteret hypotesen H; kan vi g& videre med hy-
potesen Hy om sammenfaldende kurver. (Hvis H; var blevet forkastet, ville
man ikke ga videre til H,.) I Figur 4.8 ses computerudskrifter vedrerende
denne hypotese. Det fremgdr at nar man tester Hj i forhold til Hy, fdr man
—2InQups = 27.5017 der skal sammenlignes med Xz—fordelingen med et an-
tal frihedsgrader pa 3 — 2 = 1; sandsynligheden for at f& veerdier sterre end
27.5017 er lig nul med adskillige betydende cifre, hvilket viser at modellen
med sammenfaldende kurver giver en veesentligt dérligere beskrivelse af ob-
servationerne end den forrige model gor. Vi ma derfor forkaste hypotesen om
sammenfaldende kurver.

Konklusionen péa det hele er siledes at vi kan beskrive sammenhaengen
mellem dosis d og sandsynligheden p for at de pad den made at for hvert ken
afheenger logit p lineeert af Ind; de to kurver er parallelle men ikke sammen-
faldende. De estimerede kurver er

logit(pay) = 3.84+2.811Ind
logit(psr) = 2.83+2.811nd,


http://www.mes.cbs.dk/~sttt/

62

Logistisk regression

svarende til at

exp(3.84 +2.811Ind)

PaM = 1 exp(3.84 + 2.811nd)
exp(2.83 +2.811nd)

PaF = 1 exp(2.83 +2.81Ind)

Figur 4.9 illustrerer situationen.
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StatUnit.FitLogitLinear

Dependent relative frequency BR@KDEL, binomial totals TOTAL.

Model terms
CONSTANT
LOGDOSIS

8 observations, 2 parameters estimated.
-2log(Likelihood) = 32.1722
Likelihood ratio test against full model

P[ ChiSquare(6) > -2log(Likelihood) ] = 0.000015

StatUnit.ListParameters

Estimate Std.dev.
CONSTANT 3.204 0.3010
LOGDOSIS 2.709 0.2291

StatUnit. TestModelChange

1 parameters removed
-2log(Q) = 27.5017
P[ ChiSquare(1) > -2log(Q) ] = 0.000000

v P
10.644  0.000000
11.821  0.000000

Figur 4.8 Hypotesen om sammenfaldende kurver for bille-dataene: Del af udskrift fra
StatUnit. Teststerrelsen er —2 In Q,,s=27.5017, og testsandsynligheden er 0.000.

brokdel dede

0 ‘ 1 1
-2 -1.5

logaritmen til dosis

Figur 4.9 Rismelsbillers overlevelse: Den endelige model.
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4.6 Opgaver

Opgave 4.1
Vis at logit(1/2) = 0. Vis at logit(1 — p) = — logit(p).

Opgave 4.2

Eftervis at logit(p) = z hvis og kun hvis p = _exp(z) saledes som det
1+ exp(z)

postuleres i Definition 4.1 pa side 53.

Opgave 4.3 exp(a -+ bx)

Indfer en funktion p(x) ved p(x) =

= m, dVS. 10g1t(p(x)) =a++

bx. (Her er a og b to konstanter.)
1. Skitsér grafen for p(x) nara = 3 og b = 0.5.
2. Skitsér grafen for p(x) nara = 3 og b = —0.5.

3. Los ligningen p(x) = 0.5 (for generelle a og b).

Lad os sige at x = Ind hvor d er en dosis af et giftstof, og at p(x) = p(Ind)
betyder sandsynligheden for at de nar giften gives i dosis d. Man er un-
dertiden interesseret i at finde den dosis for hvilken sandsynligheden
for at de netop er 50% (den sdkaldte LD50), dvs. finde det d for hvilket
p(Ind) = 0.5.
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